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Resumen

En [6] y [7], sus autores desarrollaron la teorfa de la I'—convergencia y homogeneizacion
periodica de la familia de funcionales convexos de la forma:

Je(u) := /Qf (%,u,Vu) dx

para € — 0, bajo ciertas condiciones de f.
Este trabajo aplica esas teorias al problema:

—divgy(h(xz/e,Vue)) = 0 en Q

(1)
ue = ¢ sobre 0

donde h : RN x RN — R¥ verifica que h(z,-) es convexa, h(-, &) es Y —periddica, medible y
cumple con una condicién de elipticidad. 2 C RY abierto acotado y g € L?(99).

Obteniéndose esto, cuando demostramos que, si u. converge en L?(Q) a la solucion del
problema de homogeneizacion generado por (1) cuando € — 0, entonces

J(u):/f(x,Vu)dx:F(LQ(Q))lim f(z/e, Vu)dx
Q «—~0Jq

J(u) = D(L3(9)) lim J. ().

En general, esto nos permitié pasar del problema (1) al problema de homogeneizacion.

Abstract

In [6] and [7], the authors developed the theory of I'—convergence and periodic homoge-
nization of convex funtionals of the form:

Je(u) :== /Qf (%,u,Vu) dx

for € — 0, under certain conditions on f.
This paper applies these theores to the problem:
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—divgy(h(z/e,Vue)) = 0 en Q
(1)
ue = g sobre Of

where h : RY x RN — RY verifies that h(z,-) is convex, h(-,£) is Y —periodica, measur-
able and satisfies an elliptical condition;  C R" open bounded and g € L?(99).

This being obtained, if we show that if u. converges in L?(£2) to the solving of the problem
of homogenization generated by (1) when e — 0, then

J(u) = [ f(z,Vu)dr =T(L*(Q)) Elg% f(z/e, Vu)dx
Q Q

J(u) = T(L*()) lim Je(u)

In general, it allowes us to pass the problem (1) the problem of homogenization.

key words. Problem of Homogenization, Convex, G'—differentiable and

I'— Convergence.

Introduccion

El siguiente trabajo esta basado en la teoria desarrollada en forma general en [6] y [7]; y tiene

como objetivo principal simplificar el proceso de resoluciéon del problema:

Dado g € L?(99). Para cada € > 0 y u, una solucién de

—divg(h(x/e,Vu.)) = 0 en Q

(2)
ue = g sobre 0f)

donde h : RN x RV — R verifica que Vo € RY : h(z,-) es convexa y V& € RY : h(-,€) es
Y —perddica y medible, ademés cumple con una condicién de elipticidad.

Para realizar esto (2) lo llevamos a un problema equivalente del Cédlculo Variacional en la

teoria de ecuaciones en derivadas parciales definiendo:

Para cada e > 0, h: RY x RY — RY, por

h(f,g) :A(f>g VzeRY, v¢eRN

donde A(x/e) = <aij (x/ e)) matriz simétrica, periédica y cumple una condicion de eliptici-
ij=1
dad.
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El problema (2) es entonces equivalente a minimizar J. : X C E — R definido por

Je(u) == %/Q(Vu,h (%,Vu)}d:ﬂ Vue X (3)

donde X es cualquier subconjunto convexo, cerrado, no vacio de E, espacio de Banach.

Uno de los objetivos es mostrar que cuando € — 0, wu (minimizante de J¢) converge en un

sentido apropiado a una funcién més simple u, solucion del problema de homogeneizacion

—divy(h(Vu)) = 0 en Q
u = g sobre 02

donde h : RN — R¥ es definido por

h(€)=B¢ VeEeRN
N
con B = (bi]) matriz de coefientes constantes.

ij=1
Siendo (4) a su vez equivalente a minimizar el funcional de homogeneizacion

J: XCE—R

J(u) = %/Q(Vu, h(Vu))dz  Yue X.

Esto nos indica en otras palabras que la familia {J.} T'—converge a J; lo cual permite pasar del

problema (2) al problema (4).

Todo lo anterior podemos entonces presentarlo aqui como sigue:
1. Definiciones y Notaciones.
2. Planteamiento del Problema Eliptico de Segundo Orden.

3. I'=Convergencia de los Funcionales J..

4. Homogeneizacion Peridédica de los Funcionales J.
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1 Definiciones y Notaciones

(1.1) (a) Dado yo = (yo1,--- ,yon) € RY con yo; > 0Vi € {1,...,N}, se denotara por Y =
Y (yo) al rectangulo abierto

N

Y = [](0,50:) c RY.
=0

(b) El volumen o medida de Lebesgue de este rectangulo abierto se denotara por

N
Y| = Hin-
i=0

(¢) Una funciéon ¢ : RV — R diremos que es Y —perddica si

ez +y) =p(@)
vV GRNv vy: (51y017"' 75Ny0N)7 \v/((;l? 75N) €.

En particular,

o(z1 4+ yo1,--- s Tn + Yon) = @(x) vz e RN,

(1.2) Dado el rectangulo abierto Y definido como en (1.1) parte (a), C'L.,.(Y) denotara el conjunto

per

de las funciones u € C'(Y,R) que se extienden a todo RY via Y —periodicidad.

(1.3) Los espacios W12(Q), Wol 2(Q), Wple’,%(Y) son respectivamente la completacion de los espa-

cios C1(2), C}(Q), CL,.(Y) bajo la norma

per

1/2
lullyza = (lulfs@ + 1Vulfa) -

(1.4) Definamos las siguientes métricas en O (€2)

do(u,v) = |lu—2vli20

oca(u,v) = |lu—nlr2q)
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oo(u,v) si, sop(u—wv)CQ
oq(u,v) =
+oo  si, sop(u—wv) Z Q.

Es decir, dq es la métrica inducida por la norma || - [[120 vy 0q es la métrica inducida por

la norma usual de L?(12).

(1.5) Dados N € N, a >0, 8> 0, se denotara F,, (N, a, 3,2) al conjunto de todas las funciones
f: RN x RN — R que satisfacen:
(al) VE € RN : f(-,€) es medible, Y —periodica.
(a2) VE € RN : f(x,) es convexa y C1(RY).
(a3) VEEC RN, VECRY

allg]? < f(z,&) < B¢

para algin a« > 0y 3 > 0.
(a4) Vo € RN, V¢, C € RY

1 1 1
para algun 3 > 0.
(1.6) Dado N € N se denotara V a la clase de todos los conjuntos  C RY abiertos y acotados.

(1.7) Dados (E,7) un espacio topolégico. Sean J,, : E — R, ¥n € Ny J : E — R diremos que

{Jn}tnen T'(7)—convergente a J, y lo denotaremos como

VueE : J(u)=T(r) lim J,(u)

n—oo

si y solo si

(i) VueE, I{uptnen CE:

Uy ——u y  J(u) = lim J,(up).

(ii) Yu € E, 3{wp}nen C E con {w,} —— u:

J(u) < lim inf J, (wy,).

n—oo
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2 Planteamiento del Problema Eliptico de Segundo Orden

N
Dados Q € R¥ abierto y acotado. A(z) = <aij(w)> matriz, donde para cada i,j €
- ij=1
{1,... N} a;; : Q C RY — R satisface
a;; € Cl(ﬁ)a Qij = Qji

a;; son Y —periddicos.

Para cada e > 0, nuestro problema es hallar u, : Q@ C RY — R que verifique

—divg(A(z/€)Vue) = 0 en Q
ue = g sobre Of)

donde g € L?(09).

El problema (5) es equivalente al Problema del Cdlculo Variacional: definamos
ge(v,ue) = /(Vv,A(w/e)V Ue)dx
Q
X = {u eWwh(Q) :u—ge¢ WOIZ(Q)}

donde g € WH2(Q2) con g| = g, subespacio cerrado, convexo, no vacio de W12(Q) que contiene

o0
a Wol’Q(Q). Entonces consideremos J. : X C W12(Q) — R definido por

Je(u) = %qg(u,u) = %/Q(V u, A(z/e)V u)dx VueX

y sea f: RN x RN — R dada por

f(@,8) = (A@)E) VzeRY, veEeRY.

Ademés, Vo e RN, VEeRN ye>0

fe('mvé) = f(x/€>£)
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Por otro lado, J. es convexo, inferiormente semi - continuo en X y coersivo. FEntonces existe

ue € X + g tal que

Je(ue) =ueX+g {Je(u)}.

3 I'—Convergencia de los Funcionales J..

Aqui se aplica la I'—Convergencia desarrollada en [6] a la familia de funcionales dada por: para

cada e >0, J.: X C WH2(Q) — R

Je(u) := %/Qf(m/e,Vu)dx VueX

y al funcional J : X € W12(Q) — R definido por

J(u) ::%/f(w,Vu)dx VueX
Q
para algin f € F.., (N, «, 3,2).

Teorema 3.1 I'(0q)— Convergencia en W'2(Q)

Dados N € N, a > 0,8 > 0, {fu}nen C Feon(N,, 3,2). Entonces existen {h,}nen C N
mondtoma creciente y f € Feon(N, a, 3,2) tales que VQ €V, Yu € WhH2(Q)

/ f(z,Vu)de =T (0oq) lim fp,(z,Vu)dz.
Q n—oo

Demostracion:Ver [6].

Corolario 3.1 Dados N € N, a > 0,8 > 0, {fu}nen C Feon(N,a, 3,2). Entonces existen f €
Feon(N, a, 3,2) y {n}nen C (0,400) con e, — 0 tales que ¥VQ ¥, Yu € WH2(Q)

J(u) =T (oq) nlirgo Je, (u).

Ademas,

nh_{go u€X+g{J€n (u)} —ueX+yg {J(u)}
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donde g € WH2(Q) con g = g y X subespacio cerrado, convero, no vacio de W2(Q) que
o0
contiene a Wol’2(Q).

Demostracion:Para cada € > 0,

Je(u) := %/Qf(ac/e,Vu)daz

ahora bien, como f.(z,§) = f(x/¢,€), se tiene una familia {fc}eso C Feon(N, o, 5,2) y aplicando
el teorema 3.1 existen {1/e,}neny C N estrictamente creciente y f € Foon(N, o, 3,2) tal que
vQeN, Yue Wh2(Q)

J(u) = %/Qf(w,Vu)dx

y obtener que

Vue WhH(Q):  J(u) :=T(oq) nh_’nolo Je, (u).

Por otro lado, J. y J son propios, convexos e inferiormente semi - continuos en X + g y coersivos,

entonces existen ue,u € X + g tales que

Je(ue) = ueX-i—g{Je(u)}

J(w) = uexig{J(u)}.

H'”LQ(Q)

u de donde

Ademés, u,

e—0
lim ueX—i-g{JEn,C (w)} =uex4g {J(u)}.
N — 00
Notese que el corolario 3.1 es equivalente a:
Dados N € N, a > 0,8 >0, {fn}nen C Feon(N, , 3,2). Entonces

1. Existen f € Feon(N, o, 3,2) v {€n}nen C (0,+00) con €, — 0.

2. VO €N se tiene
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2.1) Yu € Wh2(Q) existe {ug treny € WH2(Q) con

. H'||L2(Q)
i) uyg

ii)

k—o0

/f(ac,Vu)da:: lim f<i,vuk> dax.
Q

N —00 ny

[l
2.2) Vu € Wl’Z(Q% V{u} C W172(Q) con U L2(Q)

k—o0

/ flx,Vu)de <lim inf f (i,Vuk> dr.
Q

N —00 n
Herramienta primormial para el estudio de la homogeneizacion periddica de los fun-

cionales J.(e > 0).

4 Homogeneizaciéon Peridédica de los Funcionales J..

Aqui usamos los resultados anteriores de I"—convergencia.

Para cada € > 0, se tienen los funcionales J. : W12?(Q) — R definidos por

Je(u) == %/Qf(ac/e,Vu)daz Vue W Q)

donde f: RN x RY — R definido por

f(@,8) = (& A(x),§)  VazeRY, VEeRY (6)

verifica que f € Feon(N, , 3,2).

En la seccion anterior se probo que existe f : RY x RN — Ry f € Feon(N,a, 3,2) v que
ademés, VQ € AN y Vu € Wh2(Q)

%/Qf(x,Vu)dw:F(Jg)eli_r)r(l)%/gf(w/e,Vu)dx.

Y en [6], [7] se prueba que V& € RY : f(-,€) es constante salvo en un conjunto de medida

cero, y se da una construccion explicita de f.

Observemos que segin lo desarrollado, el aspecto mas importante al que hemos llegado, es
el hecho que dada la existencia de f y haciendo su construccion explicita, podemos pasar del

problema (2) al problema de homogeneizacion (4).
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Teorema 4.1 Teorema de Homogeneizacion

Dados N € N, a > 0, 3 > 0. Sea f : RN x RN — R definida como en (6) que satisface

(al) — (ad) y f : RN — R. Entonces dados Q € AN, X subespacio cerrado, convero, no vacio
de WL2(Q) que contiene a Wol’Q(Q) yg € Wh2(Q) con g
{ue X : Vu=~0}=1{6}.

= g € L*(09), supongamos que
o0

St para cada € > 0, ue € X + g es solucion de la ecuacion

—div, (h(%,Vu)) = 0 en Q
u = g sobre OS2

donde h (E, Vue> = A(z/e) - Vu, entonces
€

H'”LQ(Q)

€
e—0

con u € X + g solucion de la ecuacion

—divm<h(Vu)> = 0 en Q
u = g sobre Of)

Demostracion:Para cada ¢ > 0, definamos los funcionales J, : W12(Q) — Ry J : W12(Q) —

R por

Je(u) = %/g}f(%,Vu)dm

J(u) = %/Qf(Vu)dw

Se puede probar que f es propia y convexa, en consecuencia J es propia y convexa so-
bre W12(Q), en particular, sobre el subespacio convexo, cerrado, no vacio X + g. Lo mismo,

se puede decir de los funcionales J.. Ademas, podemos probar que los funcionales J. y J son

G~ —diferenciables sobre W2(€2), donde
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DJc(u,v) := /g)(VU,h(fU/E,Vu))dac

DJ(u,v) := /Q(Vv,h(Vu»dx.

Asi, tenemos que para cada ¢ > 0, J, : X+g C W2(Q) — R es convexo y G~ —diferenciable,

en consecuencia

e € X + g minimizante de J.
— VYueX+g:DJ(uv)=0
, x
— YueX+g: /Q<v,—dwz <A <;Vue))>d$ =0
—divy <A(§)V u€> = 0 en Q

us’BQ = g

u € X + g minimizante de J
— VYueX+g:DJ(u,v)=0

= YueX+yg :/(v,—divx(BVu»dx:O

Q
—div$<BVu> = 0 en Q
<
ulpa = g

Aplicamos el corolario 3.1 y concluimos que

||'HL2(Q)
e —

€
e—0
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