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Espacios de Banach exoticos
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Resumen

Se describen las propiedades de algunos espacios de Banach obtenidos por Gowers, Maurey
y otros autores a partir de 1990. Estos ejemplos han permitido dar respuestas negativas
a varios problemas que llevaban mucho tiempo abiertos. Se les denomina espacios exdticos
porque sus propiedades contrastan enormemente con las de los espacios cldsicos conocidos
hasta entonces.

Abstract

In the article we describe the properties of some Banach space that were introduced
by Gowers, Maurey and other autors since 1990. These examples have provided negative
answers to several long standing open problems. They are called Exotic Spaces because their
properties contrast a lot with those of the classical Banach spaces.

1 Introduccion.

En [14], Gowers and Maurey presentaron un ejemplo de espacio de Banach de dimension infinita
Xeum (Example 6.1.1) tal que ninguno de sus subespacios cerrados puede descomponerse como
suma directa de dos subespacios cerrados de dimensién infinita. La existencia de espacios de
Banach con esta propiedad (se denominan espacios hereditariamente indescomponibles, o espacios
H.I.) fue una sorpresa. Aparecieron en el estudio del problema de la sucesion basica incondicional,
para el que proporcionaron una respuesta negativa, y permitieron dar respuesta negativa a otros
problemas que llevaban mucho tiempo abiertos: no son isomorfos a sus hiperplanos, (de hecho no
son isomorfos a ninguno de sus subespacios o cocientes propios), y no admiten ninguna proyeccion
con rango y nucleo de dimensién infinita. Ademés, tanto en la version real K = R como en la
compleja K = C, para cada operador T : Xgyr — Xap existe un escalar Ay € K y un operador
estrictamente singular S de modo que T' = ApI 4+ S. Luego el espectro esencial de T se reduce a

un punto o.(7") = {Ar}.
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Posteriormente se han obtenido muchos ejemplos de espacios H.I. y otros con propiedades
similares. Véase, por ejemplo, [3], [4] v [18]. Ademas se ha probado que para 1 < p < oo, el
espacio de sucesiones ¢, puede obtenerse como cociente de un espacio H.I. separable y reflexivo
[3], v que existe un compacto K tal que el espacio C'(K) de las funciones continuas en K no
es isomorfo a ninguno de sus subespacios o cocientes propios, y no admite ningin subespacio

complementado no trivial [18].

En estas notas se describen las propiedades de algunos de estos espacios exéticos, asi como
los problemas que han contribuido a resolver, haciendo énfasis en la descomponibilidad de los
subespacios y cocientes, y en las propiedades de los operadores en espacios exéticos que son rele-
vantes en teoria de Fredholm. En particular, describimos las soluciones negativas al problema de
las clases de perturbacion obtenidas en [9]. En [10] se hace una exposicién méas extensa de estas
cuestiones. No se describe la construcciéon de los espacios H.I., que tiene grandes dificultades téc-

nicas. Se recomienda el articulo de Maurey 20| como introduccién a este tipo de construcciones.

El contenido de estas notas corresponde a las Conferencias impartidas en la Universidad de los
Andes (Mérida) y en la Univeridad de Oriente (Cumané), en Febrero de 2007. El autor agradece
a los Profesores José Giménez y Ennis Rosas el trabajo realizado para hacer posible su estancia

en Venezuela.

2 El problema de la base incondicional

Sea () una sucesion en un espacio de Banach X. Denotamos por [z,] el subespacio cerrado que
genera. Diremos que (z,,) es una sucesion bdsica incondicional si existe una constante C' > 0 tal
que para cada sucesion de escalares ();) y para cada sucesion creciente n; < ng < --- en N se

verifica
0 00
i=1 i=1

El siguiente resultado, que es consecuencia directa de la definicion, muestra el interés de este

tipo de sucesiones.
Proposicion 1 Sea (x,) una sucesion basica incondicional.

Cada sucesion creciente ny < ng < --- en N genera una proyeccion continua en [x,], con lo
que obtenemos muchas descomposiciones de [x,] como suma directa de dos subespacios cerrados;
por ejemplo,

[2n] = [T2n] © [v20-1]-
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Los siguientes problemas han estado abierto varias décadas.

Problemas. Sean X e Y espacios de Banach de dimension infinita.

—_

. . Es posible encontrar en X una sucesiéon basica incondicional?
2. (Es X isomorfo a sus hiperplanos; es decir, a sus subespacios cerrados de codimension 17

3. (Es posible obtener descomposiciones X = M @& N de X como suma directa de subespacios

cerrados de dimension infinita?

4. Si X es isomorfo a un subespacio complementado de Y e Y es isomorfo a un subespacio

complementado de X, jes X isomorfo a Y7
5. Si X es isomorfo a todos sus subespacios cerrados de dimension infinita, jes X isomorfo a

ly?

Todos ellos, salvo el altimo, han recibido respuesta negativa por medio de ejemplos de espacios

exoticos. Y en la respuesta positiva al ultimo juega un papel fundamental el siguiente resultado.

Teorema 2 [13/ (Dicotomia de Gowers). Todo espacio de Banach de dimension infinita contiene

una sucesion bdasica incondicional o un subespacio cerrado H.I. de dimension infinita.

3 Definiciones basicas y notaciones

Sean X e Y espacios de Banach. Si M es un subespacio de X, denotaremos Jy; a la inclusion
de M en X, y Qu a la aplicacion cociente de X sobre X/M. Ademés L£(X,Y) denotaré los
operadores (lineales y continuos) de X en Y y K(X,Y) los operadores compactos. En el caso

X =Y escribiremos simplemente £(X).

Definiciones. Sea T' € L(X,Y).

o T es semi-Fredholm superior, T € @, si R(T) es cerrado y dim N(T') < oc.
o T es semi-Fredholm inferior, T € ®_, si R(T) es cerrado y dimY/R(T) < oc.

o T es semi-Fredholm siT € &, U P_. En este caso definimos el indice de T' mediante

ind(T) := dim N(T) — dim Y /R(T).
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T es Fredholm, T € @, siT € L Nd_.

El espectro esencial de un operador T € L(X) es

0e(T) ={ A€ C: N[ -T ¢ &(X)}.

T es estrictamente singular, T € S§S, si M subespacio cerrado de X y T'Jys isomorfismo

implica dim M < oc.

T es estrictamente cosingular, T € SC, si N subespacio cerrado de Y y QnT' suprayectivo

implica dimY/N < oo.

o T es inesencial, T € In,si I — ST € ®(X) para todo S € L(Y, X).

4 Espacios H.I. y Q.I.

Una de las propiedades més llamativas de los primeros espacios exéticos obtenidos por Gowers y
Maurey era que no admitian descomposiciones no triviales.
Definicion 3 Sea X un espacio de Banach.

X es indescomponible si no podemos descomponerle como suma directa de dos subespacios

cerrados de dimension infinita.

X es hereditariamente indescomponible (abreviadamente, H.I.) si todos sus subespacios cer-

rados son indescomponibles.

X es cociente indescomponible (abreviadamente, Q.I.) si todos sus cocientes son indescom-

ponibles.

Notese que todo espacio de Banach de dimension finita es trivialmente indescomponible.

Ademas, se sigue facilmente de la dualidad subespacio-cociente que
X" HI (Ql) = X QI (H.IL).

En el Teorema 18 veremos que X H.I. no implica X* Q.I. Por otro lado, se sigue directamente

de la Proposicion 1 que los espacios H.I. no contienen sucesiones bésicas incondicionales.

Curiosamente, los espacios H.I. y Q.I. fueron considerados por Weis mucho antes de que se

supiese si existia algtin ejemplo. De hecho, Weis prob¢ las siguientes caracterizaciones.
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Teorema 4 [2/] Sea X un espacio de Banach.

1. El espacio X es H.I. si y sdlo si para cada espacio de Banach'Y,

L(X,Y)=8S(X,Y)Ud,(X,Y).

2. El espacio X es Q.1. si y sdlo si para cada espacio de Banach Z,
L(Z,X)=8C(Z,X)UP_(Z,X).
Prueba 1 (1) Supongamos que existe T € L(X,Y)\ (SS(X,Y)U P (X,Y)). Podemos suponer
que ||T) = 1.

DeT ¢ 8§ se sigue que existe un subespacio cerrado de dimension infinita M en X y C > 0
tales que || Tm| > 2C||m|| para todo m € M.

De T ¢ & se sigue que existe un subespacio cerrado de dimension infinita N en X tal que

ITn| < C|n|| para todo n € N.
Entonces sim € M, n e N y|m| = |n| =1,
[m —nll 2 [T(m = n)|| = [[Tm|| - |Tn| = C.
De aqui se sigue facilmente que M NN = {0} y M + N es cerrado; luego X no es H.IL

Reciprocamente, supongamos que X no es H.I., luego existen subespacios cerrados de dimen-

sion infinita M y N en X tales que M NN ={0} y M + N es cerrado.
La aplicacion cociente Qpy : X — X /M verifica Qpr ¢ ®4 porque N(Qpr) = M y Qs ¢ SS

porque la restriccion de Qp a N tiene inverso continuo.

La demostracion de (2) es similar y puede encontrarse en [24].

Una interesante consecuencia de la caracterizaciéon anterior es el siguiente resultado. Notese

que en [4] pueden encontrarse ejemplos de espacios H.I. no separables.

Teorema 5 Todo espacio de Banach H.I. es isomorfo a un subespacio de £o.

Prueba 2 Sea X un espacio de Banach H.I. y sea M wun subespacio cerrado, separable y de

dimension infinita de X.

Sea (my) una sucesion densa en la bola unidad de M. El teorema de Hahn-Banach nos

permite encontrar, para cada k € N, un funcional fi, € X* tal que || fr|]| =1 y fe(mg) = ||mg]|.
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Consideramos el operador T': X — (o, definido por T'(x) := (fx(z)). Claramente la restric-

cion de T a M tiene inverso continuo; luego T ¢ SS. Por el Teorema 4, T € ®.

Como dim N(T') < oo, anadiendo un nimero finito de términos a la sucesion (f) podemos

suponer que T es inyectivo; luego T es un isomorfismo de X sobre un subespacio de {.

Problema 1 ;FEs posible encontrar un resultado paralelo al Teorema 5 para espacios Q.1.7

El Problema 1 esté relacionado con el clasico problema del cociente separable: no se sabe si
todo espacio de Banach de dimension infinita tiene un cociente separable. Si éste tultimo tuviese

respuesta positiva, el siguiente resultado resolveria el Problema 1.

Teorema 6 Todo espacio de Banach Q.1. con un cociente separable de dimension infinita es

isomorfo a un cociente de {y.

Prueba 3 Sea X un espacio de Banach Q.I. y sea M un subespacio cerrado de X tal que X/M
es separable y de dimensidon infinita. Sea (my) una sucesion densa en la bola unidad de X/M.
Denotamos por Q :— X /M la aplicacion cociente y seleccionamos una sucesion acotada (xy) en
X tal que Qxy, = my. para cada k.

El operador T : {1 — X definido por T(ey,) := x, (n € N), donde (e,) es la base candnica
de U1, es acotado. Claramente QT es suprayectivo; luego T ¢ SC. Por el Teorema 4, T € ®_.

Como dimY/R(T') < oo, anadiendo un nimero finito de términos a la sucesion (zy) podemos

suponer que T es suprayectivo; luego T induce un isomorfismo de ¢1/N(T') sobre X.

Otra consecuencia del Teorema 4 es el siguiente resultado, cuya demostracion en el caso K = C
es una aplicacion directa de la estabilidad del indice ante perturbaciones, mientras que en el caso

K = R es mucho maés elaborada y fue probado en [6] para espacios H.I. y en [11]| para espacios
Q.I

Recordemos que, en el caso K = C, solamente hay un édlgebra de division: C, mientras que

en el caso K = R, tenemos tres ejemplos: R, C y H (los cuaterniones) como algebras reales.

Teorema 7 [6, 11/ Sea X un espacio de Banach .
Si X es HI, L(X)/SS(X) es un dlgebra de division.
Si X es Q.I, L(X)/SC(X) es un dlgebra de division.

Veremos que existen ejemplos para todos los casos posibles.
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Respecto del tamatio de la clase de los espacios H.I. dentro de la de todos los espacios de

Banach, el siguiente resultado indica que es grande.

Teorema 8 [/] Para cada espacio de Banach separable X que no contiene copias de {1, existe

un espacio H.I. separable Z tal que X es isomorfo a un cociente de Z.

Notese que es facil ver que los espacios que contienen a ¢; no pueden obtenerse como cocientes

de espacios H.I.

5 Ejemplos de espacios ex6ticos

Presentaremos a continuacion diversos ejemplos de espacios H.I. y Q.I., asi como otros con

propiedades similares.

5.1 El espacio X4, de Gowers y Maurey

Como dijimos en la introduccion, Gowers y Maurey obtuvieron el primer ejemplo Xgps de espacio

de Banach H.I.

Teorema 9 [14] Existe un espacio de Banach de dimensidn infinita con las siguientes propiedades.

(a) X es H.1., reflexivo y tiene base; luego es separable.

(b) El espacio dual Xgpr™ es Q.1.

(c) En el caso real, L(Xam)/SS(Xam) = L(XEy)/SC(XEy) =R.

(d) En el caso complejo, L(Xam)/SS(Xam) = L(XEy,)/SC(XEy) =C.

OBSERVACION 10 Ferenczi probé en [7] que el espacio Xgar es H.I y Q.1.; de hecho, todo
subespacio de un cociente de Xaps es indescomponible. Por tanto, como Xagur, es reflexivo, lo

mismo sucede con el espacio dual X, ;.

5.2 Los espacios H.I. de Ferenczi

Vistos el espacio de Gowers y Maurey Xgas v su dual, para ver que todos los casos del Teorema
7 son posibles, queda mostrar ejemplos de espacios de Banach H.I. y Q.I. reales para los que las
algebras cocientes por los operadores 8§ y SC, respectivamente, sean isomorfas a C o H. Los

que veremos a continuacion fueron construidos por Ferenczi [8], usando una idea de Maurey.
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Teorema 11 [8] Existe un espacio de Banach reflexivo, separable, H.I. real X¢ tal que L(X¢)/SS(Xc)

es isomorfo a C como dlgebra real.

De hecho, existe un operador U € L(Xc) wverificando U? = —I, de modo que para cada
T € L(X¢) existen a,b € R y K € SS(X¢) verificando

T =al +bU + K.
Ademds, L(X{)/SC(XE) es isomorfo a C.

Teorema 12 [8] Existe un espacio de Banach reflexivo, separable, H.I. real Xy tal que £(Xg)/SS(Xw)
es isomorfo a H como dlgebra real.

De hecho, existen operadores U, V,W € L(Xy) verificando U? =V? =W?= -1, UV =W,
VW =U y WU =V, de modo que para cada T € L(Xy) existen a,b,c,d € R y K € S§(Xu)
verificando

T=al+bU+cV +dW + K.

Ademds, L(X}];)/SC(X};) es isomorfo a H.

5.3 El espacio “shift” de Gowers y Maurey

Denotamos D y T al disco unidad y a la circunferencia unidad en el plano complejo C. Es bien

sabido que

0(2) = {(@n)3 e CC: Y Jan| < oo},

[e.e]

ne oo lan], v el producto de convolucion

con la norma ||(an)|1 :== >,

es un algebra de Banach.

En [15] Gowers y Maurey desarrollaron un procedimiento de construccion de espacios exoticos.

Entre ellos, el siguiente.

Teorema 13 [15] Existe un espacio de Banach complejo X con base de Schauder (e,)5, que

verifica las siguientes propiedades:

(a) El espacio X5 es indescomponible.
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(b) Denotando por U y V a los operadores de traslacion a derecha e izquierda (respecto de la
base (en)) en Xs,
oU)=0c(V)=D y o.(U)=0.(V)=T.

(¢) Para cada operador T € L(Xs), existe una sucesion (ay) € ¢1(Z) tal que
T— Z a, U™ — Za_nV" € SS(Xy).
n=0 n=1

(d) Denotando Wr(X\) :=>."7 _ ap,\", se verifica o.(T) = ¥ (T).

(e) L(X5)/SS(Xs) se identifica con el dlgebra (1(Z).

Notese que si T = 2 ja,U"—=> > a_,V" es estrictamente singular, o.(T) = ¥p(T) =
{0}. Luego T = 0.

(f) Cada par de operadores A, B € L(Xs) commuta modulo los operadores estrictamente sin-

gulares; es decir, AB — BA € S§(X5).
(9) Todos los subespacios complementados de dimension infinita de X son isomorfos a Xg; es

decir, Xq es un ejemplo de espacio primo.

5.4 El espacio “doble shift” de Gowers y Maurey

La construccién es similar a la de X, pero se consigue que las potencias de los operadores de-

splazamiento U™ y V'™ definan operadores continuos solamente en el caso en que n es par.

Teorema 14 [15] Eziste un espacio de Banach complejo Xgs con base de Schauder (e,)5%, que

verifica las siguientes propiedades:

(a) Xgs es isomorfo a sus subespacios cerrados de codimension par, pero no es isomorfo a sus

hiperplanos.

(b) Todos los operadores de Fredholm en Xgs tienen indice par. Y para todo n € 7 existe
T € ®(X45) con ind(T) = 2n.

(¢) Cada uno de los espacios Xgs y Xgs ® C es isomorfo a un subespacio complementado del

otro, pero no son isomorfos entre si.

Notese que Xgs ~ X4 & Cp C.
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5.5 El espacio con base incondicional de Gowers

Una base incondicional en un espacio de Banach X es una sucesiéon bésica incondicional que

genera un subespacio denso en X.

Es facil comprobar que si (e,)2%; es una base incondicional normalizada (es decir, con ||e,| =
1 para todo n), cada sucesion (a,) € {, €l espacio de las sucesiones acotadas de escalares, induce
un operador acotado, definido por Te,, := anen; n € N. Y que este operador 1" es compacto si y

solamente si (a,) € cp, el subespacio de las sucesiones que convergen a 0.
Teorema 15 [12] Existe un espacio de Banach X4 con base incondicional normalizada (e,,) que

satisface las propiedades siguientes:

(a) Cada operador T' € L(Xy) es suma de un operador diagonal respecto de (ey) y un operador

estrictamente singular.
(b) L(Xq)/SS(X4) se identifica con L/ co.
(¢) X4 no es isomorfo a sus hiperplanos.

(d) X4 no es indescomponible (por tener base incondicional).

5.6 El espacio C(K) de Koszmider

La construccion de los espacios anteriores de Gowers y Maurey es muy intrincada, y los ejemplos
que obtienen son muy distintos a los espacios de Banach clasicos de sucesiones y funciones. Por
ello fue una sorpresa la construccion de Koszmider [18]| de un espacio C'(K) que compartia algunas
de las propiedades de los espacios exoticos. Notese que los espacios C'(K) de dimension infinita

contienen subespacios isomorfos a cg, por lo que no pueden ser H.I.

Teorema 16 [18] Existe un compacto conexo K tal que el espacio C(K) de las funciones con-
tinuas en K (con valores reales) es isométrico a un subespacio de lo y verifica las siguientes

propiedades:
(a) C(K) es indecomponible y no es isomorfo a ninguno de sus subespacios ni cociente propios.
(b) Todo operador semi-Fredholm T € L(C(K)) tiene indice cero.

(¢) Para cada operador T € L(C(K)) existe una funcion ¢ € C(K) y un operador K €
SS(C(K)) de modo que T = My + K.

M, es el operador multiplicacion definido por My(f) = ¢f.
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(d) El algebra cociente L(C(K))/SS(C(K)) se identifica con C(K).

Como K es conexo, si My € SS, 0(My) = ¢(K) = {0}, luego My = 0.

En su construcciéon del compacto K, Koszmider utilizé la hipotesis del continuo, pero mas
tarde Plebanek [21] prob6 que no era necesario utilizarla para construir un compacto con las

propiedades requeridas.

5.7 Los ejemplos de Argyros y colaboradores

En los dltimos anos, Argyros y sus colaboradores han desarrollado métodos para construir espacios
exo6ticos con propiedades muy variadas. Destacamos dos de ellos. El primero muestra que ser

H.I. y ser Q.I. es muy distinto.

Teorema 17 [3] Existe un espacio de Banach separable, reflexivo y H.1 X5 que tiene un cociente

isomorfo a fs.

El espacio dual X;f es Q.1 y tiene un subespacio isomorfo a fs.

La construccion del Teorem 17 puede hacerse con ¢, 1 < p < oo, en lugar de f5.

Recordemos que en el Teorema 8 vimos que todo espacio de Banach separable sin subespacios

isomorfos a £ puede obtenerse como cociente de un espacio H.I. separable.
Teorema 18 [/ Existe un espacio de Banach con base X4 que verifica las siguientes propiedades:

ok
at

(a) Xat, su dual X}, y su sequndo dual son espacios H.I.

ok
at

(b) Xat y X, son separables, pero no es separable.

(c) El cociente X}/ Xa es isomorfo a co(T'), donde I' es un conjunto no numerable.

(d) El tercer dual X}* es isomorfo a X}, @ ¢1(T).
(e) L(Xat) ={NM+S : XeR, SeSS(Xut)}.

(f) LXG) ={T" + K : T € L(Xar), K € K(X5)}-
(9) LIXF)={MN+S : A€ R, R(S)separable}.

En [3], [4] y otros articulos de Argyros y sus colaboradores podemos encontrar muchos otros

ejemplos de espacios exo6ticos.
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6 El problema de las clases de perturbacion

El problema de las clases de perturbacion de los operadores semi-Fredholm fue planteado hacia

1950, y fue resuelto negativamente en [9] utilizando espacios de Banach de tipo H.I. y de tipo
Q.L

Recordemos que la clase de perturbacion PC de una clase de operadores C se define del

siguiente modo: si C(X,Y’) es un subconjunto no vacio de £(X,Y),

PC(X,)Y)={K e L(X,Y): K+T eC(X,Y), paratodo T' € C(X,Y)}.
Notese que, en el caso X =Y, ®(X), ¢, (X) y &_(X) son siempre no vacias.

Proposicion 19 [19] Las clases de perturbacion P®(X), PP (X) y P®_(X) son ideales bildteros
cerrados de L(X).

El siguiente resultado describe relaciones de inclusion entre las clases de perturbacion y al-

gunos ideales de operadores.

Proposicion 20 Sean X e Y espacios de Banach. Si las clases de perturbacion estan definidas,

se verifican las siguientes relaciones:
(a) In(X,Y)=PO(X,Y) [17].
(b) PP (X, Y)UPP_(X,Y)C PP®(X,Y) (estabilidad del indice).
(¢) SS(X,Y)C PP (X,Y) [16].
(d) SC(X,Y)C PP_(X,Y) [23].

Veamos algunos ejemplos naturales de operadores que muestran que las inclusiones entre las

clases I, SSNSC, §S, SC y In son propias.

Consideremos las inclusiones naturales

Loo[0,1] 2 Ly[0,1] 2 1[0, 1]

Teniendo en cuenta que Lo [0, 1] y L]0, 1] tienen la propiedad de Dunford-Pettis, que Jy = J;

y que las funciones de Rademacher generan un subespacio isomorfo a f2 en L,[0,1] para 1 <p <
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00, no es dificil probar que

JiJs € (SSQSC) \IC, Jo € (SS\SC), J1 € (SC\SS) v Ji,Jo € In.

Las igualdades SS(X,Y) = PO, (X,Y) y SC(X,Y) = P®_(X,Y) son validas para muchos
pares de espacios X,Y . Véase la introduccion de [9]. Finalmente se prob6 que no son validas en

general, utilizando espacios exo6ticos.

Teorema 21 [9] Existe un espacio de Banach reflexivo X tal que SS(X) # PP (X) y SC(X™*) #
PO_(X*).

El espacio X del resultado anterior se obtiene como producto de espacios H.I.

Problema 2 No se sabe si existen espacios de Banach X de dimension infinita para los que
dim £(X)/K(X) < 0.

La definicién de operador inesencial no es intrinseca: para comprobar si T € ZIn(X,Y),
debemos considerar las propiedades de todos los productos ST de T con operadores S € L(X,Y).
Tratando de obtener una caracterizacion intrinseca, Tarafdar introdujo en [22] los operadores

improyectivos.
Definiciéon 22 Un operador T € L(X,Y) se dice improyectivo, T' € Imp(X,Y), si no existe
ningin subespacio de dimension infinita M de X tal que la restriccion T Jy; es un isomorfismo y
T (M) es complementado en'Y .

No es dificil comprobar que Zn(X,Y) C Zmp(X,Y).

La igualdad Zn(X,Y) = Imp(X,Y’) se verifica para muchos pares de espacios (véase [1]). Sin

embargo, la inclusiéon es propia, en general.

Teorema 23 [2] En el espacio shift Xy de Gowers y Maurey existen operadores improyectivos

que no son inesenciales.
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