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INTRODUCCION.

El objetc de este seminario, es dar a conocer ciertas
relaciones entre algebras de Banach y los operadores ol

absolutamente sumables.

Se sigue, en lo fundamental, la exposicién de A. Ton-
ge: "Sur les algebres de Banach et les operateurs p-somman
ts" , Seminaire Maurey Schwartz 1975-1976, exposé& XIII
[1] .

Con el objeto de hacer accesible este trabajo, se com
pleta la exposicidn con numerosos detalles, que no se te-
nian a mano previamente,

La bibliografia utilizada, se cita al final del traba

jo.

Agradezco a Eunice Nava por el impecable trabajo de
dactilografiado y la paciencia para descifrar férmulas in

comprensibles.
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PRELIMINARES

Si B es una algebra de Banach, ¥ x,y € B se tiene
Hxil Hyll 2 |lx]|| v 1la unidad e tiene norma 1,

Un homomorfismo cntre dos algebras de Banach es una apli
cacidn lineal, multiplicativa y continua.

Con U° indicamos la esfera unitaria, con lq topologia
débil, de un espacio de Banach y con P(U°) indicamos las -
probabilidades de¢ Radon sobre U°,

Si X es un espacio compacto separado, con C(X) indicamos
el espacio de las funciones continuas sobre X a valores com
plejos, con la norma uniforme.A C(X) lo consideramos como

algebra para la multiplicacidn puntual.

DEFINICION 1 ., Decimos que la algebra de Banach B es una

algebra uniforme, si es una subalgebra de C(X), X compacto.

Nota: No se supone que B tenga unidad.

Si H es un espacio de Hilbert complejo, consideramos L(H),
¢l espacio de las aplicaciones lineales continuas de H en
si mismo, con la norma habitual, como algebra de Banach.La

multiplicacidn es la composicién de operadores.

DEFINICION 2. Sea B una algebra de Banach. Se dice que B

es una algebra de operadores, si ella es isomorfa a una
sub—-algebra cerrada de L(H), donde H es un Hilbert,
Nota: No se supone gue B tenga una involucidn.

El resultado m&s importante, se debe a Varopoulos, [12]
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TEOREMA 1. Sea B un espacio de tipc,{j°° (en el sentido
de [4 ]), munido de una estructura de algebra de Banach.
Entonces B es una algcbra de opceradores.

Tonge [1 ], da una condicibén suficiente para que una al
gebra de Banach sea un algebra de operadores, lo que per-
mite dar una demostracidn simple del teorema 1.

Sea ¢ € B' (dual del algebra de Banach B).‘Definimos la
aplicacidn 5 : B+ B' por:

~

<o (x), y> = < ¢,yx >, VX.YEB-

En estas condiciones, la aplicacién ¢ es lineal, conti-

nua y de norma < || ¢ ]

DEFINICION 3 , Sea 1 £ p < » , Se dice que B es una alge -

bra p~absolutamente sumable, si existe una constante K > 1

-~

tal que, para toda ¢ € B*, la aplicacién ¢ : B + B' es

p-absolutamente sumable y LS (o) <K||o|

Se dice que B es estrictamente p-absolutamente sumable si

wp(¢)sll¢ll-

Nota: np (.) indica la norma p-absolutamente sumable.

Esto nos permite enunciar los teoremas siguientes:

TEOREMA 2 [13 ] . Toda algebra 2-absolutamente sumable es

una algebra de operadores.

TEOREMA 3 [13 ] . Sea 1 & p < ® ., Toda algebra estricta

mente p-absolutamente sumable y unitaria es una algebra u-

niforme (y por lo tanto conmutativa).
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Una vez probado el teorema 2, la demostracidén del teore

ma 1 se simplifica notablemente.

Demostracidn del teorema 1 . Como el dual de una algebra de

Banach de tipo lgm es un espacio de tino [:1 [14 ], Y
[4, pag. 289] toda aplicacibén lineal continua de un espa -
cio de tipo jc; en un espacio de tipo lfies 2-absoluta -
mente sumable, se tiene que B es una algebra ‘Z-absoluta -
mente sumable.

De acuerdo con un teorcma de Pietsch [2],B es una algebra
2-absolutamente sumable si existe un K > 1 tal que, para
toda ¢ € B' , 5 se factoriza segln el diagrama:

¢
B ——— B'
.| To
.

— s H
v

donde C es un espacio C(X), H = Hilbert y u, v, w aplica
ciones lineales continuas, tales que |[u]] ||v|]| ||w]|<K ||¢]]
(ver pag. 19 ).

Obscervacidn. Cabe preguntarse, gue ocurre cuando existe un

~

K > 1 tal que para tode ¢ € B', ¢ se factoriza segfn el

diagrama: ~

¢

B_______________)BV

A2
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donde H es de Hilbert, u y v aplicaciones lineales conti -

nuas tales que Ll vl < x 1ol

DEFINICION 4 . ¢ se dice hilbertiana, si se factoriza se

gGn el diagrama anterior. Adcm&s ||5 = inf {||u}] ||v]|},

g
donde el infimo se toma sobre todas las posibles factoriza
ciones de este tino. .

DEFINICION & . El algebra de Banach B se dice hilbertiana,

si existe un K > 1 tal que rara todo ¢ € B' se tiene
6l < % Lol .
Veremos mAs adelante cl:

TEOREMA 4 [15 ]. Toda algecbra de operadores es una algebra

hilbertiana.

Ejemplos. 1) Toda algebra uniforme es una algebra 2-abso-
lutamente sumable,

2) L2(T) (2 £ p &« ), munido de la convolucidn es una al
gebra 2-absolutamente sumahle, En efecto, si 2 &< p g », tg‘
da 5 se puede factorizar segfin el diagrama

LANC VN

P (1) — c(T) — L
Nota: Aunque la definicidén de algebra p-absclutamente suma
ble puede parecer rara, hay que observar que, si se consi-
dera la multiplicacifén sobre una algebra de Banach B como
una aplicacidn lineal T: B # B —— B, estas algebras son

precisamente aquellas para las cuales T es continua cuando

sobre B # B se dan ciertas normas tensoriales, por ejemplo



6.

las de Shapar [22] , y S. Chevet [21] . M&s detalles se

encuentran en [13 ],



APLICACIOMES p~ABSOLUTAMENTE SUMABLES . [ 2 ]

DEFINICION 1 . Sean E y F dos espacios normados. Una

aplicacién lineal T:E —— F se dice p-absolutamente suma
ble (1 € p < »), si existe un nGmero C > 0, tal que para
toda familia finita XyreoorXy de elementos de E se tiene
1/p k

limx [P} sc sw{ I lex,as>(Ph.
1 lal] < 1 &=

{

i

[ e

Nota: Llamamos norma p-absolutamente sumable ﬂp(T) al in

fimo de estos C.

LEMA 1 . El espacio p (E,F) de todos los operadcres p-ab
solutamente sumables de E en F es un espacio lineal norma-

do (con la norma ﬂp ).

Demostracidn . Veamos la desigualdad triangular. Sean S y

T dos operadores p-absolutamente sumables. Entonces:

k 1 k 1/p
{z H(s+'r)xil|p} /e <{ (IISxiH+||TXiH)p} <
i=1 i=1
k 1/p
<05 Hswg 1PYPa £ 11, 1121 P
i=1 i=1
k
< ['rrp(s)+7rp("‘)] sup {Z |<xl,a>| }1/13
[laljg1

Por lo tanto, la suma S+T es p-absolutamente sumable y va-

le

~

np(S+T) < ﬂp(S) + wp(T).
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NMota: El nombre de p-absolutamente sumable proviene de que
T es p-absolutamente sumable si y solo si, la serie ETxi
converge absolutamente cuando la serie I X; es incondicio~-

nalmente convergonte.

LEMA 2 . Todo operador T e I (E,F) es acotado, y IITHsﬂpCH

Dampstracién . Inmediata. .

IEMA 3 . Sea E un espacio normado y F de Banach, Entonces np (E,F)
es un espacio de Banach. ‘
Demostracidn . Sea {Tn} una sucesidn de Cauchy en HP(E,F)S

Como

He, -t llgn, (2, -T ),

se sigue que {Tn} es una sucesidn de Cauchy en L(E,F) (que
sabemos que es de Banach). Por lo tanto, existe un operador
T linecal y acotado tal que

lim HTn -Tll=0.

n

Tomemos, para un € > 0 dado un n, tal que

ﬂp(Tn - Tm) < € , D, m > ng .
Entonces:
k 1/p p ,1/p
{z |lrx;- mei|P} e sup (I |< X;0 @ > |7}
i=1 ” a” < 1 ixl
para n, m > n, . Haciendo tender n-+ ® , se tiene:
k 1/ k 1/p
{ L |]Tx; =T x| Py"Pse sw {2 |ex;,a> P77, mo>n .

= Haller ¥



Por lo tanto,

np(T - Tm) £ € ; para m 3» n,

Es decir, T en ip(E,F) os limite de la sucesibn de Cauchy
{Tn} 3

Sean ahora E, F y G tres espacios normados. Se tiene el
LEMA 4 . a) S1 T ¢ L(E,F), S ¢ Hp(F,G), entonces STer(E,G)

ST) £ gs). T
y ademis ﬂp( ) < ﬂp( ). |l Tl

by Si T ¢ HO(E,F), S ¢ L(F,G), entonces STeanE,G)
L

y adem&s 1rp(ST) < HSIIWP(T).

Demostracidn:
k 1/p k /p
a) (I |lsmg|PY 5 sl sw (T |em, b > P17 P
i=1 llb”$:i i=1
k 1/p
L LI (S) sup { L I < Txi, b » |p } £
i=1
lIblls1

k
$1p © Nl s (T fexg il reprYP
bl 1™

/o

<) |IT]] s {I |<x,a>|P }/* .
P i=1 *

Halls 1

Luc ST ¢ I_ (E,G sST) < m_(S) . |7l .
uego, e I, (E,G) vy ™ (ST) & p( ) [lH

Anilogamente, b) resulta de:
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/p

k 1/ k 1/ k

{3 ||stx | 1Py P 1Is)IC E |z 1Py Pellsln ™ s { T |«x,,a>|F)

i=1 1 i=1 1 p i=1 *
|lal <1

LEMA 5 . Parapy g, 1 p<g<+x , gse tiene

Hp(E,F)(: Hq(E,F), y ®_>T

P q-

Demostracién. Sea T ¢ Hp(E,F). Para xl,...,x € Ey nGimeros

k
Al,...,Ak cualesquiera se tiene:

k 1 k 1
2Dy PP Penm sw (2 | <ax ,a> PP,
= lallgr
Sea r un nfmero tal que % + % = % . Usando la desigualdad

de Holder:
k p _k 1/r k
(sp  { I | x,a> 173 <f{z lkilr} sup {I |< X, 2> ’q}l/q.
i=1 i=]1 =
llall < 1 . a1 ¥
Haciendo A; = HTxin/r , se tiene
k 1/ k 1/p
{r Iy e IPY7P = (x|
i=1 i=1
k k
1 1/r
v NIk A SR | B
i=1 i=1
k k
Finalmente: { I H'I‘xillq}l/q{ ﬂp(T) sup (I |<xi, a?> lq}l/q .
= llallgr *

Por lo tanto, T es g-absolutamente sumable, y nq(T) £ np(T).
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LEMA 6. La aplicacién idéntica de C [0,1] en Lp(o,l) p-abso

lutamente sumable.

Demostracidn. En C [0,1] dJdefinimos una forma lineal acotada

Gt por:

<x, §_ > = x(t), Hﬁtll =1,

Se tiene:

k k 3 1 k
2o x])P = = j; |x.(t)lp dt = f z |xi(t)|pdt=
=1 Ty qmp v 1 o i=1

1 k k D
= 5 z |<xi, 6t> 'p dt < swp R |<xi, as |,
= [lall¢2 ¥

LEMA 7. La aplicacidn idéntica de C [0,1] en Lq(O,l) es, pa

ra cualquier p, 1 £ p < gq; p-absolutamente sumable.

Demostracidn . Sea la sucesidn €; de nGmeros positivos, tal
(o] -]

gue €, =1 Yy L eip/q =+« , Pongamos:

i=1 i=1

G = 0 ,4e00ee 4 O, =€, + ¢

o 2+.'I+ €. i=1'2,001000

i
Podemos definir sobre C [0,11 funciones X; por la férmula

-1
1-e;7 |2t - o, -0, 4 te o, 4,0;]
xi(t) =
Tomemos una forma lineal a ¢ C[0,1]' , l|la]|] $1 y nGmeros A

de tal forma que Mi‘ =1, A <x; ., ad = |<xy, ad.
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Entonces:
{ g p}bl‘ k
o1 I\Xj_l ay| N "il l(Xi,a)!f <i-§-1 )\ixi' a> <
k
‘<”i§-1 Aixillc =1
De aqui .
k 1/p
sup {z [<Xiva>|p} < 1.
=1
lall 1 *
Ademés,
= 1/q °
"xil'L = (Gi/q + 1)
o

Si fuera la transformacién idéntica de C [0,1] en Lq(0,1)

p~absolutamente sumable, es decir:

k 1 k 1/p
CE NglPYP g p s LI J<x ,a> T,
i=1 L i=1
q Hall g1
: \ o p/a
Tendriamos, haciendo tender k -« ,que % Jn < + ® ,

lo que es falso.

Luego, vale para todo p, con 1 < p < q.

-~

LEMA 8 . La aplicacién idéntica I:g> + c_ no es 2-absoluta

mente sumable.

Demostracidn . Si lo fuera tendriamos:

k k 1/2
2 .1/2
ﬂE ”D&”c } < cC. sp (I I(xf a>|2} .

=] i=
* o lla| 1 ¥
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Toamemos 1la sucesidn {xi} , tal que X; = (0,0,...,11,0.....).

Usando la desigualdad de Bessel, tenemos:

k 1/2 1/2
/2 {z IIIXJJI2 } < C sw {2 |<xi, a> |2}
i=1 Co Ilall $11=1

k

A
(@]

para k = 1,2!.'!"

.

lo que es falso.
LEMA 9 . La aplicacidén idéntica I: L m, no es 2-absoluta =
mente sumable.

Demostracién . Andloga a la anterior.

LEMA 10 . La aplicacidn idéntica I: £ =+ £ es absolutamente

sumable y ™ (1) = 1.

Demostracidén . Consideremos en el intervalo [0,1] las funcio-

nes de Rademacher rp(t) definida por:

(+ 1 k2P ¢ t ¢ (k+1)27P, k=0,2,...,2P-2
= = P
rp(t) 0 t k2
-1 k2P ¢ ¢ ¢ (x+1)27P, x=1,3,...,2P-1.

Forman una familia ortogonal, ya que

1
“Y r (t) r (t) dt = §
P q

0

pq

En efecto, si p=q, el producto ;p(t)r (t) = 1 excepto en un

nimero finito de puntos. Supongamos p # q.

La funcibn rp(t) = (-l)k

e el {ntervalo ﬁz

= YkE-g,
(k+1)27P),
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Entonces:

2P 1 ‘

1 k

jr(t)r(t)dt= % (-1)‘f r (t) dt = 0 .

o P ! k=0 R
D

De la misma forma se prueba que la integral

1
Jfo rp(t) rq(t) rs(t) ru(t) dt

[

~vale uno o cero, de acuerdo con que los p,q,s,u sean iguales
dos a dos, o no lo sean.

Mediante la férmula:

oo}

( x,a(t) > = L g

p.(t), x = |§& € 2!
I n lg,)

n

definimos sobre & una forma lineal continua a(t), con

Hate) | s 1.

Usando la desigualdad de Bessel, tenemos:

1

© 1 o
Nzx|]?, = £ Jg|* J | & e (t)lzdt=j |[<x,a®)>]? at.
22 1= o i=1 0

"

Entonces:

X k
| |Ix,]]? =f T fgx,, att)>|? at ¢«
i=1 o i=1 1 h
k
< sup z | ¢x,, a> |2.
i=1 1
Hall € 1

Por lo tanto, I es 2-absolutamente sumable , y

1< ||zl

A

Trz (I) \< 1!

]

de donde ﬂz(I) 1
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CARACTERIZACION DE LAS APLICACIONES p-ABSOLUTAMENTE SUMABLES.

TEOREMA 5 . [2 ]. Sean E y F dos espacios normados y 0<p<+w,
La aplicacidn lineal T de E on F es p-absolutamente sumable
si y solo si existe sobre U° una probabilidad de Radon u y un
nmero C>0 tales que:

’ : 1
Vxer [l < ¢ () [<xas [Pa'/P,

UO

Demostracibn., a) Supongamos que T ¢ Hp(E,F). Entonces:

k
i Txillp < P sup {z  J<x;, a>]| Py,
lall 2™t

1=
-

Pongamos, para toda funcidn ¢ del espacio de las funciones
continuas CR(U°),U° con la topologia débil,

k k
s@¢)= inf [ sw (ol + 1 |x,a>®) 1 ||| |7]
XjreearX, €E llal] <1 i=1 i=l

Esta es una funcional positiva, subaditiva y homogé&nea so-

bre 21 espacio de Banach CR(U°) . En ecfecto,

1) ¥ A >0, s(A¢) = As(9).

2) Veamos que es subaditiva. Sea € > 0 y Xyreoor¥y € E tales

que para una funcidn ¢l e C,(U°)

k k
I lexgay Py -z |l |P-e .

s(¢1) > sup ( ¢l(a) + ¥
i=1 i=1

lall <1

Se tiene:
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8( 0, + 9,

k k
< inf [sw  (¢@+ ¢ @+ F I [<x,a>P-35 ||mx|[Pls
X E lalls 1 = =

k
< s(¢1) ~-€+ 1inf [sup (¢2(a)+ cPr |<xi,a >|p-
=1

k
z |17, ) IP]<
=1
X1,000,k€E ||a]|<1

Y

1l

< s(dg) +s(0) - € .

Luego:

SC 6y + 0,) < 8(6;) + 508, .

3) Es claro que es positiva.

Ademis se tiene:

inf ¢(a) <s(¢) < sup ¢(a) .
llall <1 Hall< 1

El teorema de Hahn-Banach nos asegura la existencia de una

funcional lineal u sobre CR(U°) tal que

<¢ ,u> < s(9) ¢ e Co(U°).
Para cada funcibn ¢ no regativa, se tiene:
<= ¢, u> < s(-¢) < 0,
lo que prueba que la funcional lineal u es positiva y conti-
nua.
Por otra parte:

<1, H >

A
1]
L
[
o

]
=

<-1, u> < s(-1) = ~-1.
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Por lo tanto

< 1’ u > =1 .,
Definimos ahora la funcidn ¢x , por ¢x(a) = < x,a > .
Entonces, |¢x|p e C,(U°) y se tiene
s(-c® o JP) < sup  (cP o, (@) + P |<x,a>| P)-|fx| [P,

llal] <1
o sea
zxlP < <P [o IP, u>.

O 1o que es lo mismo,

el < ot | <xasP oan VP,
UO

ya que p € p(U°) .

b) Reciprocamente, si la desigualdad es vilida, indiquemos

con YP(T) al menor C que la verifica. Tenemos

V kx, ¥ XyreerX € E, ¥aervUe

k
k k
| o<xy, a> |P < sup r | < X0 @ ® |P.
=t lal <271
Entonces:
k k
i =, ||P < CP j (T < xg,a>P ang
i=1 . yo  i=1
P k s
< C sup (T |<xi;a>|p ) .

Hall g1 *°
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(@)

{

i

I sy

1/p k 1
e P 37F < ¢ oswp (D Jaxg,a0 (PP
t lall <1151

T es entonces p-absolutamente sumable vy T (T) < Yp(T) .

Finalmente, TTp(L) = Yp(T)
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FACTORIZACION DE LAS TRANSFORMACIONES p-ABSOLUTAMENTE SUMABLES.,

Sea pu una medida de Radon, u(K) = 1, K compacto Hausdorff,

e indiquemos con la I la aplicacién idé&ntica de C(K) en Lp(K,u)
que a cada funcidn continua ¢ € C(K) le hace corresponder la
clase a € Lp(K,u ).

LEMA 11 ., La aplicacibn I: C(K) - Lp(K, u) es .p-absolutamen

te sumable y np(I) =1,

Demostracidn . Este lema es una generalizacidn inmediata del

lema 6, de p&gina 11,

Con B(S) indicamos el espacio de todas las funciones acota-

das y definidas sobre S con la norma

Hyll = sup | v(s) |
8€S

Es un espacio de Banach. Se tienc el siguiente teorema de
factorizacidn.
TEOREMA 6 . Un operador lineal T de un espacio normado E en el
espacio de Banach B(S8) es p-absolutamente sumable si y solo

si se lo puede factorizar de la siguiente forma:

E 25 cx Lo Lp(K,u) 25> B(s)
donde P y Q son operadores lineales acotados con ||P| = 1,
= v T).
y llall p(T

Demostracidn . Condicidn necesaria. Como espacio de Hausdorff

compacto K tomamos la esfera unitaria de E' con la topologia

débil.
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Usando el teorema 5, tenemos scbre K una medida de Radon yu,
tal que
HTx|lg < ﬂp(T) { JU°|<x,a>|P dy }1/P .

Definimos P: E + C(K) de forma tal que, a cada x € E le ha
cemos corresponder la funcidn continua s tal que ¢x(a)=<x,a>.
Ademé8s tenemos la transformacién lineal acotada Q, del sub
_espacio IP(E) de Lp(K,u ) en B(S), Q. ( Sx ) = Tx, X € E,

Ahora,

1/p

||Q°($x)'lg = |lTx| |y "p(T) { [U° |<x,a>|P } =

A

Il

TH(T) . |l¢xl|L .
p
Luego ||Q,]l< np(T). Como podemos extender Q, con preserva-
cibén de la norma a una transformacién Q lineal y acotada de
LP(K, u) en B(S), tenemos la descomposicién de T. Para Q te
mos:
@ < el mm (el < llell < 7 m,

de donde:

el = m.

Condicidn suficiente. Es claro que, si T puede factorizarse
como T = Q I P, siendo I p-absolutamente sumable (lema 11),
resulta que T es p-absolutamente sumable, aplicando el lema 4,

Como todo espacio normado F puede sumergirse en un espacio
de Banach B(S), se tienc el

TEOREMA 7. Una transformacidn lineal de T de un espacio norma
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do E en un espacio normado F es p-absolutamente sumable si y

solo si, para todo espacio normado G:

T

E > F
lp l J
C(K) —I > L (K,u) Q .¢

donde J es la transformacidn idéntica de F en G.'
En el caso particvlar de p = 2, se tiene:

LEMA 12 . Una transformacidén lineal T de un espacio normado
E en un espacio de Banach F es 2-absolutamentec sumable si y

solo si se factoriza seglin el siguiente diagrama

p Q

> Ly (KyU) ———— F

Demostracién . Siendo Lz(K,n ) un Bilbert, usando el Teorema

6, podemos extender Q, preservando la norma a una transforma-

cidn Q de LZ(K’ u) en F,
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OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT. [ 15 ].

Veremos ahora que, en el caso de espacios de Hilbert, 1la
clasc de los operadores de Hilbert-Schmidt coincide con 1la
clase de los operadores p-absolutamente sumables (1 < p <+ =),

Sean H, y H espacios de Hilbert. Un operador lineal

2
, sSe dice Hilbert-Schmidt si I IITeiII% < + ®» , para
iel

T:H, - H

1

alguna (o lo que es equivalente, para toda basc ortonormal

(e;) en H, [17],

i'i eI
s
Indicamos con 652(H1, Hz) la clase de todos los operadores
de H~-S de H1 en H2, y con Hn(le Hz) la de todos los operado
LJ

res p -absolutamente sumables de H1 en H2°

LEMA 13 ., Todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto.

Demostraciébn . Sea T e(Sé(Hl,Hz) y consideremos la sucesidn

(fn), fn + f (debilmente). Es decir, (fn »9) =+ (f,9) para to

da g € H Veremos que, dado € >0, existe un n, tal que, pa

1.
ra tode n > n,

llen - Tf|| <€ .

Tenemos, para alguna constante K,llfnll < K, para todon y
también ||f|| <_K .
Sea {¢j } una base en Hl; como T eng(Hl, HZ)’ entonces, po
demos encontrar una conjunto J finito de indices, tal que:
2

5 ||fr¢>j||2 < e2/16x° .
j£J
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: - = bX -
Por otra parte, fn £ ; (fn f, ¢j) ¢i y

J
Por lo tanto, para tocdo natural

2 2
Tf - T = z - . . - . .
g - 75| R I TE oy 1% <

A

- £ ¢ , 2 - 2,
Zl'jﬁJ‘fn £ 0T o5]1% Z'IjﬁJ‘fn £ 00T ¢,]]

Para el segundo sumando: 2|| I (f - £, ¢j)T ¢j||2 <

Jj¢J
<20X lgr £ o9l lmegl1P <2z lgreapl 1 flToll® <
iz jzy I8
2 2 2 e? 2
< 2lif - £]] jo T asl1° < 20k =7 = e“/2,
d

Para el primer sumando, como fn + f, se tiene:
lim (fn - £, ¢j) = 0 , para todo j.
Entonces, la expresidn
2/ = (£ - £, 0 T o4l 2
jed
puede hacerse < 62/2, nara un n suficientemente grande, diga

mos n > n, . (Hay sclo un nmero finito de t&rminos). Por lo

tanto, para n > n,

y T transforma toda sucesidn debilmente convergente de vecto-
res en una sucesidn que converge en norma

(£, g, ¢ =>|{Tfn - Tf|} -+ 0), lucgo T es compacto.

LEMA 14, Si T ¢ Hﬁ(Hl,Hz), entonces T es compacto.
i
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Demostracidn . Sea (en) una sucesidn ortonormal en Hl‘ Veamos
que lim Ten =0 .
n
Supongamos que ello no sea cierto. Entonces, existe un
C > 0, y una sucesidn ortonormal (en): =1 tal que
‘lTen" > C, n= 1,2;.-.-
Por lo tantos .
N 1/p
(1) (2 [lTe [IPY77 > /P, N=1,2,....
i=1
Como (en)n -1 ©s ortonormal, se tiene:
N 1/2
(2) {3z |<e_, a>|2} < |lal| para a € H, .
_ n —_ 1
n=1
Para p > 2, se tiene entonces:
N 1/p N 2.1/2
{3) sup {z |<en,a>lp} sup {r J<e,a>"1 < 1.
1 ¥l - , =l n -
Hall < lall <

Para 1 < p < 2, usando la desigualdad de Holder:

N 1/ *® 1/2
(4) sup (Z ]<en,a>]p) P ﬁan/p~l/2 sap {Z |<en,a>l2} / <
n=1

llall<1 ™t llal|< 1

Pero T ¢ Hp(Hl, Hz) implica que, existe una constante posi-

tiva p tal que, para una sucesidn arbitraria (xn) de Hl’ se

tiene:
< p sw {z |« gnﬁa>|p} .
n=1

(5) (x|l |[PyYP

n=l lall<1
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Por lo tanto, (1), (3) y (4) contradicen (5).

Para ver que T es compacto, es suficiente probar que si

T: H, » H, es un operador no compacto, entonces lim ]Hng>0
n

para alguna sucesidn ortonormal (en)i 1C H1 .

=

Definimos la sucesidn (en) inductivamente.

Si T no es compacto, no es limite (en la norma habitual)de

_ una sucesidn de operadores de rango finito. Por lo tanto, exis
te un C > 0, tal que |||T - P|||] >C, para cada operador lineal

P:H, + H de rango finito.

1 2
En particular, |||T||] > C. Existe entonces un e, € Hy ,
lleli‘ = 1, tal que |‘Te1H > C.

Supongamos ya determinados, para algn m > 1, eclementos
eyre.ose  de forma tal que IlTeiH > C, <ei,ej> = Gij ,
i;j = lpZ’nq"mc

Con @ indicamos la proyeccidn ortogonal de Hl sobre el sub-

espacio E , generado por {el,...,em}.Sea P = TQ. P tiene
entonces rango finitodimensional . Por lo tanto, |||T - Pl||>C.
Elegimos e € Hy, llell = 1 tal que |[(T - P)e]l > €. se tie-

ne que Te # Pe. Por lo tanto:

e - Qe # 0.
Hagamos:
-1
es1 = llte - 0] (e - Qe).
Entonces, Heppqll= 1y
-1
Te = || (e = Qe) || (T - Ple .

m+l
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siendo |lel|l = 1 v 0 una proveccidn ortoconal ,
lle = gel] <flel] = 1.
De agui resulta

[fre_ 11 % 1l - ol »c.

Finalmente, com e = 9 1 vector e oS t nal
B o Q 1 ; © c ~ ortogo
con cada uno de los el=zamentos en el rango de . En particular

< e, > =0, i=1,2,...,m . Hemos construido asi,

2 , .
m+l ¢ 1

la sucesidn ortonormal buscada,

LEMA 15. 8i T: H; » H, cs compacto, entonces existe una ba

sc ortonormal (fn) en Hl tal que Tfn = Angn , donde (gn)

es una sucesidn ortonormal en H2, los An son no negativos
i » A = -

Yy lim n 0
n

Demostracidn. Ver [19] , pag.14 y siguientes.
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7. DESIGUALDAD DE KHINCHIN. [3 ].

Consideremos nuevamente el sistema de Rademacher (pag.13)

Para nfimeros complejos o reales Al' Az,...,lk , pongamos:

ey

2
A rp(t)! dat .

k 2 1
« =z bl = [
=1 p n=1 p

P 0

Entonces, se tiene:

1 k 4
I 2 A r ()| ats=
0 1 PP

k k k k —_ 1
= I I z r A A A Au I rp(t)rq(t)rs(t)ru(t)dt,

Flgel s=1 uw=l P gq s 0

De aqui resulta la desigualdad:

. k

J s Ar (6)]% at < 302,
P D -~
0 P .

Usando la desigualdad de Holder con exponentes conjugados

3/2 y 3, se tiene

1 k A k
@ = f |z Ar @ 1?3 1 ar w3 a <
o p=1 P p=1 PP

([ s 23 (3417

< I A_r_(t)| at} (3a™) -
- 0 p=l PP

De aqui resulta, la desigualdad de Khinchin:

K 1k
{r 22 <3 f | £ Ar (t)] at.
p=1 F o p=1 PP
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8. TEOREMA 8.@2_(_111,_H_2) = L (H,,H), para 1 £ p <+ = .

Demostracidn . a) gE(Hl,HZ)C(ESQ(Hl,HZ) .

Sea T ¢ Hp(Hl, H2)° Entonces, T es compacto (lema 14, pag.
23). Sean (fn)’ (g,) ¥ (A)), tales que Tf = Angn (con las
hipbétesis del 1lema 15). Con {rn(t)} indicamos las funciones
de Rademacher (pag. 13). .

Fijemos un entero positivo N y pongamos, para

K= 0,1,2,.0.,20- 1:

N
k
Xx, = L r_ f¢£ ’
k n=1 B n
donde rﬁ = rn«2k+1)z’(N+15(k=o,1,...,2”—1; n=1,2,...,N).
Se tiene:
N N N 1/2
k k 2
lrx, || =l =T || =l _xrxg ||l =0z rA) .
X% =l B P =] D B ne1 D
Por lo tanto:
Ce o i 1Py = 2YP a2y
k=0 n=1
Pongamos :
a= L < a,f. >f. .
i=1 ot
De agqui se tiene:
k+1)2 N N

N -
L T S
= -~ I=
k2

Sumando:
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N N

L -N
271 21 (k+1)2 7 N
| Z !<xh,a>]p}1/p =N 3 J |2 r (t) <af >|F aey/P
k=0 k=0 5N n=1 h
Ne o [P —~ | P a4y /P
=2 { | 2 r () <af > * dt} .
jo =1 D n

Usando ahora la desigualdad de Khinchin:

Mg N ‘

™ 2.1/2
{2 |<x'k,a>]p}l’/p g_ZN/” B {2 |<a,£>]"} < ZN/F B_|lall,
k=0 P el n P

donde Bp es una constante dependiendo sblo de p. Tenemos en-

tonces
N
-1 N 21
{z IlTkap}l/p:: VP (3 xrzl }1/2§c sw  {I  |<x, a>|p}1/pf_
< CoBy P
Por lo tanto:
N 2 1/2
{z Ay < cB, ., N=1,2,....
n=1
Como ||Tf || = A , n=1,2,....., esta desigualdad se

puede escribir

2
1

™8

£, < eByc v,

n=1

\}
Esto muestra que Te sz(Hl, HZ)’

p) (5, Hy C 1 Gy, 1, ).

Sean (fn), (gn) vy (An) como antes. Si T ¢ <ﬁ)2(H1,H2), enton

ces
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© 2.'!./2
A= {1z A } < 4 o .
n=1

@
Sea ahora (x ) _, wun2 sucesibn arbitraria en H,. Hagamos:
-1
b(t) = A nﬁl r (&) A £,

donde rn(t) es la n—-funcidn de Rademacher. Entonces(usando la

desigualdad de Khinchin) :

sup z |x, a| > Afl sup z <x ,bt) > >
w1 - me=1 m -
lall <1 lall <1

- 1 oo} o] .
1 j 5 |3 r (£ A (t) <x ,f >| dt
o M=l o=l

v
>

o«
= a1 !
=A" I J | £ r (DA < xm'fn>| a >

— - o) @ 1/2
> ({3 A) Loy gz 22 |<xm,fn>|2 } =
=l =1
= (a7 o =],
=l )

o

De agui se sigue quo Q:72(H1,H2) - Hl(Hl’Hz)'

Sea ahora p > 1y g = p(ivl)—l.
Vale entonces que:
{z | Cm{ Py sup T | t le .
m=1 oo q m=1
e I7=1
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Tenemos:
© 1/p =)
{z x| |P} = sup z e t x ||
e |9= 1
=1 T
< Vg A sup sup Zlhtmxm,a> =
@ m=
T It |q=1 I'alli‘l
m=1
(o]
= VE A sup sup I |t <x_, a>|=
) m=1 n
llall <14 Itm'q—l
m=1
o p. /P
= Y3 A sup {z ]<x_, a>*}
lafl <2 ™

Por lo tanto, T € Hp(Hl’Hz)’ p>1 .
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ESPACIOS Ll , [;p , L\m

[a] .

Sean X e Y dos espacios de Banach., Con L(X,Y) indicamos el
espacio de todos los operadores (lineales y acotados) de X en
Y con la norma

Izl = sup  |lTx|] .
Il =l <1 .

La distancia entre dos espacios de Banach X e Y, d(X,Y) se

“1” , donde este infimo se toma

define como el infimo ||T}| |fr
sobre todos los T invertibles en L(X,Y). (Si no existe un T
invertible, es decir, si X e Y no son isomorfos, d(X,Y) se to
ma igual a inifinito ). d(X,¥Y) no ¢s una métrica, pero es més
conveniente para el manejo que log d, que si lo es.

Si X es subespacio de un espac¢io de Banach Y, decimos que X
es (o est8) complementado en Y si existe una proyeccibén lineal
acotada de Y sobre X.

Un espacio de Banach X se dice un cspacio de TipoCI\o espa-
cio CZV, si esti complementado en todo espacio de Banach Y
gue lo contiene como subespacio.

Un espacio de Banach X se¢ dice un espacio de tipo(:Dx 0 es-
pacio Cza /1< X <o , si para todo Y D X existe una proyec

cibén de norma < A, de Y sobrec X.

Con Lp(K, Z,u), 1 £ p <®, se indica el espacio de las
funciones medibles definidas sobrc alglGn espacio de medida de

(K, £ , u ), para las cuales (si p <®):
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f |£(x) |Pap (x)< =
K

y <¢e norma:

HEN = ( f l£x) [P apxn) 7P,
K

Si p=>® , el espacio estd formado por todas aquellas fun-
ciones medibles f para las cuales ||[£f]] = sup. esc. |£(x)]|<=,

. También se lo indica con Lp(u), si no hay lugar a confusidn.

Casos especiales .

Con zp(r), indicamocs el espacio de todas las funciones rea-

les definidas sobre un conjunto abstracto T,para el cual

1/p
( (z £ |P) < @ si p <o,

¥
L] =
sup {f(x)] < si p=w,
Y
Si I es infinito numerable, lo indicamos L (T) = zp y si
es finito, digamos n eclementos, zp(r) = 2; .

El subespacio de Zw( I') formado por todas aquellas funcio
nes f para las cuales { vy ; |f(y)l> e} es finito para
todo € > 0, se indica con c_{(T) & c, si T es infinito nu
merable.

Se pucde considerar una clase mis amplia de espacio de Banach

que la de los Lp(u ) v que se da en la siguiente

DEFINICION 1 . Un espacio <de Banach X se dice un espacio de

tipo ‘Z:p,l o espacio [: ; 1 <p< o, 1< XA <=», sipa

P, A
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ra todo subespacio finito dimensional B € X oxiste un subes-
pacio finito dimensionel E C X conteniendo B tal que
a(E, 47) < A, (donde n = dim E).
Un espacio de Banach X se dice un espacio de tipo Z; o es-
pacio.é; + 1 < p <« sl es un espacio ZS;,K para algGn x > 1.
Usando subespacio que son gonerados por frreiones caracte-
risticas de conjuntos, en la descomposicibén de un espacio de

.medida en un nlmero finito de subcenjuntos, se prueba que to

do espacio Lp(Ll) es un ,[;n ) para tedo A> 1,
it

Usando particiones de la unidad, se¢ puede probar que todo
espacio C(K) - (espacio de las funciones continuas sobre un
espacio de Hausdorff compacto) - es un espacio[Q;,A para to-
do A > 1,

Mas geineralmente, todo espacio de Banach cuyo dual es isomé

trico a un espacio Ll(Ll) es un espaciozg; , para todo A >1,
14

Todo espacio [:é es iscmorfo a un =aubespacio de un Lp(u )
para una cierta medida p . En particular, como todo subespa-
cio de un espacio de Hilbert es un espacio de Hilbert, la cla
se de los espacios [:2 coincide con la ciase de los espacios
isomorfos a un espacio de iilbert.

Hay cjemplos d¢ espacios Lp gue no son isomorfos a Lp(u ),
para 1l £ p <®®, n# 2. Para p = o es claro que no todo es
pacio L es isomorfo a un espacio L (u). Basta observar

que no hay espacios LI (u) de dimensi6én infinita scparables

(ver [187]) .
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LEMA 16, Sea X un espacio de tipo Zfl vy H un esvacio de Hil-
bert. Entonces T € L(X,H) es l-absolutamente sumable.

Demostracidn . Ue acuerdo ceon la definicién, sea A tal que X

4
es un espacio de tipo xf,l 5 Y sea {xi}n ¢ X tal que:
g i=1
n *
ox* (x) ] < Jfx*|| , para toda x* e X" .
i=1 R

Existe entonces un subespacio de dimensidn finita E C X con

teniendo {xi}n y un coperador S: 2? + E(m = dim E), con
i=1

~1
lIslt =1y 1Is 7l <.

el . ‘L
Pongamos: y; = s X; 0 1= 1,2,...,n. Sea ai,j la j-ma
coordenada de y, respecto a la base usual {ei}m de 2?
i=1
(es decir,
m
Y. = z a, ., e, i=1,2,.0.,M)
1 ]"—-"3. li] J
Sean ti’ Sj (i=1,2....,n 3 3 =1,2,...,m), nGmeros reales
*
de valor absolutc <« 1 y sea y* ¢ 2,2 = ( ZT) , cuya j-ma
coordenada sea sju Entonces:
2 a; . t;s | < z ltil | = a; 5 s l <z | L a; s |=
i,j VJ J i J IJ j i :] IJ ]
- * = * =
= I |y*(y;)] z | y*(s""x;) |
- * - *
D ls™hHT oyrxp | < THes™hT yr] ]
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Pongamos ahora:

m
u; = Txi =TSy, = ¢ a, , TSe, , i=1,2,...,n.

Entonces, se tiene:

2 Jlu,l) = ]l a;, . TS e, |
. 1 . -
i J. J

[

Usando el corclario 1, [4 ,pag 278 ] , se tienc:

Zp el xg o sw flsegllc xg n [ms]] < xg Al Il

Por lo tanto, m,(T) < K. A || T[] <=,

G
LEMA 17 . Sea X un espacio de tipo [; y sea Y un espacio de
tipo L:p s, 1 <p £ 2 ., Entonces, todo T € L(X,Y) es 2-abso
lutamente sumable. |

Demostracidn ., Scan A vy p tales que ¥ es un espacio.[;

A e

. . '
Y un espacio de tlpozdp 0 Sea {xi}N C X tal que
d i=]

N 2
Eoox* (x)]7 < ||X*”2 , para todo x* € X .
i=1

Por nuestra hipdtesis sobre X, existe un entero m y un ope-

rador invertible S de zg en X tal que S 22 ZD{xi}N ,
l=1
-1 1
IIsll =1, [Is""ll<x.
Hacemcs z;, = S—lxi € zg(i =1,2,...,N). Por la hipbtesis

sobre Y, existe un subespacio de dimensidén finita E de Y tal

h

que TS 22 C E, y un operador invertible U:E-*lp (h= dim E),

-1
con [|u}f =1 y |[|U ]| <0 .
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Por lo tanto, tenemos un operador

TO=UTSS Rl°°+£p,

y elementos {zi}n - 22 tal que para todo =z* ¢ 2? , se
i=1

tiene:

(1) 2 (22 % = T (2%(s™ k)7

. . 1 .

1 1 1
- * 2

<HE™H ™ 217 22 Hax))?

]
™
—
—~
w0n

Tenemos que probar que I IITO zill estd acotada por u
i
na constante dependiente finicamente de A y |ITO[|.
Sea {e,}™ y {fk}h bases en 22 vy 2h . Sea
J " y=1 k=1 P
ai,j definida por
h
T e, = z a. f i = 1,2,...,Mm-
o %5 o1 ik "k J 14 '
* h, * *
Para todo u* = (ay, ap,..., o) € (47 ,een |lutf|=1,y
todo  {t. 1" , 1= yh reales de valor absolutoc menor o
N R ko
j=1 k=1
igual a 1, se tiene:
)12 g atym | = 10 Tt < IR I 1IE eegll< I,
7 <

donde u; indica el vector (sl 01, Sy OnreessSy ah) en

Sea zg j 1a.j-ma coordenada de Z;, @S decir
14
m
zZ, = z 2. . €. .
1 J=1 lIJ J
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De (1) resulta que

m
2
(3) > FIPREE j= 1,2,...,m,

1

(tomar z* = j -~ vector unitaric en RT , en  (1)).

Tenemos que usar ahora, el resultado siquiente [4, pag.280]:

"Sea {a,.} . . una matriz real infinita y M una
ij” i,3=1,2,... : y
constante positiva tal que:

N

| = . aj5 ty sjl < M, para Iti!i 1, |sj|5 1, i,5,8N= 1,2,....
1,]3=

Entonces, para una matriz real arbitraria {xk i} tal que
[4

para algGn C > 0 vale:

se ticnen las siguientes desigualdades:

a) Desigualdad general de Littlewocod :

5 1/2
L z z X, . a = < K.CM
5 ( ; ( : k,i 1,3) ) < G ’
b) Desigualdad general de Orlicz :
(2] x4 ai’jl ) %) < Ky CH

k 3j i

donde KC es la constante universal de Grothendieck: KG senh"/2=
3

T, _m
(e /2 Lo /2)/ 2,

=

Teniendo en cuenta (2) vy (3), y usando la desigualdad (a):

5 1/2
I oo (T g ) ) s A Ky Tl

)X zZ., . a.
k i 13 3:k
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Como esto vale, siempre gque Zug =1(1l/p+ 1/q) = 1) si p >1y

siempre que | m&x “kl = 1, si p =1, se tiene, usando el teo

rema de Landau:

(4) T(z (3 2,P/2 W
(3 - a ] < K T L]
(z (1 25, 300 ) < c T
Hagamos ahora:
b, .= |t z, .a, |P. ‘
k,i |j 1,3 ajlkl

Usando la desigualcdad triangular, en 22/p (recordar p < 2),

es decir,
p/2 p/2
(£ (zb,_ 2P < sz ¥R,
i k ’ k i ’
obtenemos, de (4):
| ) */2) 12 e 1]
(5) (Z (2 I z. a. ) < XA K T | .
i ok § L] .k G o
Ahora:
T = )3 . Te, = L L . £ .
Ozl 5 er] eJ k ( i zlrj aJlk) k
Por lo tanto:
- 1/p
T . - Z Z . . . p .
Iz 1= 12 2, 5 2y 417
Podemos entonces, escribir la desigualdad (5) en la forma:
2 2 2 2 2 2 2
LA ISR S SR IENI LR S
Por lo tanto:
' 2 _ =1 2 2 .2 2 2
AU R R I T S S A LT i

-

1. gque es lo mismo:
"z(T) < pA KG I'Tll < o,

y T es 2-absolutamente sumable.
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10 .OPERADORES HILBERTIANOS [4] .

Sean X e Y dos espacics de Banach y T € L(X,Y). Diremos que
T puede ser factorizado a través de una espacio de Banach 2

si existen operadores lineales acotados TO: X+ 2y lez + Y

T =T, T, . Ur operador T sc dice hilbertiano si puede factori

zarse a través de un 2spacio de Hilbert H.

[
o

LEMA 18 . Sea X un espacio de tipc [ _ @ Y un espacio de ti
. ‘/‘“
PO L 4.

Entonces, todo T £ L(X,Y) es hibertiano.

Demostracidn . Del lema 17, se tiene que todo Te L(X,Y) es

2-absolutamente sumable. Usando el teorema de factorizacibn,

se tiecne que T es hilbertiano.

LEMA 19. Sean X e Y espacios de Banach y T € L(X,Y). Las si

guientes implicaciones son equivalentes:

a) T es hilbertiano;

b) T* es hilbertiano;

c) Existe un espacio de Banach Z y un operador hilbertiano
S: 2+ Y tal que SZ D TX;

d) Existe un espacio de Banach Z y un operador hilbertiano
S: X+ Z tal que ||Tx||i IIlel s para Xx € X,

Demostracidn. a) => b). Es inmediata, ya que el dual de un

Hilbert es ur Hilbert.
b) => a). Si vale D), T** ¢s hilbertiano, v por lo tanto T,que

es la restriccidn de T** a X, es hilkertiano.
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a) => c¢) . Siendo T hilbertiano, es inmediato del diagrama:
x Ty
. 7
N s
N //
T 3 T
o] H 1
a) => d) : Usar nuevamente e¢l diagrama.
c) => a) : De la definicidn de hilbertiano, podemos suponer

7 = H, Hilbert. Considerando el complemento ortogonal del nfi
cleo de S, podemos suponcr que S es 1l:1, Definimos SO:X + Z,

poniendo Sox = S-lTx, X e X, SO estd bien definido y es 1i

neal. Es también acotado, ya que si ||x_ - x|| -+ 0 y
Ilsoxn - h|| » 0, entonces ||Txn - Tx|| > 0O y
||Txn - sh || = |[|ss_x, - sh|| + 0, y por lo tanto Tx= Sh

-

6 h= Sox (teorema del graAfico cerrado). Luego T = SSo es
un operador hilbertiano.

d) => a) : Sea 2 = H, Para todo h ¢ 3X definimos Slh = Tx ,
donde x es cualquier elemento en S_lh. Como el nGcleo de T

contiene al de S, S, esti bien definido y es lineal. Para to

1
do x e X, [||mx[| = ||s;8x|| <|[sx|| y de aqui, ||s;h|l<|Ih]

Extendemos S, a un operador lineal y acotado §; de H + Y. Co

mo T =S, S, la implicacién esti demostrada.

1
LEMA 20 . Sean X e Y espaciotde Banach y T ¢ L(X,Y). Enton-
ces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

1) T es hilbertiano ;

2) Existe una constante C tal que para toda matriz real fini
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ta
N

{ai,j} i,9=1,2,...,8 Y elementos {x;}; ;< X,

{yl}N oY,

|2 a, vim | < o sw lIxll sw iyl

i,3 - i j J
donde M = sup | I a, . s. t, | .

1,3 1 3

i.3
lsihil !
t.|< 1
P

Demostracidn . 1) => 2) , Supongamos que T = TlTo '

X oo Y
P
TO \\}{// Tl
Entonces,
T ai,j y#(Txi) = z a; 5 (Toxi, T} yg ).

i,3 i.3
Ahora hay que usar el teorema 2.1( [4 ], pdg. 279 ) que di

ce: "Sea {a. .} . . una matriz real M un nGmero
{ i,j° 1i,3=1,2;...,N Y

positivo tal que:
N

Ii,§=1 3,5 f1 85l
para todo real {ti}Ni=1 , {sj}g];_1 , satisfaciendo|ti|<_l, |sjli1.
Entonces, para vectores arbitrarios {xi}ﬁ_l p {yf-ﬁ_l en un
espacio H real l_ I~
| =z 21,3 (xi,j)| < KM sup (1511 sgp H Yj‘l'

i=j i 5
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donde KG es la constante universal de Grothendieck.

2) => 1) . Supongamos que 2) se verifique y sea ngl(r)QP>L

Usando el lema 16, TU: ll(l‘) + Y es absolutamente sumable

y por lo tanto hilbertiano. Tomando U la aplicacidn cociente,

se sigue de la implicacidn <c¢) => a) del lema 19 que T es hil

Y

bertiano.
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*
11,TEOREMA 2 . Toda algebra 2-absolutamente sumable es una alge

bra de operadores.

Demostracién . Sea R una algcbra 2-absolutamente sumable, con

las notacioncs de péginas 2-4. Tenemos m,(¢) < K|lo]l, ¥ ¢ er".
Suponemos ademis R unitaria.

1) Vecamos gque existe un Hilbert y un homomorfismo T:R -+ L(H)

Y

de norma £ K.

Sabemos que, si ¢ € B (bola unitaria de R', con la topo-

R’

logia d&bil), para todo conjunto finito {xl’XZ"°"xk} R,
tenemos:

k ~ k

2 2 2

(1) I llexp 1% < K sup Lol<w, x>|7 .

i=1 i=1

‘p € BRI

Sea y una probabilidad de Radon sobre B . Podemos escri

Rl
bir la desigualdad anterior asi:

(2)

o=
[y

[ 1o w11 cu i swp T f<v, xp>

Sea ahora F la aplicacidn lincal F:R - LZ(ER,, U; R') defi

i

nida por:

* Esta demostracidn sc debe a Maurey y utiliza el teorema del pun
to fijo de Tychonov, Kakutani y Xy Fan [3] , p8g. 270: Sea I una
aplicacidn multivoca de un compacto convexo X es si mismo, a va-
lores compactos convexos no vacios, cuyo griafico

{(x,t): x e X, t e T(x)} o5 cerrado en X x X. Entonces, existe

un  x_ € X tal que X € P(XO).
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F(x): BR" + R'; ¢~ 9¢ (x) .

Podemos escribir ahora, la desigqualdad (1) como:
k k
(3) z HF(xi)H2 < K2 sup =

. 3

i=1

.

2
. l< ¥,x; >|
Por lo tanto, F es un operador 2-absolutamente sumable

vy NZ(F) L K,

'y

Teniendo en cuenta el teorema de caracterizacidn de Pietsch,

existe una familia T( u) < P(BR.) tal que, cualesquiera

que sean X € R, y v g I'(y} ,

|<o,%>]% dav(¢).

[ oo |12 aute) < x2
R'

BR' B
La aplicacidén multivoca T: P(BRG) -+ P(BR,), u =+T (u),
satisface la hipdtesis del teorema de T-K-KF ; por lo tanto,
existe una w € P(BRE) , tal que
~ 2 2 2
¥ x e R, [fe () 17 du(¢g) < K l<o,%>|% aw(é).
BR' BR'
De aqui resulta: ¥ x e k, Yy e By
2 2 2
(4) <o, yx>| dw(¢) < K <o, x>| adwl(d).
BR' BR'
Cuando x € R, indicamos con fx € C(BR,) la funcidn
fx(w) = <y , x>,
Sea H la clausura en L°(w) de {fx; xe€e R} . H es un es-
pacio de Hilbert.
Definamos T: R + L(H) por:

T(Z)fX = fzx .



46,

Entonces, T es un homomorfismo y, de la desigualdad ante

rior, ||T|] < K.

2) Veamos ahora que, a cada y € 2 se le puede asociar un es-

pacio de Hilbert Hy y un homomorfismo TY:R -+ L(Hy) cuya nor

——

ma &s < K Vé , Y tal aque

o
eyl 2 el 72 o
Fijemos y € R. Existe una n € Bp, tal que <n ,y > = |jyll.
1 1 .-
= - -— [ P -
Sea Py 5 Gn + 5 ?(BRRJL‘ P(BR,). Py es compacto y con
vexo., Usando las notaciones anteriores, si A= % 6n + % H o,

y si veI' (1), se tienc

A

¥ x e R, j |15(xﬂ12 ar(e) < ¥ f l<s,x>|% av (¢) <
B, B

In

2K J |<¢,x>|2d(%-6n+%\))(¢).
Bgs

Definamos

Nj

s+ (A ).

n

Ao

r'ea) =
I'' es una aplicacidn multivoca de Py en si mismo, satisfa -
ciendo las hipdtesis del teorema de T-K~KF., ILxiste, por lo

tantoe w € P tal que:
7 v v q

H;(x)||2 d w_(¢) < 2K2j |<¢,x>|2d w (9) .
R Y -~ BR" Yy

¥ x e R, j

B

De aqui, ¥ x e R, ¥ z ¢ By

[ |<¢,2x>|° dw (0) < 2K j [<s,x>|% dw (9),
Bp.» Y - Bg b4
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y ademés:

1l
[B [<¢v>1? aw o) 2 3 lIvll?.

RU
Si con Hy indicamos la clausura de {fX: X e R} en Lz(wy)

y si Ty: R + L(Hy) esti definido por

Ty(z)fX = fZx ’

se tiene:
[T Il < 2 X,

y ademés
= L
g 112 o [ 2 Hmy gl =l Iz 2 7l
c¢) Definimos ahora H = & Hy y T:R + L(H) por
veER
T (x) ((hy)ye:R) = (Ty(x)hy)y e R'

T es entonces un hcmomorfismo y ademés:

¥ xer, = |lxllcliTeoll < (2 [Ixl] .

i 2
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12, TEOREMA . Toda algebra de operadores es una algebra hilber -
tiana.

Demostracibtn . Sea R subalgebra cerrada de L(H) y h,ke BH'

Indicamos con h # k el elemento de BR' definido por:

<h#k, x>= <xh,k> , ¥ x e R,

Tenemos que demostrar que

IIh gkl < k|lhaxll |,

ya que L(H) = (H & H)' . Fijamos {xl,xz,...,xn}': BR,{yl,...,yn}C;BR.

Tenemos :

| £ a,. < y.xhk>| =

| a5 < (h 8 k)x,, ¥ >] i ¥4

t
| = a5 < x;h, yjk>| <

< 2senh (71/2) sw [T a,.s.t. |,
sl <1 1D

Itj|_<_1

(tyj es la transpuesta e yj)., Por lo tanto,R es una algebra hil-

bertiana, usando el lema 20.
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13, TEOREMA 3 . Toda algebra estrictamente p-absolutamente su
mable (1 < p <*) y unitaria, es una algebra uniforme.

Demostracidén . Vamos a probar que, todo punto extremal de

la esfera unidad del dual es (a menos de un mGltiplo de md-
dulo 1) un elemento dcl cspectro del algebra [ 20 ] .

Sea R la algebra p-absolutamente sumable, vy ¢ ¢ B Sabe

R'"
mos que m (¢ ) < |16]],y teniendo en cuenta ‘el teorema de

Pietsch (pag. 15) , existe e P(Bg,) tal que:

N T 1
oG |l <7 (0) [ <P aww 1P, ¥ xe R
Esta desiqgualdad se pucde expresar, segln el siguiente dia

grama conmutativo: si x € R, indicamos con fx € C(B la

R')

funcidn:
£ (Y) = <9 ,x >,

Sea Ap = {f: x € R} (en tP(u)) y sea I:R + Ap la aplica-
cidén x +-fx . Entonces, 2l siquiente diagrama conmuta:

~

R __ % g

N S
\\\ s 7

I\ S

donde ¢ es una aplicacidn lineal de norma < ﬂp( ¢ ).
Para todo X,y € R, sec tienec:
N t
<, xy > = < 0(y),x > = < I(y),x > = < I(y), "®(x) >

donde Fo : R" + ( AF)| es la traspuesta de ¢ .
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L
Como Ap)' es un cociente de LP (u) ( 3 + %T = 1), se

, F
puede encontrar un representante Bx e LP (u) de t<I>(x) tal

que :
= |t .
Bl ge = 10ty 0 < mpCe) [Ixl]
P
Por lo tanto,
<o, xy > = j <b ,y > By (W) au(y),
BP'
y si e es la unidad de R,
<,y> = f <P,y > B, (V) du(¥) .
B

R8
donde
¢ = f v B (W) Au(y) .
BR'

Supongamos ahora que ¢ es un punto extremal de B_, y que

= ! s : - :
BR' 81‘v152' donde S1 Yy S2 son dos conjuntos u -medibles,
Sy '8, =14
Pongamos:
= A3 = R
¢, fs v B,(¥) ) (1=1,2)
i
Se tiene:

o=0y 6, v Loyl o< f B, () | auy) .
Rf Si
BEn efecto, ||¢i” = u(Si) va que:
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L= ol < oyl o110, < 15 1y < Hisgll g0 < Hlell =1
H H

. = = y de esto resulta que
De aqui: 1 = IIBellLl = 'IBelle' '

| Be(w)l = 1 p.p-u . (tener en cuenta que p' >1 ).

Luego:
= B ! =
NEFRN fs | B, )] auw) = u(s)) .
i
De la hipdtesis que ¢ es un punto extremal de Bk. , Se si-

gue
f ¢ du(yp) = j Y Be(w) du (y) .
S. S,
i i
de aonde:
¢ = Y Be(W) p.p-d .
Entonces:
<¢,e> = <¢,xy> = <¢p,e> J <Y,y> Bx(w) dpy (9) =
BR'
= J <y,e> B_(¥)<¥,y> B (V) du(y) =
B,
R
= IB <Y,e><p,y> Bx(w) au(y) = <¢,x><,y>.
Rl
De la misma forma: [<¢,xy>| = |[<¢,x>| |<¢,¥>| ,

y de aqui:
|<¢,xn >| = ‘<¢, x>‘n .
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Esto implica que ||x||® = ||x®|] , de donde el radio es
pectral

i/n
p (x) = 1lim ||x"]] = |1x/] .

n->e

De acucrdo con un resultado de Charpentier [9] , R es

conmutativo vy siendo la transformada de Gelfand una isometria,

[

R debe ser una algebra uniforme.
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