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Resumen

En esta nota mostraremos que la proyecciéon métrica asociada a sub-
espacios de Chebyshev en espacios de Banach que poseen la propiedad

{wM) es una aplicacion continua,

1

Iniciaremos el desarrollo del presente articulo dando a conocer la notacién
que usaremos y recordando ciertas definiciones y propiedades.

Sea (E.|| - ||) un espacio de Banach. Por Sg(Bg) denotamos la esfera unitaria
(bola unitaria) de £, respectivamente.
Sea I un subconjunto no - vacio de E. Para cualquier € £ definimos por

d(z, F) = inf {|lz — yll/y € F}

*Este trabajo fue financiado por el Proyecto CDCHT - C - 551 - 92



la distancia de z a F'.

Para cada « € FE, decimos que el punto y, € F es un punto de mejor
aproximacion (punto cercano) a x desde F si,

diz. F) = o =yl

Un subconjunto £ de un espacio de Banach (E£.]| - ||) se dice que es un Con-
junto de Chebyshev si para cada € F existe un unico punto de méjor
aproximacion a x desde F.

Uno de los problemas en la teoria de los puntos cercanos es probar la Con-
vexidad de un conjunto de Chebyshev en un espacio de Hilbert y caracterizar
aquellos espacios de Banach en los cuales todo conjunto de Chebyshev es un
Conjunto Convexo. Una de las formas de atacar tal problema es usando la
proyeccidon métrica sobre un espacio de Chebyshev.

Para cada subconjunto ' de F'y x € E definimos

Pr(z)={y € Fldz,F) = |lz =y},

y constituye el conjunto de todos los puntos cercanos 6 de mejor aproximacion
a r desde F'. Es claro, que Pr(z) es un subconjunto cerrado, acotado, puede
ser vacio y Pr(z) es Convexo si F' lo es.

Pr, es una funcion multivaluada de £ en F.

P]:‘Z E—>2F

r— Pp(x)

Pp, es llamada la proyeccion métrica sobre F, cuando F es un conjunto
de Chebyshev. entonces Pp(x) es una funcion univaluada de E sobre F,
algunas veces conocida como la aplicacion Chebyshev, el operador de mejor
aproximacion 6 la funcién proximidad.

El siguiente resultado nos muestra algunas de las propiedades que posee la
Pp; para una prueba ver [3] y [4].

Lema 1.1 Sea (E,||-||) un espacio de Banach y F' C F un subespacio de
Chebyshev. Entonces,

1. Pr, es una aplicacion Idempotente y tiene grdfico cerrado.



S

Para todo x € E, se tiene

1Pr(2)ll < lle = Pe(z)|| + llzll < 2|

3. Pp, es homdgenea, esto es, para cada v € E y A € IR

Pr(\z) = APp(z).

4. Pp es aditiva modulo F, esto es,
Pe(ax +y)= Prla)+ Pry) six € FoyeF,
por lo tanto. en general Pr no es lineal.
5. Pp, esta caracterizada por el siguiente hecho: Para cada x € F,

e = Pr(z)]| =d(z. F) = e + F||.

Es importante senalar que existen proyecciones métricas que no son apli-
caciones continuas. En este sentido tenemos que el primer ejemplo de una
proyeccion métrica discontinua fué dado por J. Lindeustrauss, ver [4]. Otro
ejemplo fue dado por R. Holmes y B. Kripke [12] quienes construyeron un
espacio de Banach estrictamente Convexo, no reflexivo que posee un sub-
espacio lineal de codimension 2 cuya proyeccién métrica es discontinua.
Para otros ejemplos de proyecciones métricas discontinuas ver [1] y [4].

Por otra parte, tenemos que son ampliamente conocidas las condiciones bajo
las cuales la proyeccion métrica es una aplicacion continua. En este sentido
es importante recordar el siguiente resultado,

Lema 1.2 Sea (F,
shev de E. Entonces. si:

“|I) un espacio de Banach y I un subespacio de Cheby-

1. I es localmente Compaclo: o
2. F esdim(F) <oo:o

3. E es Uniformemente Convezxo; ¢



4. E es un espacio reflexivo, estrictamente Convezxo y posee la propiedad

(H): 0
5. F es un espacio L2 —UR; o
6. F es un espacio Lk — UR.

entonces, la aplicacion Pr es continua.

L]

Para la prueba de este resultado y sus respectivas definiciones ver [9], [10], y
[11].

En [3] y [9] encontramos ciertos resultados que nos muestran que la continui-
dad de la proyeccion métrica puede ser usada para demostrar la convexidad
de conjuntos de Chehyshev.

En la proxima seccién generalizamos los resultados del lema [1.2] (4) y (5),
los cuales fuerén dados por F. Sullivan [10} y Yu Xintai [11] respectivamente.

2 Resultado Principal.

Esta seccion la comenzamos dando la definicion de la propiedad wM intro-
ducida por el autor en [8] que generaliza la propiedad (k — M), ver [7].

Definiciéon 2.1 Sea (£, | -||) un espacio de Banach. Decimos que E posee
la propiedad (wM) si para cada x € Sg y (z,) C Bg tales que

k
im |le+ > an||=k+1, paratodok € IN
Ty Nk —00 i1

entonces (r,) es compacto en Bg.

Ahora, pasamos a dar nuestro principal resultado.

Teorema 2.1 Sca (E. || -||) un espacio de Banach y ' C F un subespacio
de Chebyshev. Si E posee la propiedad wM entonces la proyeccion meétrica
Pr es una aplicacion continua.



Prueba:
Sean z € F y (z,) C F tales que z, — =z.

Caso 1:
Siz € F entonces Pp(x) = 2 v por tanto se cumple que.

||PI-(’) - PF(IH)H = Hl ‘ [)I"(il'n)H < HI - JC'nH + IlPI‘(ln) - ln“

S Hl - J:nH + d(Inw [j) S ZHI - In“ - 0, n — oo,

asi, Pr(r,) — Pp(r),]o cual nos muestra que Pr es una aplicacion continua.

Caso 2:
Si x ¢ F entonces d(x, F') > 0. Sean
. L, — Pp(x) . x — Pp(x)
Ly = '—)———— N T VN
|2 = P(a)| |z = Pr(z)]

entonces, 1, — I, y ademas se cumple que,
Pr(zn) — Pplz) <= Pp(i.) — Pr(2) = 0;

Por tanto podemos asumir que z € Sg, Pr(z) = 0, y asi inicamente debemos
mostrar que Pp(zr,) — 0, pues en caso contrario, es decir, si Pp(z,) = m # 0
entonces tendriamos

lell = fla = Pe(e)l] < Jle = ml < lim fle, = Pr(e.)|
< finy el = ]l
ast, ||| = || — ]| v por la unicidad del punto cercano, m = 0.

Ahora, supongamos que Pp(r,) # 0, entonces existe una subsucesion { Pr(z,,)}
de {Pr(x,)}, la cual sin pérdida de generalidad la podemos tomar como
{Pp(z,)}, tal que para algin ¢, > 0 se tiene

HPF(xn)_PF(rm)” > Eo, (*)
Como,

2]l < llz = Pr(za)ll < llew — Pr(za)ll + 1o — zall < llzall + fl2. — 2],
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luego,
= Jlzll = Jim [}z = Pe(za)]

y de acd facilmente se puede obtener

k
hm |z + I—ZPF(xn,)>“:k+l, Yk e IN

kT =1
y como F satisface la propiedad wM entonces {z — Pr(2,)} es compacto en
Bp. v por tanto tiene una subsucesion convergente lo cual contradice a (*) y
asi tenemos que Pr(r,) — 0.y esto nos muestra que Pp, es una aplicacién
continua.

O

El siguiente resultado nos muestra la generalizacion anteriormente anunciada.

Corolario 2.1 sea (E.||-||) un espacio de Banach y ' C E un subespacio
de Chebyshev. Entonces, si:

[. E ¢s un espacio LNUC'; 0
2. L ¢s un espacio LwlC': 0
3. FE es un espacio LwR

entonces, Pr es una aplicacion continua.

Prueba:
En [5] se muestra que Lwl'R = LNUC y en [6] mostramos que

INUC = Propiedad(wM).

Ademas. en [7] mostramos que L — kR = Propiedad(k — M), pero esta
afirmacion es cierta para todo k& € IN por tanto se cumple que LwR —
Propiedad(wM).
Asl, tenemos que en cualquiera de los tres casos se cumple que la proyeccion
métrica Pr es una aplicacion continua.

a
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