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0. INTRODUCCION. Una gran cantidad de artficulos que estudian
existencia de soluciones para problemas de frontera asociadas
a la ecuacidn x" = f(t,x,x') imponen restricciones de creci-
miento en f respecto a su ultima variable. (Condiciones de
Bernstein-Nagumo). Ver [1], [2],[3], [4] etc. Sin embargo en
Bﬂ se hace notar que este tipo de condiciones no es tétalmen—
te natural; de hecho los autores de [:2] muestran que el pro -
blema x" = q&x'), x(0) = x(1l) = 0 posee una solucibn si g

tiene dos ceros de signo opuesto. Este resultado fué mejorado

de diversas maneras en (5] y [7].
Nuestro propbsito en este articulo es probar algunos teore
mas de existencia para el problema de Sturm-Liouville asociado

a la ecuacibn

x" flt,x,x") x (0.1)

donde £: [0,1]x R+ R denota, en todo lo que sigue, una fun
cidn continua. Nuestros resultados incluyen las hechos esen -
ciales de [5] , [7] y se consideran ademis condiciones de fron

tera no lineales.

1. PRELIMINARES. En lo que sigue C° denota el espacio de las
funciones continuas u: [0.1] » R provisto de la norma [[u [l =

_ n
=swp {|u®)| : 0 < t< 1} . Dado un entero n > 1 denotamos por C
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al espacio de las funciones wu: [0,1] » IR de clase " provis

ol ®hy

to de la norma ||u|h1= max { Hu[h),l!u'Ho , -

Fijaremos tambi&n nimeros reales ayr bo’ ajr b1 tales que

a., bi >0, a; + bi > 0 (i=0,1), a, + a) > 0

(1.1)
y denotamos por E el subespacio de C2 formado por agquellasu
que satisfacen las ecuaciones:

a, u(0) - bo u'(0) = Q, ay u(l) + b, u'(l) =0 (1.2)

1

. 2 .
Es claro que E es un subespacio cerrado de C~ de codimen -
. 1 : .
sién dos; ademés si u € C satisface las relaciones (1.2) en

tonces
u(0) u' (@) > 0 > u@) u'@) (1.3)

Por otra parte si u ¢ Cl satisface (1.2) y u es afin @"=0)
entonces u = Q. De aguif se sigue facilmente que la aplica -

ciébn E - C°, x - x" es un isomorfismo.
2 . .
1.1. PROPOSICION. Sea u £ C satisfaciendo (1.3) y sea

t, € [0,1] tal que [|u|h) = |u(t0)| entonces u'(t)) =0 vy

ult,) ") < Q.
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DEMOSTRACION. El resultado es obvio si u = 0, Asumamos ahora
2 i

que u # 0 y notamos que u alcanza su miximo absoluto en to;

en consecuencia nuestro resultado es trivial si 0 < t0 < 1.

Supongamos ahora que tO = 0 entonces (uz)' (0) < 0 1lo gue

junto con (1.3) implica u' (@) = Q. De aquf (uzl"(O) < 0y en
consecuencia u(0)} u"(0) < Q. El caso t = 1 es tratado de for

ma similar y esto da fin a la demostracidn.

Dados ntmeros reales ryr Ty > 0 definimos M(ro,rl) =
-1 -1

-1
=(r, + r;l r, r; [:ao bo + ay

o] > 0;

b, + 1] si ag >0 y a
M(_ , r,) =1 [:a—l b +1] si a, =0; M{,r,) =r 1y +1]
o' 71 o o o 1 ! o’"1 1 & P17l

si a, = 0. Nbtese que M(ro,rll es creciente de sus dos va -

riables.

1.2. PROPOSICION. Sea u € E tal que -r; <u'(t) < r

(0 < t <1); entonces ul(t) < M(ro, rl) (0 <t <1).

DEMOSTRACION. Supongamos primero gque ag >0, a; > 0, de
(1.2) se sigue facilmente que
(t) < [a—l b +t] ; ult) <r [a-l b, 1-t] (1.4)
ulth 2 s 8 "o d 21 &1 P .
ongamos ahora v(t) = a—l b + t - r_l ut); wit) = a’t b+
pong o o o i 1 1

+1 -t - rilU(t); de (1.4) se sigue que v,v', w, w' > 0; ade
-1 -1
mds v(t) +wit) = r =~ 1 r, + r;) [ﬂ(ro, ry) - u(t)] y como
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v + w > 0 concluimos que u(t] < M(r_, rl ¢+ 0 < t<1. Supon
gamos ahora que u(to) = M(ro, rl) para algfin t e Ehlj'entog
ces v(to) + w(to) = Q0 y de aquf v(to) = w(to) = 0. En conse
cuencia v = 0 en [O,toj y w =0 en [to,l] porque v,v',w,
w' > 0. Por otro lado; como tg e[p,l] entonces  t e{0,1} vy
de aquf u es afin. Esto dice que u = 0 vy contradice

u(to) = M(ro,rl). Asi u(t) < M(a,b); 0 < t < 1.

Supongamos ahora que a; = 0 y que u(to) = M(ro,rl) para
algfin toe[b,L] i yaque uf(t) <r [a;l b, + t] concluimos que
ty = lysi v es como arriba entonces v({@)} = 0. Pero v,v'> 0
y asi v = 0. De agui u es una aplicacién afin no trivial

que satisface (1.2) y esta contradiccibén termina la prueba del
caso a; = 0. E1 caso a, = 0 es tratado de manera similar vy

esto termina la demostracién.

1.3. TEOREMA. Sea U, un abierto de E que contiene el ori -

gen y supongamos que para 0 < A < 1, el problema
x" = Af(t,x,x") ; x € E (1.5)A

no posee soluciones en la frontera 3 Uo de Uo' Si Uo es aco-

tado en Cl entonces el problema

x' = f(t,x,x"), x € E (1.6)

posee una solucifn en UO.
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DEMOSTRACION. Fijemos r > 0 tal que Ilulh_i r para cada
ueU ysea R>Q tal que [f(t,x,¥vl] <R si [x],[|y]=<r.
Definamos ahora U = {u e U_; llu"HOA< R}; es claro que U es

un abierto acotado de E que contiene el origen tal que el pro-

blema (l.S)A no posee soluciones en 93U si 0 < ) < 1,

Definamos ahora L, N: E > C° mediante L({x) = x", N(x) =
= f(.,x(.),x"(.)); entonces el problema (l'S)K es equivalente
a la ecuaciédn x = AL T (N(xX)); v asf x # A Ll vix))  si

0 <A <1 y x e 3U. EIl resultado se sigue ahora del teorema
de continuacién de Poincaré (Axioma de Homotopfia de la teoria

de grado de Leray-Schauder).

2. LOS RESULTADOS PRINCIPALES. Haremos uso de dos resultados

previos; el primero de las cuales se encuentra probado en [71.

2.1, PROPOSICION. (ver [7]) Supongamos que existe € > 0 tal

que £(t,x,0) <0 si -e <x <0 ysea uce C2 una solucibn
de (0.1) gque satisface (1.3). Si u > - ¢ entonces u > 0 en
(a.1}).

NOTA. Sea u ¢ 02 satisfaciendo (1.3) tal que u > 0 en (0.1)

entonces u' (1) <0< u' (0).

2.2. PROPOSICION. Sea G: [0,R) » (0,) una funcién decrecien
te y continua a derecha; entonces el conjunto
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U: = {ueE: u(t] <0, @< t<1; u'(e]l < clult]) si

-1 . -
teu ([0,7)] es abierto en E. Si adem8s u estd en la clau

sura cl(U) de U entonces u'(t} < G(u(tl) si ¢t ¢ u-l(O,R)).

DEMOSTRACION. Usando redaccidbn al absurdo es f&cil probar que

U es abierto. Sea ahora u € cl(U) y sea (un) una sucesibn de
2 .

U convergente a u(en C') es facil ver que si 0 < u(t) <R vy

G es continua en u(t) entonces u'(t) < G(ul(1)).

Supongamos ahora que existe t e[0,1] tal que 0 <u(t) <R
vy u'(to) > G(U(to)); ya que u(tOIU'(to) >0 > u(l) u'(l) en -
tonces t < 1 y como u'(tO) > G(u(to)l >0 existe §: 0 < § <
< 1l-t  tal que u'(t) » Glu(t )) y ult))l < ult) < R si
t, <t <t , + 3. De aqui u'(t) > Glulty)) > Glult)) si
ty <t <t +§ y en consecuencia ul(t) es punto de discontinui-
dad de G si tO < t < to + 6. Esto contradice el hecho gue

las discontinuidades de G son numerables y termina la demos-

tracidn.

Estamos ahora en posicibén de probar los resultados m&s im-

portantes de este trabajo.

2.3. TEOREMA. Supongamos que existen funciones decrecientes

9or 971° [0,R) - (0,»); R> Q; tales que

£(t,x,g(t)) >0 si 0<x <R geilg, - gl}, (2.1)
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Supongamos ademfs que f(t,0,0] < Q@ @< ts<1) y que
f(t,R,0) > Q si M(gO(OL, 91(0)) > R. Entonces el problema (1.6)
posee una solucién u tal que 0 < u < R; -gl(O) <u' < gO(O) y

=gy (u(t)) < u'(t) < g (ult)]l si wult) < R.

DEMOSTRACION. Asumiremos previamente que las desigualdades im-

puestas a f son estrictas (£(t,0,0Q) < 0, f£(t,x,g9(x)) > 0 etc).

Escojamos € > 0 tal que f£(t,x,0) <0 si - € <x< 0
y definamos G, (x) = lim _ +g.,(zl; 0 < x <R ;
U={ueE: =-¢e<u=x<R - Gl(O) < u' < GO(O); - Gy (ult)) <

<u'(t)) < G (u(t)) si u(t) > 0}. Ya que G; es decreciente
y continua a derecha (i = 0,1); entonces U es un abierto de

E (ver proposicibén 2.2); ademds 0 € U y U es acotado en Cl.

Sea 0 <A <1 ysea uce cl(U) una solucibén de (l.S)A

-

de acuerdo al Teorema 1.3 bastard ver que u ¢ U. Ya que -e <u
entonces la proposicidn 2.1 dice que u > 0 en (0,1) y en par-

ticular u > - ¢ y u'(l) <0 < u'(0).

AFIRMACION 1. u < R. Prueba. Ya que Gl(O) < u' < GO(O) en -
tonces u < M(GO(O) r G (0)}) < M(_go (Q), gq (0)) (Note que

G, <9; i=0,1) ysi R> M(go(Ol, gl(O)) no hay nada gque
probar. En caso contrario asumamos que u(to) = R para algtn

t, € [0,1]; de la proposicién 1.1 se tiene u' (k) = 0 > u"(t))

y de aqui u"(tol = f(to,R,Q) > Q. Esta contradiccién prueha
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la afirmacibdn 1.

De la proposicibn 2.2 sabemos que -Gl(u(tl)ji u' (t) <
2 G, tult)) si 0 < u(t) < B pero como - G;(0) < u' < G, (0) y
G_, Gl son decrecientes entonces

o]

-Gl(u(t)) sut(e)l < G lule)) si 0 <t <1 (2.2)

AFIRMACION 2. - Gl(O) < u' < GO(O). Prueba. Supongamos que
] — 13 f . ¢

u' (t)) = G (@) > 0 para algln t € [0,1]; ya que G, (0)> Glu(t))
entonces (2.2) dice que u'(to) = Go(u(to)) y de aqui 1f'&b)> 0.
Ya que u' (1}< 0 entonces t, < l, v 'como u"(to) y u“&b)>0
resulta que u y u' son estrictamente crecientes a la derecha
de toi de aquf la funcién v: = u' - G, O ues estrictamente a
la derecha de t, - Pero v(tol =00y asf v > Q en (to,tO +8 )
para algin 0 < § < 1 - t,- Esto contradice (2.2) y prueba 1la

afirmacién 2.

Razonando como en la afirmacidn 2 se concluye que las desi
gualdades de (2.2) son estrictas y de aqui u ¢ U. Por el teo
rema 1.3 el problema (1.6) posee una solucién en U vy por la
proposicién 2.1, u > 0 en (0,1). Esto termina la prueba del

primer caso.

Para probar el caso general sea A la clausura del conjun

to {&x,gx): 0 s x <R, g e{—gl,go}} JU {(R,Q)}, entonces A
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es cerrado y (0,0} £ A; de aguf existe una funcién continua
A’:IR2 - IR tal que A(Q,Q) = -1 y A =1 en A. Definamos aho-
ra fn(t,x,y) = f(t,x,y) + n-lA(x,y) para cada entero n > 1;
entonces fn(t,0,0) < 0; fn(t,x,g(x)) >0 etcy por el pri -

mer caso el problema

x" = fn(,t,x,x') , x ¢ E (2.3)

; : . _ v
posee una solucién u_ =~ tal que 0 < u <R, G, (u, (1) < uh(d<
< Go(un(t)); - Gl(O) < uh < GO(O). En particular (un) es aco-
tada en Cl y de (2.3) se sigue (un) es acotada en C2. Ast,

por el Teorema de Ascoli podemos suponer que existe u € Cl tal

que u > u en ‘Cl pero de (2.3) se tiene que (un) converge a
f(.,u,u') en C°; de aqui resulta que u es una solucién de
(1.6) con las propiedades requeridas. Note que u esti en la

clausura del conjunto {v e U: 0 < v < R; -G (0) < v' <G (0),

-Gy (v(t)) < v'(t) < G, (v(t))}

OBSERVACIONES (a) El teorema 2.3 fué considerado en [5] para

el problema de Dirichlet (bO = bl = 0); donde se asumié ademés

1 .
que ggr 9y fueran de clase C . Si bO = bl = 0 puede probarse
que el Teorema 2.3 permanece v&lido si en (2.1) se asume,

0 <x <R vy
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b) El teorema 2.3 fué probado en [7] cuando dor 97 son funcio

nes constantes.

c) Supongamos que existen Tyr ¥p > 0 y una funcién continua
h: [-ry,r ] » [0, tal que h(-r;) = h(r,)) =0, h >0 en
(rl,ro), h es creciente en (—rl,ro) y decreciente en m,ﬁQ;
£(t,h(0),0) >0 si h(0) < M(ro,rl); flt,h(y),y) > 0 si
h—l(h(y)) posee exactamente dos elementos. Si £(t;0,0)< 0
entonces el problema (1.6) posee una solucibén. Prueba. Pa

ra 0

A

. . -1
x < h(0) definamos g_(x) = inf h ~(x) N [p,roj ,
g, x) = sup h!x) N [}rl,Oj. Observemos también que 1las
hipbtesis de monotomfa en h implican que el conjunto
~1 . -

{y: h(h ~(y)) tiene mads de dos elementos} es numerable; de
aquf el conjunto {y:hhfl(y) tiene exactamente dos elemen -
tos} es denso en [}l'ro] y asf g_, g, satisfacen las hi
p6tesis del teorema 2.3. Esto termina la prueba. Esta no
ta cubre los aspectos m&s esenciales de [3] , 82. Compare

también con [6]; teorema 2.5.

El caso en que f(t,0,0} > 0 puede ser estudiado a través
del problema [?" = -f(t, -x, -x'), X ¢ Ej; pues si v es solu-
cién de este problema entonces -v es solucibén de (1.6). En
el caso en que f(t,0,0) no tiene signo constante se tiene el
siguiente resultado, cuya prueba esta bésicamente contenida en

el teorema 1.7 de Eﬂ y el teorema 2.3.

2.4, TEOREMA. Supongamos que existen funciones continuas
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Ior Ip° [-s,R] -~ [0, »}; R,S > 0; positivas en (-5,R) y dife-
renciables en x = 0 tales que f(t,x,gx))x > 0 si -s < x < R
y g el-g;, 9.} i £(t,R0) >0 si R M(g, (@), g,(0));

£(t,-5,0) < 0 si § < M(g_(0),g; (0)).

Si f es diferenciable en (t,0,y); 0 < t <1,
g e{gO(O), -g; (0)}; entonces el problema (1.6) posee una so-

.

lucién u tal que -8 < u < R y -g;(t)) < u' (t)< g (ulw).

2.5. COROLARIO. Sean p: I:O,ljx IR2 >IR; g: IR » IR funcio-

r, > Q0 tales que

nes continuas y supongamos que existen r 1

OI

g (-ry) = ql(r,)l = 0. Entonces el problema
x' = plt,x,x") qx'), x € E (2.4)

posee una solucidén u tal que -r; < u' < r,-

DEMOSTRACION. Pongamos M = M(r_,r;) y sean go,gl:L:M,Ng+-IR
las funciones constantes g; (x) = r, i =0,1). si g es
diferenciable en {-rl,ro} y Pp es diferenciable en

{(t,0,r): 0 <t<1l, 1= —ry. ro} entonces el resultado se
sigue del teorema 2.4. Por otra parte es fécil ver que exis-
ten sucesiones de funciones continuas {qn: IR + IR };

{pn: [O,l] X IR2 + IR} y sucesiones de nfimeros reales positivos
{ron} , {rln} tales que qn(ron)= qn(-rln) =0; q, >4 y

p, > P uniformemente en R y [0,1]x R® respectivamente;
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q, es diferenciable en [}rln’ roﬁj Yy P, es diferenciable
en [0,1]x [-M,M] x [—rl—l, r + 1] . En particular el pro-
blema [x" = p, (t,x,x') g (x'), x ¢ E] posee una solucién

- < u' <
u, tal que rn,suy =sr

n n Y el resultado se sigue como en

O

el teorema 2.3 recordando que Hunll(D <M _, r; ). Esto

termina la demostracidn.

3. CONDICIONES DE FRONTERA NO LINEALES. En esta seccibén pro
bamos dos teoremas de existencia de soluciones para proble-
mas de la forma [?" = f{t,x,x'}; x ¢ Nﬂ; donde M es una de

formacidén homotdpica apropiada de E. Nuestros resultados es

tdn basados en el siguiente teorema abstracto.

2 2 . .
3.1. TEOREMA. Sea S: BL]J x C” » IR” wuna aplicacién compac
ta (completamente continua)l tal que

(i) La aplicacidn So: c” > R” ; So(x)

S(0,x); es lineal

(ii) si So(u) =0 y u'" =240 entonces u 0.

Supongamos que existe un abierto ecotado U de Cl conte-

niendo el origen tal que el problema

X" = Af(t’X]X')I S()\IX) = 0 (BOl)A

no posee soluciones en 3U si 0 < A < 1. Entonces el proble

ma (3.1)l posee una solucibén en U.
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DEMOSTRACION. Definamos T: C2 + C°x IR2 ; N: [0,1:] X C2 » C°% R
mediante T(x) = (x", So(x)), N(x)= ( £(.,x,x'), S0,x)-S(A,x)).
Es claro que T es lineal continua inyectiva y que N es

compacta.

Pongamos A = {u € c?: u' = 0} entonces A es un subes-
pacio de C2 de dimensién dos tal que A N Ker SO = {Q}; de

aqul se tiene gue So es sobreyectiva y que A § Ker So= C2;

en particular SO(A) = IRZ.

Dado (p,r} € C°x ]R2 escojamos u ¢ CZ, v € A tales
que So(vl =r y u" =p. Escribamos u=a + w con a € A
y w ¢ ker §_ entonces w" =p vy S, w) = 0; asf T(wwl=([,r]

lo cual prueba que T es sobre y por el teorema de la apli-

cacidn abierta T es un isomorfismo.

Por otra parte, el prohlema (§.11A es equivalente a la
ecuacidn x = T—l(N(A,x)) y de agqui x # T-l(N(A,x))si»x e U
Q <X < 1. Ademi&s T—l(N(O,x)) = 0 y el resultado se sigue
de las teorfa de grado de Leray-Schauder. Esto termina la

prueba.

En lo gue sigue ¢o’ ¢l: IR - IR denotan funciones con-

tinuas tales que

o, ) x > 0 > ¢; (x)x (3.2)
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3.2. TEOREMA. Supongamos que £(t,0,0) < 0 y que existen nfi
meros reales Tyr Ty R > 0 tales que
(3.3]

fle,x,r] >0 si Q<X <R r=r7rxr,-r

Pongamos

_ o1 -1 -1 -
R = 1 + r” max gb(,[:O,rO]) + r)" max q>1 (,[:rl,o'_'])_

si f£(t,R,0) >0 &6 si R > R, entonces el problema
x" = flt,x,x'), x@) =9¢, x'{)): i=20,1

posee una solucidn u; Q < u < R; -r; < u' < ro
DEMOSTRACION. Podemos asumir que las desigualdades para f
son estrictas (£(t,0,0] < 0, £(t,x,r] > 0 etcl. PFijemos
ahora € > 0 tal que f£(t,x,0) <0 si =-e < x < 0y defina

1 . ) 2 2
mos U= f{ueBE: -e <x <R =-rj<u <r}i S: 0,] x "> R;
sSO,x) = (x() - A¢O(x'(0)), x{1) - A¢l(x'(l)). Es claro que

S satisface las hipbtesis del teorema 3.1.

Sea ahora u & cl(U) una solucibn de (3'1)A para algtn
A > 0; ya que S(A,x) = 0 entonces u(0)u'(Q) > 0 > u(l)u' @)

ver (3.2)y por la proposicién 2.1, u > 0 en (0.1); en parti-

cular u'(l) < 0 < u'(0). Por otro lado, razonando como en
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la proposicién 1.2 concluimos que u < Ro y sale aquf u < R
(ver teorema 3.3, afirmacién 1). También es ficil ver que

ry < u' < ro y el resultado se sigue ahora del teorema

3.1.

3.3. TEOREMA. Supongamos que £(t,0,0) < 0 y que existen

ror Tye R 2 0 satisfaciendo (3.3). Supongamos adem%s que
9, 9, son de clase ¢l con a: = inf ¢i({p,w)) >0 > ¢ @
y qﬁe £(t,R,0) >0 si R ro(l + a_l) entonces el proble-

ma

x" = f(»tlxlx'll x' ()= Qbi(X(l)); i=0,1
posee una solucién u > 0; -r, < u' < r .

DEMOSTRACION. Procedamos como en el teorema anterior; pero
definiendo en este caso S: [0,1] x c? + ®? nediante;

s(0,x) = (x'(Q) - qb(')(OIX(O) , x'Q@Y)y - cbi(O)x(l)) Yy para

s (,x) = (' (@) - ATTe (x(@)), x' (- ATe; Ox@))

ya que ¢O(02 = ¢1(0) = 0 entonces

,

1
s,x) = x'(Q) - J ¢5(Ax(0151ds}x(0),
0

\

r

1
x'(1)- -[ ¢i(Ax(1)S)dst(ll}
0

\
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y de aguf es féacil verificar que S satisface las propieda

des del teorema 3.1.

Sea u € cl(U) una solucidn de (3.1)1 para algfin 0 < A <1;
entonces A u' (iYu((i) = ¢i()\u(i))u(i) y de agui u'(L)u()<0
< u(0) u'(0), y razonando como antes tenemos - € < u, —r1<1f<ro.
Por otra parte; de las relaciones

.

. 1

u' (0) = u(Q) J 9o Aul0lslds > a u(0); wu' < rg (3.4)
0

concluimos que u(t) < ro(l + a—l). (Ver prueba de la propo

sicidn 1.2). El resto de la prueba es ahora trivial.

NOTA. Supongamos, en lugar de (3.3); que f£(t,x,r) > 0 si
r>0, r=r,, - r . Entonces el teorema 3.3 permanece va-
lido si la hip8tesis inf(¢5({p,W)l > 0 es substituida por

las siguientes: (i) ¢_(x) > 0 si r > 0; (ii) existe K > 0

tal que ¢O(x) > ry si x > K y (iii) ¢é(0) > 0.

PRUEBA. Pongamos V= {ue C:u>0Q, -r
aa' (0) = ¢O(Au(0)) para algGn X; 0 < A <1, Probaremos que
el conjunto {u(0): u € V} es acotado; para ello supongamos
gue existe una sucesidn (un) en V tal gue un(O) > 4+ o0y

« . t -_—
sea (An) una sucesidn de (0,1) tal que An un(O) _'%)Qn unGn).

' <
Ya que A un(O) < r, entonces 0 <Xy un(O) < K y podemos

asumir gque An un(O) > X i para algn x_ > 0. Pero

(o]



u;l (a) l'l | 1
a ~» EETUT = JO¢5(An un(ols)ds -+ J0¢$(Sxolds

y de agui x> 0 porgue ¢é(01 > 0. En consecuencia

Xn -0 vy asi ¢O(Kn un(O)) + 0. Es decir ¢O(xo) =0 vy

esta contraccifn prueba la existencia de Ro > 0 tal que

u(0) < R, para cada u € V. De aqufi u < R o+ r vy la prue

ba sigue facilmente definiendo

= [ < u < + - < u' < .
U {uekE £ R, T, ry u ro}
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