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INTRODUCCION.

' El objetivo principal de este trabajo es el de utilizarx
la nocidén de operador Tauberiano, tal y como se encuentra en
‘KW], para derivar algunos resultados relacionados gon la
geometria de los espacios de Banach; especificamente probare
mos;'entre otras cosas, que tanto la propiedad de Radon-Niko
dym asi como la propiedad de Krein—-Milman son preservados por
inyecciones Tauberianas. Un operador entre espacios de Ba -
nach T: X - Y se dice Tauberiano si las relaciones x** g X**
y T**x** g¢Y implican x** g X, donde T**:X** >Y** es el se -
gundo adjunto de T y tanto X como Y son considerados co
mo subespacios de X** y Y** respectivamente. Una de las pri
meras caracterizaciones de los operadores Tauberianos fue ob
tenida por Garling y Wilansky D@{] asumiendo que el rango de
T es cerrado. Concretamente ellos probaron que si T es de
rango cerrado, entonces T es Tauberiano si y s6lo si N(T),
el nGcleo de T, es reflexivo. Una nocidn de operadores més
fuerte que la de Tauberiano y previamente estudiada, es la de
operador Semi-Fredholm (Véase @ﬂ): Un operador T: X - Y es
Semi-Fredholm si R(T), el rango de T, es cerrado y N(T) es
de dimensidn finita. Kalton y Wilansky (Dﬂﬂ) muestran, entre
otras cosas, que si X no contiene subespacios reflexivos de

dimensifn infinita (por ejemplo ﬂl), entonces T es Tauberiano
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siy s6lo si T es Semi-Fredholm. En el mismo articulo, Kal-
ton y Wilansky caracterizan los operadores Semi-Fredholm como
aquellos que transforman subconjuntos cerrados y acotados de
X en subconjuntos cerrados y acotados en Y. Posteriormente,
Neidinger y Rosenthal obtienen resultados similares para ope-
radores Tauberianos; especificamente ellos prueban que T es
Tauberiano si y s8lo si T transforma subconjuntos acotados
y débilmente cerrados de X en subconjuntos acotados'y débil
mente cerrados en Y; en particular, esto se cumple para sub-

conjuntos convexos, cerrados y acotados de X.

Indicamos ahora la organizacidn de este trabajo. La Sec-
cidn 1 es de notaciones. En la Seccibn 2 se revisan las rela
ciones entre el rango y el espacio nulo de un operador, asfi
como también la definicidn de operador débilmente compacto.
La tercera Seccidn es la mis importante. Alll se definen los
operadores Tauberianos y se comparan con los dé&bilmente com -
pactos. Distintas caracterizaciones de estos operadores (los
Tauberianos) se dan a conocer, asi como se presenta una prue-
ba (Teorema 3.4) de un resultado anunciado, pero no probado,
por Kalton y Wilansky ( KW ). Utilizando una de las caracte-
rizaciones dadas por Neidinger y Rosenthal derivamos nuestro
resultado principal, el Teorema 3.18, el cual establece que
los operadores Tauberianos inyectivos preservan tanto la pro-
piedad de Radon-Nikodym como la propiedad de Krein-Milman.
Otros resultados obtenidos son 3.2, 3.5, 3.7, 3.10, 3.11, 3.17

y 3.19. De particular interés son 3.2 y 3.7.

46
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1. NOTACIONES. Sean X y Y espacios de Banach con duales X*
y Y* respectivamente. La bola unitaria cerrada de X seré de

notada por B En todo lo que sigue T: X - Y denotard un

X
operador. (=transformacibén lineal acotada) distinto del opera-
dor cero. Dado el operador T, N(T) y R(T) significarén el
NUCLEO Y EL RANGO de T, respectivamente. Recordemos que si
T es un operador, su segundo adjunto T**:X** » Y** es una exten-
sidn de T, entendiendo por esto que T**Jx = JYT’ donde JX
Y Jy: son las inyecciones candnicas. En particular, T** coin
cide con T si X es reflexivo. Si identificamos X  con
JX(X) y Y con JY(YI (esto siempre serd considerado de ese
modo) , vemos que T**(X) €« Y, o en forma equivalente

x < (T*%)"1 (1),

Si A ©X, entonces A y A" denotar&n la norma-clausura y
la débil-clausura de A respectivamente; mientras que K* de
notard la débil*-clausura de A en X**, Por un subespacio
siempre entenderemos, salvo mencidn explicita de lo contrario,

un subespacio lineal norma-cerrado.

2. GENERALIDADES SOBRE OPERADORES.

El objetivo de esta seccidn es el de proveer al lector de
las herramientas bisicas que se utlizar&n en este trabajo. He

aquil las definiciones y resultados.

DEFINICION 2.1. Sean M y N subespacios (no necesariamente
norma-cerrados)de X y X* respectivamente. Los andiquiladonres

Mi y lN se definen como:

47
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1l
M = {x* ¢ X : x*(xX}) = 0 para todo x & M}

= x e x: x*(x) = 0 para todo x* e N}

Es facil ver que M+ es un subespacio W*-cerrado de X* y lN es

un subespacio de X.

El siguiente resultado puede verse en [Ru, Teo. 4.7, pag.

.

91].

TEOREMA 2.2. Sean M y N como en la Definicién 2.1 Entonces:

1) ) =

(ii) et = ®* .

La prueba del prdximo teorema puede leerse en EL pag.lzﬂ.

Véase también ‘Bu, pég. 91].

TEOREMA 2.3. Sean X un espacio de Banach y M un subespa-

cio de X. Entonces:

(1) (X/M) * = Ml

(i1) M* = x*/mY
(iii) M*x= T () ¥

OBSERVACION. El Teorema 2.3 (iii) identifica el segundo espa
cio conjugado M** con un subespacio de X**, mientras que el

primer conjugado M* solamente puede ser identificado con un
espacio cociente de X*. En general dicho cociente no se pue

48# identificar con un subespacio de X*.
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Un hecho interesante de hacer resaltar, proveniente del Teo

rema 2.3, es el siguiente:

COROLARIO 2.4. Un subespacio M de X es reflexivo si y sblo

si JX(M) es W*-cerrado en X**,

De particular interé&s son los dos siguientes resultados[Bu,

péag. 94—96}.
TEOREMA 2.5. Sea T: X-—»Y un operador. Entonces:
) .
(1) N(T*) = R(T) = R(T)
. i
(ii) N(T) = R(T*).
En particular,
(iii) N(T*) es W*-cerrado en Y*.
(iv) R(T) = Y si y s6lo si T* es uno—a-uno.
(v). T es uno-a—uno si y sélo si R(T*)* = X*.

TEOREMA 2.6. Si T es un operador, entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(i) R(T) es norma-cerrado en Y.

(ii) R({(T*) es W¥*—-cerrado en X*.

(iii)R(T*) es norma-cerrado en X%*.

Pasemos ahora a recordar la definicibn de operador débil-
mente compacto y una de sus caracterizaciones. La finalidad

de hacer esto es con la intencidn de comparar estos operadores

49

con los operadores Tauberianos.
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DEFINICION 2.7. Un operador T: X +Y se dice débilmente com

pacto si T(By) es relativamente débilmente compacto.

Hemos visto que si T: X »- Y es un operador, entonces
T**(X) ¢ Y. En general no es cierto que T**(X**) c Y, salvo
si T es débilmente compacto como lo demuestra el isiguiente

teorema [DS, p&g. 482-485].

TEOREMA 2.8. Para un operador T: X - Y las siguientes con-

diciones son equivalentes:

(i) T es débilmente compacto

(ii) T**(X**) < Y.
Utilizando estas equivalencias se prueba répidamente:

COROLARIO 2.9. Si X o Y es reflexivo, todo operador T: X->Y

es débilmente compacto.
3. OPERADORES TAUBERIANOS

El estudio de los operadores Tauberianos tiene su origen
en un problema sobre sumabilidad [GW], pero quienes lo nombran
de esa forma son Kalton y Wilansky [RW]. Estos operadores pue
den ser caracterizados por el hecho de preservar conjuntos con
vexos cerrados y acotados (o conjuntos acotados débilmente-ce-
rrados). Existen otros tipos de operadores, llamados operado-
res "Semi-Fredholm" que se caracterizan por preservar conjun -

tos cerrados y acotados [W].

50 -
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DEFINICION 3.1. Un operador T: X -+ Y es Tauberdano si (T**) T (¥)=X.

Como se pudo observar anteriormente, cualquier operador T

1

satisface X © (T**) ~ (Y). Por lo tanto pedir que T sea Tau-

= (Y) = X; esto es, si x**e: X** y

beriano significa que (T**)
Tk*x** ¢ Y, entonces x** g X. ¢Cu8l es la relacibn entre los
operadores débilmente compactos y los Tauberianos?. Bién, si

1

T es débilmente compacto entonces (T**) — (Y) = X**, por el

Teorema 2.8. Si ahora pedimos que X sea reflexivo résulta de
manera trivial que T es Tauberiano; es decir, cuando X es re-
flexivo los operadores débilmente compactos y los Tauberianos
coinciden. Esta simple observacidn nos revela que cuando X

no es reflexivo, los operadores Tauberianos jam&s son débil -
mente compactos. Debemos hacer notar, sin embargo, gque el con
junto de los operadores Tauberianos puede ser v&dcio. ¢Como?.
Pués bien, todo lo que debemos hacer es obtener dos espacios
de Banach no reflexivos X y Y de modo tal que todo operador T

de X en Y sea débilmente compacto: un ejemplo, témese X=C(Q)

con  Stonianoy Y = Kll:DU, pdg. 156].

Hemos visto que si X es reflexivo los operadores Tauberia
nos y los débilmente compactos coinciden si su dominio es X.
Es mis, si todo operador T de X en Y débilmente compacto es
Tauberiano, entonces X es reflexivo. En efecto, sea T un ope
rador de X en Y débilmente compacto el cual también es Taube-
riano y sea xX**¢ X**, Por ser T débilmente compacto, T**x**gy
y como T es Tauberiano, x** ¢ X; esto nos dice que X = X**,

por lo que X es reflexivo.

Los operadores Tauberianos gozan de algunas propiedades in

teresantes como por ejemplo: - 51 -
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TEOREMA 3.2. Sea T: X > Y un operador Tauberiano.

(i) Si Y es reflexivo, entonces X es reflexivo.

(ii) Si Y es débilmente secuencialmente completo X también lo es.

Prueba. - (i) Sea x** ¢ X**, DPuesto que T**x** ¢ Y** entonces
T**x** ¢ Y porque Y es reflexivo. Siendo T Tauberiano, x** ¢ X,

asi (i).

(ii) Recordemos que un espacio de Banach Z es DEBILMENTE SECUEN
CIALMENTE COMPLETO si cada sucesién débil-Cauchy (zn) de Z (es-
to significa que (z*(zn)) converge para cada z* de Z*) converge
débilmente a un z de Z. Sea entonces (xn) una sucesién débil-
Cauchy de X. Defina x** en X** por x**(x*)=1im x*(xn) para ca-
da x* € X*, Puesto que T es w-w continuo, (Txn) es una sucesibn
débil-Cauchy en Y la cual converge débilmente, por la hipétesis,

a un elemento y € Y. Ahora, para cada y* ¢ Y¥*,

(T**x**) (y*)

X*F (THy*)

lim(T*y*)(xn)

1im y*(Txn)

1im y*(y) = 1lim y(y*),
de donde se obtiene que T**x** = y € Y. Ya que T es Tauberiano,
x** € X; es decir, existe x € X tal que x = X**, Por esto,

w
x, —> X concluyendo la prueba.

Es propicio el momento para revisar y discutir algunas de

las caracterizaciones de los operadores Tauberianos obtenidas

por‘l}Wﬂ, Dﬂ{] y [ﬁﬁ].
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En su trabajo sobre sumabilidad, Garling y Wilansky [GW,

Teo. 3], obtienen el siguiente resultado:

TEOREMA 3. 3. Bwﬂ. Sea T: X > Y un operador con rango norma

- cerrado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T es Tauberiano
(1i) N(T**) < X.

(iii)N(T) es reflexivo.

.

En general, si el rango de T no es norma-cerrado, (i) im

plica (ii) y (ii) implica (iii).

Posteriormente, Kalton y Wilansky [Kﬁ] observan que un re-

sultado mis general se puede obtener en ausencia de que el ran

go sea norma-cerrado.

TEOREMA 3.4. [KW]. Si T: X - Y es un operador, se cumplen:
1) N(T**) £ X si y sb6lo si N(T) es reflexivo y R(T*) es W*-ce

rrado.

2) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) T es Tauberiano

(ii) N(T**) € X vy T(Bx) es norma-cerrado.

(111)N(T**) < X y T(By) S R(T).

Como Kalton y Wilansky no dan una prueba de estos, hechos,  he aqui una.

Prueba.

Nbétese que la condicidén N(T**) < X es equivalente .a N(T**)=N(T).
En efecto, si N{(T**) = N(T) entonces trivialmente N(T**) & X.

Reciprocamente, suponga que N(T**) € X. Claramente N(T) € N(T*¥*).

53
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Por otro lado, si x** ¢ N(T**) entonces x** ¢ X (por la hipbtesis)
y como T**x** =Tx, donde x** es la imagen de algfin x, por medio

de la aplicacibén candénica, vemos que x £ N(T).
Pasemos ahora a la prueba de (1).

Suponga que N(T**)C€ X. Puesto que N(T**) es w*-cerrado en X**
(Teorema 2.5 (iii)), se sigue de la primera parte que el subes-
pacio N(T) es w*-cerrado en X**, Un llamado al Corolario 2.4,
nos dice que N(T) es reflexivo (en X). Por otro lado, lﬂNTﬂl)=

= R(T*) (Teorema 2.2 (i)), mientras que el Teorema 2.5 nos dice

que R(T*YL = N(T**). Usando de nuevo el Teorema 2.2 (ii) y el
hecho de que N(T**) = N(T) resulta que R(T¥) = l(R(T*)l)
Ly(r**) = (lR(T*)ﬁ = R(T*)*. Esto dice que R(T*) es w*-cerra-
do. (Observe que lN(T**) = N(Tf' ya que N(T**) = N(T)).

Supongamos ahora que N(T) es reflexivo (en X) y R(T*) es w*-

1
cerrado. Por el Teoremas 2.5(ii), N(T) = " R(T*) y por el Teorema

2.2(ii), N(Tﬁ'= R(T*) *. Por hipbtesis, R(T*)* = R(T*) por lo que
N(T)lt = R(T*}'= N(T**). Por el Teorema Bipolar [TL, p&g. 162],
N(T}J'= N(T)* y como N(T) es reflexivo resulta que es w*-cerrado,
por el Corolario 2.4, y asfi N(TfJ'= N(T). De esto se deduce

N(T) = N(T**) = X.

Prueba de (2),

(i) implica (ii). Si T es Tauberiano, entonces N(T**) & X tri-
vialmente. Probemos que T(BX) es cerrado. Sea (xn) una sucesibn

en BX tal que Txn +~ vy e Y. Puesto que B§* es w¥*-compacto y con-

tiene a B entonces existe una subred(xB) de (xn) tal que

XI
w¥* . *
> x*% ¢ BX**. Ya que T** es w*-w* continuo, T**xgELQT*hd*

X

B

A
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y como T**xB = TXB e Y entonces y*(TXB) —> y* (T**x**) para cada

y¥ ¢ Y*. Como Tx_—>y en norma, Tx,—>y en norma por lo que,
n B8

y*(TxB) —> y*(y) para cada y* € Y*. Asi, y*(T**x**-y)=0 para to

do y*¥ € Y*, por lo cual T**x** = y ¢ Y. Por ser T Tauberiano,

X** ¢ X y en consecuencia existe un x € X tal que x=x**. Puesto

que || x||=[k**|| < 1, entonces x ¢ B, y asi Tx = y. Esto prueba
que T(BX) es cerrado.

(ii) dimplica (iii) es trivial.

(iii) -implica (i). Suponga que N(T**) ¢ X vy TTE;T < R(T). Sea
xX** ¢ X** tal que T¥**x** ¢ Y. Sin perder generalidad, podemos
suponer que Xx** ¢ BX**. Siendo B, w*-denso en BX**, existe

X

w* . .
tal que x, —>x**, Por la w*-w* continuidad

una red (x en B
de T**, T** x AN T**x**, pero como T**XB= TxB € T(BX) entonces,
y*(TXB) —> y*(T**x*%*) parva todo y* € Y*¥. Por otra parte,'como

todo subconjunto convexo y cerrado de Y es dé&bilmente cerrado

en Y (DS, Teo. V.3.13), resulta que TTﬁ;T es dé&bilmente cerrado

en Y, de donde se deduce que T**x** ¢ TTﬁ;T. Por la hipdtesis,
existe x € X tal que T**x** = Tx, por lo que x** - x £ N(T**).

Como N(T**) < X, por (iii), deducimos que Xx** = x ¢ X. Esto d§

por finalizada la demostracidn.

De la observacién hecha al comienzo de la demostracién del

teorema anterior, se deduce ripidamente:

COROLARIO 3.5. Si T: X > Y es Tauberiano con X no reflexivo,

entonces N(T**) # X.
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Para el caso en que T es uno-a-uno, una aplicacién de los Teore-

mas 3.3 y 2.5 (v) nos d&:

COROLARIO 3.6. Sea T: X * Y un operador uno-a-uno. T es Taube-

riano si y sblo si R(T*) es norma-denso en X* y T(BX) es cerrado.

A un operador Tauberiano uno-a-uno lo llamaremos una inyec-

cidn Tauberiana.

Recordemos que un espacio de Banach X es WCG (Weakfy Com -
pactly Generated) si existe en X un subconjunto débilmente
compacto K tal que el subespacio generado por K sea norma-denso

en X (Véase [L]).

COROLARIO 3.7. Sea T: X = Y una inyeccidn Tauberiana.

(i) 8Si Y* es WCG, entonces X* es WCG.

(ii) Si Y* es WCG, entonces T**(Bz*) es w*-secuencialmente com-
pacto para cada subespacio Z de X*.

(iii)Si Y**/Y es separable, entonces X* es WCG.

PRUEBA.

(i) Puesto que T es una inyeccidn Tauberiana, R(T*) es nor-
ma-denso en X*, por 1lo que X* es WCG si Y* lo es [L, pag. 239].
La condicidén "Y**/Y es separable", implica Y* es) WCG [K.Teo.
3.5]. Asf X* es WCG por (i). Esto prueba (iii). Por un re-
sultado de Amir-Lindenstrauss [Aﬁ]: "si X es WCG, entonces

B,x€S w*-secuencialmente compacto para cualquier subespacio Z

Z
de X". Por lo tanto, si Y* es WCG entonces X* es WOG (por(i)), y por

.56
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el resultado de Amir-Lindenstrauss y la w*-w* continuidad de T*%*,
tenemos que T**(Bz*) es w*-secuencialmente compacto para cualquier

subespacio Z de X*, esto prueba (ii).

Siguiendo con las caracterizaciones de operadores Tauberianos
por medio de imiAgenes cerradas, en el mismo articulo Kalton 'y

Wilansky obtienen:

TEOREMA 3.8. [KW]. Para un operador T: X - Y las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(1) Ti es Tauberiano.

(ii) Para cada subconjunto acotado K de X, TK es relativamente d§
bilmente compacto si y s6lo si K es relativamente débilmente

compacto.

Una nueva caracterizacidn la obtuvieron Neidinger y Rosenthal
[NR] .
TEOREMA 3.9. [NR]. Sea T: X > Y un operador. Son equivalentes

las siguientes condiciones:

(i) T es Tauberiano

(ii) Para todo K acotado y débilmente cerrado de X, TK es débil-
mente cerrado.

(iii)Para todo K convexo, cerrado y acotado de X, TK es cerrado.
(iv) Para todo K convexo, simétrico, cerrado y acotado de X, TK
es cerrado.

(v) N(T) es reflexivo y para todo subespacio Z de X, T(BZ) es

cerrado.

(vi) N(T) es reflexivo y para todo subespacio Z de X, T(BZ) < TZ.

Si X no es reflexivo, la siguiente también es equivalente:

57
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(vii) R(T) es de dimensibn infinita y para todo subespacio Z de

X, T(BZ) < TZ.

Una sucesibn (Xn) de X se denomina Débil-Cauchy si (x*(x_))
converge para cada x* en X*. ©Un subconjunto K de X es Débilmen-
te-Pre-compacto si cada sucesidn acotada de K tiene una subsuce-
si6én débil-Cauchy. Diremos que X no contiene copia de 21, si
ninglin subespacio de X es linealmente homeomérfico a L;- Por un
resultado de H.P. Rosenthal [Ro, Teo. 3, péag. 808}, el‘espacio X

no contiene copia de 1.1 si y sblo si B, es débilmente pre-campacto.

X
TEOREMA 3.10. Sean T: X - Y una inyeccidn Tauberiana y K un
subconjunto acotado de X. Entonces K es débilmente pre-compacto

si y sblo si TK es débilmente pre-compacto.

PRUEBA. Suponga que K es débilmente pre-compacto. Sea (yn)
una sucesifn en TK. Entonces existe una sucesidn (xn) en K tal
que y, = Txn. Puesto que K es acotado y débilmente pre-compacto,

existe una subsucesibn de (xn), que seguiremos llamando (xn), tal

que (x*(xn)) converge para XxX* € X*. Sea y* € Y*. Ya que T*y*
estd en X* y como y*(Txn) = (T*y*)xn, vemos que (y*(TXn)) conver
ge. Esto prueba que TK es débilmente pre-compacto. (observe

gque &sta implicacidn es vilida para operadores en general).

Reciprocamente, suponga que TK es débilmente pre-compacto.
Sea (xn) una sucesidn en K. Entonces (Txn) admite una subsuce-
sidn, digamos (Txnk), tal que (y*(TXnk)) converge para cada
y* ¢ Y*. Como T es una inyeccibén Tauberiana, R(T*) = T*(Y*)
es norma-denso en X* (Corolario 3.5). En consecuencia, dados
£ >0 y x* g X*, existe y* g Y* tal que [|x* - TH*|| < e/M
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donde M = supl]xnll. Ademds, existe un 1 tal que
[ (T*y*) (x_ ) - (T*y*)(x_ )| < e¢/3M si k,1 > 1 . Por lo tanto,
ny ny Z o
[x*(x_ ) - x*(x_ )| < |x*&x_)-Tq*&x_ )|+ Tv*x_ —x_ )|
P o T "k "k ™
kk -k
+ | Try*(x )-x (xnl)l <epara k12>1.

Esto muestra que K es débilmente pre-compacto.

.

COROLARIO 3.11. Sea T: X - Y una inyeccidn Tauberiana. En-
tonces T(BX) es débilmente pre-compacto si y sblo si X no con-

tiene copia de Zl.

Nuestro prbéximo resultado (Teorema 3.16) nos dice que las
inyecciones Tauberianas preservan la propiedad de Radon-Niko-

dym y la propiedad de Knredin-Mdilman.

Las definiciones y resultados a ser utilizados en esta par

te pueden verse en R.D. Bourgin [B].

DEFINICION 3.12. Sea D un subconjunto acotado de X. D es
Dentado si para cada € > 0, existe un x € D tal que

x £ co (D\B_(x)), donde co(A) denota la clausura de la cép-
sula convexa de A y Bg(x) es la bola cerrada de centro x y ra-

dio e.

DEFINICION 3.13. Sean K un subconjunto convexo, cerrado y
acotado de X y (2, Z,u) un espacio de probabilidad. Diremos
que K tiene la Propiedad de Radon-Nikodym con respecto a

(2,Z,u) si para cada medida vectorial m: I - X, la cual es

absolutamente continua con respecto a uy y tal que

“
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{m(a) / p(A) : A e I, u(A) > 0} <= K, existe una f ¢ Ié'( «,z,

satisfaciendo m(A) = I fdp para cada A ¢ £. El conjunto
A

K tiene la propiedad de Radon-Nikodym (PRN), si K tiene la

propiedad de Radon-Nikodym para cada espacio de probabilidad
(Q,Z,ul).

Una de las tantas caracterizaciones de conjuntos con la PRN,

Yy que usaremos aqui, es la siguiente:

.

TEOREMA 3.14 [B, Teo. 2.3.6, pdg. 31]. Para un subconjunto
convexo, cerrado y acotado K de X, las siguientes condiciones

son equivalentes:
(i) K tiene la PRN
(ii) Cada subconjunto convexo y cerrado de K es dentado.

(iii) Cada subconjunto convexo, cerrado y separable de K tiene

la PRN.

Otro resultado que usaremos en la primera parte del Teore-

ma 3.17 es el siguiente:

TEOREMA 3.15 [B, Teo. 4.1.13]. Sea K un subconjunto convexo,
cerrado, acotado y separable de X y sea T: X =+ Y un operador.
Si la restriccidn de T a K es uno—a-uno y si TK es cerrado en
Y, entonces K tiene la PRN siempre que TK la posea.

DEFINICION 3.16.Eﬁ . Un subconjunto convexo y cerrado K de X
se dice que tiene la Propiedad de Krein-MiLman (PKM), si cada

subconjunto convexo, cerrado y acotado D c K satisface
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D = co (ext(D)), donde ext(D) es el conjunto de los puntos ex

tremales de D.

J. Lindenstraus probd que si K es un subconjunto conve-
X0 Y cerfado de X con la PRN, entonces K tiene la PKM [P, Teo.
3.3.6, péag. 49]. El general, el reciproco es alin un problema
sin solucibén. En espacios duales y con K convexo y w*-compac
to, ambas condiciones son equivalentes [B, Teo. 4.2.1%, pPé&g.

91].

El siguiente lema técnico es la clave del prdximo resulta

do.

ILEMA 3.1.7. Si T: X = Y es Tauberiano y K& X es acotado,

entonces T(co(K)) = co(TK).
PRUEBA.

Por el Teorema 3.8 (iii), T(co(K)) es cerrado. La conti-
nuidad de T y el hecho de que T(co(K)) = co(TK) producen el

resultado.
El siguiente teorema es nuestro principal resultado.

TEOREMA 3.18. Sean T: X » Y una inyeccién Tauberiana Yy

K e X convexo, cerrado y acotado.

(i) K tiene la PRN si y sblo si TK tiene la PRN.

(ii) K tiene la PKM si y s8lo si TK tiene la PKM.

61
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PRUEBA.
(1) Suponga que K tiene la PRN y sea D un subconjunto convexo
y cerrado de TK. Como T: K = TK es un isomorfismo afin, y T
es Tauberiano, existe un subconjunto convexo, cerrado y acota-

do K, € K tal gque TK, = D. Teniendo K 1la PRN, K, es denta

1 1

do (Teorema 3.14); esto es, dado £ > 0, existe un x ¢ Kl tal
que x £ Fa(ﬁKl \ Be/|| T”(x) ) . Por el Lema 3.17, ’1‘(2:-5(K1\ B€/ I TH(X)))=
= co (T (K \ BE/ | 7j| ®))). Por serT inyectivo, T(K;\ Be"/” 7| GN=
= TK,\ T(B%/,IITII(X)) y como T(B;/’[[T||(X))£; B_(Tx) se con
cluye que ES(TKl\ B_(Tx)) & T(c_a(_Kl\ BE/H ol (x))). De lo
anterior resulta ahora claro que Tx t’ES(TKl \ BE(TX)); es de

cir, TKl = D es dentado y por el Teorema 3.14, TK tiene 1la

PRN.

Reciprocamente, suponga que TK tiene la PRN y sea Kl un
subconjunto convexo, cerrado y separable de K. Por ser T Tau-
beriano, TK, es cerrado y ademds separable (la imagen continua
de un conjunto separable es separable). Como TK tiene la PRN,
un llamado al Teorema 3.14 nos revela que TKl también la tie-
ne. Si acudimos ahora al Teorema 3.15 &ste nos garantiza que

K, tiene la PRN, y usando de nuevo el Teorema 3.14 se concluye

1
que K tiene la PRN.

(ii) Suponga que K tiene la PKM. Sea D & TK convexo y cerra
do. Por el mismo argumento dado al inicio de la prueba de (i),
existe un subconjunto convexo, cerrado y acotado Kl <€ K tal
que T K, = D. Como K tiene la PKM, K, = ES(ext(Kl)). Por

1
ser T inyectivo, T(ext(Kl)) = ext(TKl) lo cual nos dice, de

Pl
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paso, que ext(TKl) # f#. Por el Lema 3.17
TK, = T(co(ext(K,)) = Co(T(ext(K;)) = To(ext(TK,))
significando con esto que TK tiene la PKM.

Para el reciproco, suponga que TK tiene la PKM y sea K, un

1

subconjunto convexo y cerrado de K. Siendo T Tauberiano, TKl

es convexo, cerrado y acotado (Teorema 3.9) y por consiguien-
L3

te: TK, = EB(ext(TKl)) puéds TK tiene la PKM. Por el Lema
3.17, TK, = T(EB(ext(Kl))) y la inyectividad de T nos reve
la que K, = ES(ext(Kl)). Esto da por finalizada la prueba.

En la demostracibén del teorema anterior, parte (ii), el le
ma 3.17 puede ser reemplazado por un resultado de A. Lindens-
trauss [B, Teo. 3.1.1, p&g. 39], el cual establece que si K
es un subconjunto convexo y cerrado de X tal que cada subcon-
junto convexo, cerrado y acotado de K tiene al menos un punto

extremal entonces K tiene la PKM.

Observe que en la prueba del Teorema 3.18 se obtuvo el si-
guiente resultado:
COROLARIO 3.19. Si T: X - Y es una inyeccién Tauberiana, en

tonces T transforma conjuntos dentados en conjuntos dentados.

COMENTARIO FINAL.

El Teorema 3.8, de Neidenger-Rosenthal, esti Intimamente
relacionado con los operadores Semi-Encajados (en inglés

Semi-Embeddings). Una referencia es [BR]. Un operador
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T: X » Y se llama un Semi-Encaje, si T es uno-a-uno y T(BX)

es cerrado. X se Semi-Encaja en Y si existe un semi-enca
je T de X en Y. La relacidn entre semi-encajes y la PRN s
simple [BR, Teo. 1.1]: "Un espacio de Banach separable X tie
ne la PRN si X se semi-encaja en un espacio de Banach y con
la PRN". Usando ese resultado Bourgain y Rosenthal demues -
tran ripidamente que "Todo espacio dual separable tiene la
PRN" (Este resultado es conocido como el Teorema de 5unford—
-Pettis [B, Teo. 4.13, p&g. 73]). Uno de los defectos que

sufren los operadores semi-encajados es que ellos no son he-
reditarios sobre subespacios; esto es, si Z es un subespacio
de Xy T: X Y es un semi-encaje, entonces la restriccibn

de T a Z no es necesariamente un semi-encaje. Uno dice en -
tonces que T es un "Semi-encaje Hereditario" si T es un

semi-encaje y la restriccién de T a cualquier subespacio de

X es un semi-encaje. Una consecuencia inmediata del Teorema

3.9 es la siguiente:

COROLARIO. Para un operador T: X + Y, las siguientes afirma
ciones son equivalentes: .

(i) T es una inyeccidn Tauberiana

(ii) T es un semi-encaje hereditario.
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