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VARIEDADES SIMPLECTICAS HOMOGENEAS
JORGE SAENZ

1. INTRODUCCION

Las estructuras simplécticas constituyeA un tema importante de la
Geometria Diferencial, ceonocido con el nombre de Gegmetria éimpléctica.Eg
tas estructuras cobraron especial relevancia en la Mec&nica Cl&sica. con

. .
la introduccidn, por parte de Poincaré, de métodos cualitativos en la Fi

sica. De hecho, los nuevos modelos de la mecdnica consisten, fundamental

mente, de una variedad simpléctica y un campo vectorial hamiltoniano.[1],

[2].

Una variedad homog&énea es un espacio cociente —% de un grupo de Lie
G y un subgrupo cerrédo K de G. E1l grupo G actua sobre £ a la izquier-
da, de la manera obvia. En este tipo muy especial de variedades, el inte
rés se concentra en los tensores que son invarientes por la accidn -del

grupo; es decir en los tensores G-invariantes.
En el presente trabajo se pruebapf

8¢ una vaniedad homogénea —GK- , con G compacto, tiene una estwctwia
. G
s4iopléctica homogénea (G-invaricnte], entonces —— posee una estwuctura

casi-henmitiana hbmogénea.

Este resultado es ya conocido para estructuras simplécticas genera- .
les (no necesariamentc homogéneas) [7] . En nuestro caso, a la estructu
ra se le exige la condicién adicional, bastante fuerte, de ser G-invarian

te.
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Tod i »
as las variedades Y tensores que aparecen son diferenciables de

clase C® ici
,CL . y este hecho se expresa diciendo simplemente que son diferen

ciables. En la notacidn seguiremos a [ 6 ], [10] Yy [11]

2. VARIEDADES HOMOGENEAS

.

A continuacién presentamos algunos resultados conocidos sobre varie-
dades homogéneas.

Sea G un grupo de Lie y K C G un subgrupo cerrado. G actda sobre

, G . . s
el cociente — a la izquierda y transitivamente del modo siguiente:

=|a

Gx—%——>
(a,bkK) = abk

G . P . .
— tiene una Gnica estructura diferenciable [11] tal que:

K

. . - G e .

i) La proyeccidén g : G ~— 3 es diferenciable.

- G . . : . . .
ii) Cada punto de s tiene una vecindad U y una seccidn diferencia-

ble s : U—G.
LLamaremos variedades homogéneas a las variedades del tipo _GIE-’ con
la estructura antes mencionada.

Para cada a € G se tiene el difeomorfismo

= |0

'.G___’
La = %

‘ L,(bK) = abk
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Si Ly : G— G es la traslacién a la izquierda L, (b) =ab, setie

ne el siguiente diagrama conmutativo

m G
—— —

=
I+
Q ——— @

K
Il‘a To Lg=1Lagoe T
G
K

—— —
T

Cada elemento a € G determina el automorfismo interno de’ G,
A, : G—G

A, (9) = aga-l = (Ra=lo La)(g) = (L, o R51) (g)

donde R__, - es la traslacidn derecha Ry-1(g) =g a-l, La derivada
de este au.tomorfismo nos da otro automorfismo,

Ad(a) = (R;-10 Lj), :g —_— g
del algebra de Lie g de G. Ademds, la funcién a - Ad(a) nos propor
ciona una representacién de G en g , llamada la qepresentacidn adjunia

de G.

DEFINICION 2.1 Una variedad homogénea —% ess neductiva si el algebra
de Lie 9 “de G pucde descomponerse como una suma directa del algebra de

Lie l{ de K y un subespacio ||l que es Ad(K)-invariante; esto es, si
1 g=li€9m 2 Aad0 Cm
Se prueba f&cilmente que —i— es reductiva si K es compacta [6] .
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DEFINICION. Una métrica ricmanniana g en un grupo de Lie G es biinva
riante si g es invariante por traslaciones a la izquierda y a la derecha.

Esto es, si Y¥a€G y ¥ X,Y, campos en G, se cumple:

1) g((L), %X, (La),¥) =g(X,¥Y) 2) g((Ra), X, (Rg),¥Y) =g(X,¥)

Observar que si g es biinvariante, entonces también se cumple que:

.

3) g(Aad(a)x, Ad(a)Y) =g(X,¥Y), ¥ a€G

Esta Gltima expresidn nos dice que A d(a) es una transformacién or

togonal.
. . G . . .
Una métrica riemanniana g de 3 es invariante por G o, simplemente,
' G
invariante, si YVacG y Y X,Y campos de vl
4) g(L_ ), X), (Ly)xY) =g(X,Y), ¥ a€G
Si G es compacto, entonces G tiene una métrica riemanniana biinva-

G . oy . .
riante [11], y si K es compacto -é- tiene una métrica invariante [6].

. \ - G .
Ahora consideremos una variedad homogénea X y la proyeccién natu-

ral T : G —41%- . Para cada a € G y para cada k € K, se tiene que

5) L, o T= To L 6) T =T o Ry

Luego,

7) IL}-_O 1T=(Tf.o Rk—l)oLk=7roAk
De donde, derivando,

8) (I‘k)* o TT* = 77* o Ad(Xk)
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z-®

Sea e el elemento neutro de G, o la clase K en'% y m, es la de-

rivada de m en e. Se tiene la funcién lineal
Ty s Te (O — 7 2

cuyo nicleo es { X, / X € R

. G 3 . [l
Ahora si < s reductiva, con descomposicién

g- K m

y si identificamos g con T, (G) mediante el isomorfismo Xr~—> Xo, en

tonces obtenemos el isomorfismo w7 :|]l — To(%) . Ademds (8) nos pro

porciona el siguiente diagrama conmutativo:

Ad(k)
1 — 111
Tr* W*
. ]Lk -
G . G
#
LEMA 2.2 Si —GK— es reductiva con descomposicién

g=k€Bm

entonces existe una correspondencia natural biunivoca entre las métricas

) . . . G . .
riemannianas invariantes g en —— Yy los productos internos Ad(K)-.inva

K
riantes < > de ||| . La correspondencia es dada por
10 <x,y> = g(nm x, 7 v), X, Y ell
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Demostracién.

Dado g definimos < > como en (10), Como 9, ©s un producto inter-

no y T, es un isomorficmo, <, > tambiéh es un producto interno.

Para todo k € K, usando (9) y la hipétesis de que g es invariante,

se tiene que

.

< RAKLX, AA(K)Y> = go((Ad(K) o T)X, (Ad() o T)Y)

go(( ]Lk ° W*)X, (,]Lk o W*)Y-)

Go( T, X, T, Y)

<X, ¥> .

Reciprocamente, -dado < , > , definamos g: Sea a = aK un punto

. G
cualquiera de =

G G
-+ T (— T (— R
gy ¢ Tg () x T () —

e T )-I(Y) >

9. (X, ¥) =< (L, o TN TH(X), (T, .

Debemos verificarvque g estd bien definida. Si bK=aK, entonces
b=ak con k € K. Por (9) y por el hecho de que <, > es Ad(K)-inva

riante, se tiene:

-1 -1
gB(X,Y) =< (]Lbo T ) (X)), (]Lb o M) (X)) >

<(Lyo Ly o107 (0, (Lao L, oT) (1) >

-1 -1
< (Ly o Moo Ad(K)) ~(X), (Ly o T, o AA(K))  (¥) >

-1 - - -
CAA(K (L, o 7)™ ), AQ(K (L, o T,07 (1) >

*
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| . L
. =< (D, o) (X)), (Ly o ) (V) >

gz (X, Y) .

Es evidente, de la misma definicidn, que.g es ihvariante. m

!

LEMA 2.3 Sea ;%— reductiva con descomposicién

7 =-koem

.
a) Existe una correspondencia biunfvoca natural entre las r-formas
. . Q G . .
invariantes de x Y las funciones r-lineales alternantes Ad

(K)-invariantes w en ][l . La correspondencia esta dada por
*
1) w= 1w ()

b) Existe una correspondencia biunivoca natural entre los tensores
. . . G . .
de tipo (1, 1) invariante J en 3 y las funciones lineales

Ad(K)-invariantes J en |I] . La correspondencia esti dada por

12) J = W, o Jy o T

c) Existe una correspondencia biunivoca natural entre los campos vec
. . . G ~
toriales invariantes E en X y los elementos E en ||| que

son Ad(K)-jinvariantes. La correspondencia estd dada por

13) Eg= @, (E)

Demostracion.

Se procede de manera similar a la demostracibén del lema anterior. m
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3. VARIEDADES SIMPLECTICAS HOMOGENEAS

En toda esta seccidn G es un grupo de Lie compacto y conexo. Se pro
- . P ‘ P G . .
bara que toda estructura simpléctica homogénea en x induce en la varie

dad una estructura casi-hermitiana homogénea.

DEFINICION 3.1 Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Una

forma bilineal .

B:VxV—R

es no degenerada si

B(v,, v3) =0 Yv,EV = v =0
si g={v,..., Vn} es una base de V vy
bjj = Blvy, v§) , ~

la matriz n x n (bjj) es la matriz de B en la base g,
Se prueba fdcilmente que las siguientes proposiciones son equivalen
tes [1] :

a) B es no degenerada
b) (kj§) es no singular

c) V tiene dimensibn par, digamos n = 2m, y

B"= BA AB #0
v
m
DEFINICION 3.2 Una gfonma simpféctica en un espacio vectorial real V

es una forma bilinecal B que es antisimétrica y no degenerada. El par (V,B)

i
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e,

es llamado espacio vectorial simpléctico.

DEFINICION 3.3 Una estructura simpléctica en una variedad M es una
2~forma ‘g en M que es cerrada (€= 0) y no degenerada. El par (M, Q) se
llama variedad simpléctica. Si ademds M es una variedad homogénea -f(—;- y
2 es invariante, entonces § es una estwctuna Aimpléct(m homogénea vy

(-%—, .) es una variedad simpléctica homogénea.

L]

DEFINICION 3.4 Una estructura casi-compleja sobre una variedad M es

~132-

un campo tensorial del tipo (1, 1) que asigna a cada punto x € M un en

domorfismo .
3t T (M) — T (M)
tal que
32 = -1
donde I es la transformacidn identidad de Tx(M ). El par (M, J) es una

variedad casi-compleja.
Una métnica henmitiana sobre una variedad casi-compleja (M, J) cs
una métrica riemanniana de M que es invariante respecto a J; esto es,

(1) g(JXx,JY) =g(X,y), V¥ X, Y, campos en M

Una variedad casi-hermitiana es una triada (M,J,g), donde g es una
métrica hermitiana en la variedad casx compleja (M, J). Ademds, si M es
P G . . . G
homogénea, M = —;(—- y J y g son invarlantes, entonces (-T(—,J,g) es
una variedad casi-henmitiana homogénea.

Sea GL(n,R) el grupo de matrices reales de orden n x n que son in-
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. T

vertibles, 0(n) el subgrupo ortogonal y H(n) el subcohjunto de GL(n,R) -
formado por todas las matrices simétricas y positivas definidas. E1 si

guiente teorema se debe a Chevalier [3] y a Hatakeyama [4] :

TEOREMA 3.4
a) Toda matriz invertible T € GL(n, R) se puede descomponer de una

inica manera como un producto:
T=00a, donde 0 € 0(n) y o€ H(n)

b) La funcién GL(n, R) ~»0O(n) x H(n), T — (0, a) es un difeocmorfismo

analitico.

Ahora ya estamos preparados para enunciar y demostrar el resultado del

presente trabajo.

G . P ,
TEOREMA 3.5 Sea M = -~ una variedad homogénea con G compacta. Si

G . . P - G .
:? tiene una estructura simpléctica homogénea, entonces -E? tiene unaes

tructura casi-hermitiana homogénea.

Demostracion.

. \ . . . G
Sea (! la estructura simplBctica invariante definida en X -
] -

E% es reductiva, por ser G compacto. Sea

g=[;@m , con Ad(K)[l < U
Por el lema 2.3,

w = N*(Sfo)
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-

es una forma bilineal alternante y Ad(H)-invariante en (]} . Ademds ,
G . .
como T, 11 —”'Tb(']f) es un isomorfismo, w es no degenerada; es de

cir w es una forma simpléctica en ]} .

Tomemos una métrica riemanniana biinvariante en G. Esta existe, por
ser G compacto. Esta métrica nos proporciona un producto interno Ad(G)-

invariante en g = To(G). Sea

B:: {xll--ol Xn} | N

una base ortonormalde 1ll  respecto a esta métrica, sea

Por ser W no degenerada, B es invertible. Luego, por el teorema 3.4,

existe una dnica matriz de O(n) y una dnica matriz C € H(n) tales que
(2) B=DC
Por otro lado, por ser w Ad(K)-invariante, para k € K, se tiene que

(3)  w(ad(k)X,Ad®X)Y) = w(X,¥)

Sea A la matriz de Ad(k) en la base f, Por ser lamétrica biinvariante,
A es ortogonal. Ademds, (3) es eguivalente a

' (4) AtBA =B

Ahora, de (2) y tomando en cuenta que B es asimétrica, C es simétri-

ca y D ortogonal, se tiene que

B=DC = Bt=ctpt =

- =cbdt - pc =-~-cpt. =

C =-DCD = C

(—D%;Dtcn)
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Pero -D? € 0(n) y btcp € H(n). Luego, por la unicidad del teore

ma 3.4, se tiene que
(5) Dp¥=-1I (6) D»ptcp=c
gdemés,.de (2) y (4) vy del hecho de que A es ortogonal, se tiene
Dc=at(DC)A = (AtDA)(AECA)
Pero Atpa €ot) vy atca e ). Luego,-nuevamente per 3.4,

L]

6 DA=AD , (8) atca=c

|
O

(7) atpa =

n

La matriz D (d; ) nos proporciona la siguiente transformacién 1li

neal

. _ i
3 —m 3(Xj) 213 dj X,

La igualdad (5) nos dice que J es una estructura casi-compleja en

Il ., v la igualdad (8) dice que J es Ad(K)-invariante; esto es,

(9) J° =-1 (10) JF o AQ(K) = Ad(k) o §, ¥ kekK

aplicando el lema 2.3 parte b, cbtenemos un tensor J de tipo (1,1)

G : . . .
sobre X ! que es invariante. Ademds, de (9), se tiene .

. . . - G
es decir J es una estructura casi-compleja y homogénea en -E- .

Por otro lado, la matriz C = (C;;) nos proporciona el siguiente

3
producto interno

< > MW xM — m, < xgo X5 > = Cyy

La igualdad (8) nus dice que este producto interno es Ad(K)-inva
144 . !
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riante, y la igualdad (6) dice que este es invariante respecto a J ; es

to es, para X , Y en Il y para k € K, se tiene
(11) <Ad(k) X, Ad(K) Y >=<X,¥Y> (12) <3Ix, Jy>=<X,¥>

e L G
Aplicando el lema 2,2 obtenemos una métrica riemannliana g eén - - que

es invariante, Ademds, la igualdad (12) nos dice que
G
g(JX,JY) =a(X,Y), para campos en - ;

es decir ( L , J, g) es una variedad casi-hermitiana homogénea. u
K
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