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INTRODUCCION

Lste trabajo persigue dos objetivos distintos. El pri
mero de ellos es generalizar a espacios métricos un teo
rema (Hadamard-Levy |2|, |5] ) de inversién global, -
concerniente a un difeomorfismo local entre espacios de
Banach. Para ello consideramos un homeomorfismp locai
f : X > Y, entre espacios métricos (X,d), (Y,d) y fami
lias Jﬁ , de curvas en Y, las cuales pueden ser "levan
tadas" por f. Enseguida definimos nociones de F-co=-
nexidad en .Y y probamos que: "Si (1) X es arco-co-—
nexo, (2) Y es " fi-conexo" y (3) los elementos de F
pueden ser "levantados" por fj entonces f es un ho-—

meomorfismo global".

La discusidn continuard estudiand» el casc en que f=2¢
es la familia de curvas lipschitzianas de Y y mostra-
mos que si f satisface una cierta propiedad de "expan
sidn local" entonces todos los elementos de £ pueden -
ser "levantados" por f (a condicidn de que X sea com
pleto). De aqui se obtiene que f es un homeomorfismo
global (si Y es " L-conexo" y X es arco-conexo com
pleto). Es mis; a partir de X se introduce una nueva
métrica p en Y, mds fina que la métrica original d

en Y (d < p) para la cual f :(¥X,d) »+ (Y,p) es wuna



"expansidn global', Dicha métrica p coincidird con
d en el caso en que Y es un espacio normado y 4 es

la métrica inducida por la norma de Y.

E1l segundo objetivo del trabajo es aplicar el teorema
de iadamard-Levy, mencionado anteriormentc, para estu=-
diar el problema de existencia y unicidad de solucio—

nes 2m-perildicas de la ecuacidn

(m)

b + T(Xy ese o x(m=10y_

pit)

donde F:( RM™ = R®™ x ... x R" » R™ es una aplica

n
R + R es una a

cibén Lipschitz de clase cl y D
plicacién continua y 2w-periédica. El resultado prin-
cipal que obtendremos en esta direccidn reduce, en gran
medida, el problema a estudiar la ecuacidn lineal

(m)

X + Qm-l(t) x(m_1)+

ees ¥ Qo(t)x =0

donde las Qi(t) son matrices funcionales n x n, =
2n-periddicas, acotadas cuyos elementos son a cuadrado

integrable,

Para terminar deseo agradecer al Profesor A. Lazer las
conversaciones provechosas que sobre este tema sostuve
con €l. Igualmente van mis agradecimientos a la Sra. -
Carmen Ochoa de Andrade por el esmerc pucsto en el dic-

talografiado de las presentes notas y a la Comisibn de
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CAPITULD I
ALCUNDS TEONEHRAS DE IMVERTIBILIEAD GLOBAL

INTRODUCCION. £n todo este capitulo ¥, Y denotarén

dos espacios métricos y sus métricas respectivas serén
denotadas con la misma letra d; adem3s f : X = Y de-
notarid un homeomorfismo local. Huestro propbsito en =~
este capitulo es buscar condiciones para f, X,‘Y de

modo que f sea un homeomorfismo global.

En la primera seccidn introduciremos una propiedad de

extensién (E), tal como se encuentra en [7] (ver tam
bién definicibn 1.1.2). De aqul probaremos que si 1)

f satisface tal propiedad (E) y (2) X, Y tienen -
cierto tipo de conexidad; entonces f es un homeomor—
fismo global. Como corolario inmediato de este hecho -
probaremos el siguiente resultado conocido: "Si (1) f
es propio, (2) ¥ es arco-conexo y (3) Y es simple-

mente conexo entonces f es un homeomorfismo global.

En la seccidn dos introduciremos una nocidén de funcibn
localmente expansiva y veremos (bajo ciertas hipdtesis
de conexidad en ¥, Y) que si f satisface tal propie
dad, entonces f ¢s un homeomorfismo global, el cual

serd globalmente expansiva en cierto sentido., Este re



§1)

1.1.1

. . . oy e
generalizara a espaclos métricos un teorema de

&2

suttads

Jadamard-Levy-Rheinboldt (|2}, |5}, |8]) que afirma lo

siguiente: #3531 f : E » F es una aplicacibn de clase
~1 . . -
< entre dos espacios de Banach &, I' tal que la de-

rivada f'(x) de f en x e L es invertible para ca

da x g E y siexiste M > 0 tal que ]!f'(x)-llli M,

entonces f es un difeomorfismc™. Terminaremos la sec

cibn (y el capitulo) dando un teorema de invertibilidad

global para espacios de liilbert.

A través de este capitulc usaremos las siguientes nota
ciones: (1) I denotard el intervale [0,1], (2) Si

P,Q son espaclios topolbgicos entonces C(P,Q) denota-

r4d el espacio de funciones continuas de P en Q.

LA FROPIEDAD DE CITENSICOH.
Comenzaremos esta seccidn recordando un resultado ele-
mental de topologia, mids que todo con fines de referen

cia. Su demostracidn puede ser encontrada en [9].

LEMA: Sea P un espacio tcpoldgico conexo y sean o,

B : D > ¥ aplicaciones continuas tales que (1)
foas=£f9°8 (2) alP,) = B(P,) para algin p, € P.

Entonces o = B,



DLPINICIO.: Sean P, (¢ espacios topoldégicos y sea

g + P > Q una aplicacidn continua. Diremos que g -

tiene la prcpiedad (E) respecto a un elemento

B £ C(I,Q) si para todo a e (0,1] y tode aplicacidn

continua a : [0,a) - P, verificando g(a(t)) = B(t)

(0 < t < a), se tiene la existencia de lim alt). -
t +» a

Esto equivale a decir que existe una extensidn ‘continua
a @ {0,a] » P de a (la cual naturalmente, verifica

gla(t)) = B(t), 0 <t < a)., Diremos que g tiene -

la propiedad (Z) respecto a un subconjunto § < C(IL,Q)

si g tiene la prcpiedad (L) respecto a todo elemen-

to B e f,

PROPOSICION: Supengamos que £ tiene la propiedad (E)

respecto a un elementc R e C(I,Y) vy que f(x,) = g(o)
para alglin %, € X¥. Lntonces existe un Unico elemen-

to o e C(I,X) tal que a(o0) = X, y f£f°ao = B.

DEMOSTRACION: Sea J el subconjunto de I formado -

por aquellos elementos a > 0 para los cuales existe
una aplicacidn continua vy : [0,a] = X verificando
y(o) = x5, y fly(t)) = B{t) (0 < t < a.

Afirmacién 1. J no es vacio. Lscojamos abiertos




U<CX, VC€Y tales que la restriccidn f; de f a U
es un homeomorfismo sobre V y Xoe u. Escojamos
a >0 de modo que B(t) eV si 0 <t<a y defini
mos y! [0,a]+ X por vy(t) = q;l(B(t)) s entonces
y(0) =%, y f(y(t)) = B(t) (0 <t < a); es decir,

aed.

_Afirmacién 2. Si Db = sup(J) entonces beJ y b = 1,

Tenemos una sucesidn a4< v ay <.l en J tal que
a, * b t para cada n=1, 2,... sea

a [0, an] + X una aplicacidén continua tal que

un(O) = X, Y f(an(t)) = B(t), si 0 < t < a . Del

lema 1.1.1 se sigue que si m < n entonces

a (1) a (t) para 0 < t < a ; de aqui la aplicacidn
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y : [0,b) + X, dada por y(t) = a (t), si 0 < t<a

estd bién definida, es continua, Y(0) = x, y
f(y(t)) = B(L) (0 <t <b). Yaque f tiene la pro-
piedad (E) respecto a B existe una prolongacidn con
tinua ¥ : [0,b] * X de Yy y por tanto b e J. Su
pongamos ahora que b < 1 y escojamos abierto U C X,
VC Y tales que la restriccidn f; de f a U esun
homeomorfismo sobre V y y(b) eU . Como

B(b) = f(y(b)) eV existe € > 0 tal que B(t)eV si

b<t<b+e . Definimos 6; [0, b+ €] + X por



A
+
A
og

S Y(t) si 0
§(t) =
tf;‘,l(e(t)) si b<t<b+e

entonces &8(0) = x, vy £{8(t)) B(t) (0 < t < b+e),

luego b + € J 1lo cual contradice el hecho que
b = sup(J) vy termina la demostracidn de la afirmacidn

2 y de la pronosicidn.

PROPOSICION: Sea P wun espacio topoldgico y sean

a : P> ¥,y : PxI+Y aplicaciones continuas ta
les que f(a(p)) = P(p,0) (p € P). Supongamos ademis
que:

1) f tiene la propiedad (E) respecto a un subcon-

junto j‘g C{(I1,Y).
2) La aplicacidn wp I > Y, wp(t) = y(p,t), es un
elemento de jﬁ para cada p e P.
Entonces existe una Qnica aplicacidn continua
n: PxI~>X tal que n(p,0) = al(p) {(pe P) y

foon = Y.

DLMOSTRACIOW: De la proposicidn 1.1.3 se sigue que,

para cada p € P, existe un Qnico elemento

np e C(I,X) tal que np(O) = a(p) y £ o np = wp.

Definamos n : P x I » X mediante n(p,t) = np(t); es



claro entonces que la prueba quedari terminada cuando

demostremos que n es continua.

Sea po € P, ya que (1) f es homeomorfismo local,
(2) I es compactoy (3) a y ¥ son continuas; -
es f4cil deducir la existencia de (4) abiertos

Ugs eee 5 Uy © %5 Vyy vaey Vo € Y3 WP y (5) una
0

particidn =t <ty < ... <t =1 de I tales que

- (6) la restriccidn fi de f a Ui es un homeomor-—

fismo sobre V., (1 <i <n), () W x[ti_l, ti])z:Vi

(1 <1 <n), (8) py el y a(W) C Uqo

Si1 definimos £ : %W x I = X mediante

1

E(p,t) = £ (P(p,t)), si t, , <t <ty (1 <i<n)es

1i-1

facil comprobar que § estd bien definida y es conti-
nua. Ademds f(E(p,t)) = v(p,t), E(p,0) = a(p) y de
aqul p(p,t) = &(p,t) si (p,t) € W x I. Esto prueba
que n es continua en W x I; en particular n es -
continua en (py,t) para cada t € I, lo cual da fin a

la demostracidn,

DEFINICION: Sea Q un espacio topoldgico y sea

fO< C(r,Q). Diremos que Q es F(0)-conexo si pa

ra todo par de elementos go, qQq € Q existe o ¢ J tal

que a(0) = go, a(l) = qq - Diremos que Q es _Jf(1)=-co-
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nexo si para cualquier B € C{I,Q) con R(0) = B(1)
existe una aplicacidn continua ¢ : I x I » Q tal que
(1) yi{s,0) = B(s), 0 < s <1, (2) la aplicacidn

Yo [0,1] »~ Q, v (t) = ¥(s,t) es un elemento de f

y (3) p(0,t) = yY(1,t) = Y(t,1) = constante

Nétese que si f = ¢(1,3) entonces F(0)-conexo equi
vale a decir gque Q es arco-conexo y que J(1)-conexo

equivale a simplemente conexo.

TEOREMA: Supongamos que (1) X es arco-conexo (2) -
existe un subconjunto Fec(I,Y) tal que Y es
F(i)-conexo para i = 0, 1. Si f tiene la propiedad

(L) respecto a F entonces f es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: Sean xo € X, yo, = f(x,) € Y, Como Y

es f(0)-conexo, entonces para cada y € ¥ existe
B e F tal que B(0) = qos B(1) = y. Por la proposi

cidén 1.1.3., existe a € C(I,X) tal que a(0) = x,

y f °a = B3 en particular f(a(1)) = B(1) vy, lo
cual prueba que f es sobreyectiva. Ya que f es ho
meomorfismo local la prueba quedarid terminada si proba-

mos que f es inyectiva.
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Sean %o, Xy € X tales que f(xy) = f(xl) y sea
a € C(I,X) tal que af{d) = x5, a(l) = Xy Si

B(1) y en ccnsecuencia -

B = £ ° a entonces B8(0)
existe ¢ : I x I » Y verificando las condiciones (1),
(2) y (3) de la daefinicién 1.5 de f(1)-conexo., -
Por la proposicién 1.1.4 existe una aplicacidn conti-
nua n : I x I =+ X tal que n(t,0) = a(t) vy f °n = ¢,
pero Y(t,1) es constante y como f es homeomorfismo
iocal resulta que n(t,1) es constante. Sea

J= {telI: n(d,t) = n(1,t)} entonces 1 ¢ J y J
es cerrado ademis (0,t) = ¢Y(1,t) (0 < t< 1) y £
es homeomorfismo localy de aqui J es abierto en EO,I]
y por tanto J = I, de agqui X, = a(d) = n(0,0) =

= n{1,0) = a(1l) = x lo cual termina la demostracidn.

1°
El inconveniente del tecrema 1.1.6., @8 qQue no se sabe
nada sobre la familia J° , N1 sobre la propiedad (E)

de f respecto a f. Para subsanar este hecho dare-
mos dos aplicacicnes del mencionado teorema. Una de e-
lias la mostraremos enseguida (Corolario 1.1.7.) y 1la

segunda seri dada en la seccidn siguiente,

COROLARIO: Supongamos que ¥ es arco-conexo y que Y
es arcc-conexo y simplemente conexo. 31 f es propia

(contraimagen de compacto = compacto) entonces f es -
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un honcomerfisme,

DLMOSTRACTION:  Lea \F = C(I,Y), entonces Y es [f(i)-

conexc para 1 = 0, 1. DBastard probar entonces que f
tiene la propiedad (E) respccto a ,f(, para ello seca
B e C(L,Y) y sea a : [0,a) = X continua tal que

fla(t)) = B(t) para 0 <t < a (algln a e (0,1]).-
Pongamos £ = B(I), entonces f “(K) es compacto y -

=1
al(t) e £ 7(<) para 0 < t < a. Sea {t } una sucesiln

en [0,a) tal qu t, > a y a(tn) + Xo € f_l(K) -

(algln x,). Lscojamos abiertos U < i, V< Y tales -

wl

que %, € L vy la restriccidn f, ¢e f a U es un

homeomorfismo sobre Vi ya que o es continua existe

J

€ >0 (eg<a) Tal que al(ty e U 81 a - < t<eg y

A

"

t < a y en con-

de aqui af(t) F;l(s(t)) si a - ¢

secucneia 1im a(t)
t »> a

£ (8(a)).  Clote que

B(tn) = f(a(tn}) > f(x)  y B(tn) + $(a)), 1o cual ter

”»

mina la demostracidén.

FUNCITNES 2XPAISTVAS,
Comenzaremos asta seccildn recordando algunas definicio-
nes., Sean (P,d), (Q,d) espacios mitricos; una aplica

cién g : P + ¢ se dice Lipschitz si existe una cons-

~

tante M > 0 tal que d(glp,), g(pl)) < M d(po,pl) -
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para cualquier par de clementos Doy T4 £ P. Una tal

censtante {1 es llamada una constante de lipschitz pa-

ra 7. Bl axioma del supremo (infimo) asegura la exis-

tencia do unn constante de lipschitz minimal para g, -

la cual es denotaida liplg), y se le llamo la constante

de Lipschitz de  g.  EL conjunto de aplicaciones Lips-

chitz de P en O serd denotad Lin(P,0).

)W:  Sean (P,d), (0,d) espacios métricos y sea

=
8

i
[l
-
(@]
bt
P

g : P> ¢ una aplicacién, Dadc m > 0 y p, € P di-

©]

remnos que e m-expansiva en p, S1 existe una ve-

™

cindad v de p. en P tal que

dlg(p), glpyy; Modlps De) para cualquier elemento

1

p e W, DNiremos que ¢ e5 m-expansiva (algin m > 0)

si  alglpy), gloy)) >m d(p19 P,) para cualquier par

£

de elementos p,, D, € Y.

PROPOSICICY: Gean (P,d), (¢,4) espacios mé&tricos con

(P,d) completo vy sea m € B, m> 0, Si o : P » -
b b J I [
es una aplicacidn m-expansiva en tcdo punto p € P en

tonces ¢ tiene la propiedad (LK) respecto a

Lip(Z, Q).

DEMOSTRACION: Sea B e Lip(T,%) y sea a @ [0,a) » P

continua tal que fla(t)) = B{(t), 0 < t < a, donde -



1y

ae (0, 1]. Prcbaremcs que o es lipschitz y el re-

sultado se seguiri de la completitud de (P,d).

Jean s, t e [0,a) con s < t; ya [s,t] es compacto -

y ¢ es m-expansiva entonces existe una particidn -
- - - - - P = e

S TS € 81 € ee. < 8 7 t  tal que Jd{g( (si)),

g(a(si_l))) > om d(u(si), a(s. ,)}. ©De agui

n
m d(u(t), als)) < m i§1d(u(si)’ als; _4)) <

n n
. - o (r ( B o . - . N ’ .
< 2 d(b(dxsi)), “(a(sl_l))) .§ d(B(sl), Bksl_i)) <
1=1 1=1
n
< lip(8) =& (sl - s l) = 1ip(Bs (t - 8),
i=1 -

1 TS T
lc cual prueba que o es lipschitz (lipla)d < = 1lip(B))

y termina la demostracién.

Con el fin de aligzrar la notacidn introducimos la si-

guiente definicifn,

DEFINICION: Sea (¥,d) un espacio métrico y ponga-

A . PR - P ey .
mos o = Lip(i.P). TDiremos que I s Li—conexo s1

P es Z(i)=-conexo (1 = 0, 1).

De 1.1.6, 1.2.2. y 1.2.3 se obtiene directamente el
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siguiente corolario.

TEORLMA:  Supongamos sue (1) ¥ es arco-conexo, (2)
Y es L.-ccnexo, 1 = 0, 1, (3) existe m > 0 tal que
f es m-expansiva en todo punto x e X. Lntonces f
es un honecmorfisms, (Recuerde que f @ 7 > Y es un

homeonorfismo locali,

De 1.2.4,, es facil deducir ahora el siguiente teorema,

debido a iladamard-Levy-Rheimboldt,

sean ., F espacios de sanach y sea £ @ I »F
s s A S| B} -y ¢ - .
una apiicacién <Je clase tal que f'(x) = derivada

de f en x, <¢& invertible en todo punto x € E. 51 -
1
I

existe m > 0 tal que [|{f'(x)77|] < 1/m para cada

x ¢ L cntonces f  e¢s un difcecomorfismo m-cxpansivo,

DLAOOSTRACION. Claramente L es arco-conexo y F o oes

L;-conexo (i = 0, 1), Del teorema de la funcidn inver
sa se sigue vue f es un homeomorfismo (difeomorfismo)
local. De ese mismo teorema vy de la desigualdad de va-
lor medic se sirue que f  es m-expansiva en todo punto
x € & y de aqui f ¢s un difeomorfismc. Aplicando la

desigualdad del valor medio, a £l se obtiene que f

es5 m-expansiva lo cual concluye la demostracidn,
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nparentemente ¢l teorema 1.2.5., @3 un poco mejor que
el teorema 1.2.4., en el sentido de que en el segundo
de ¢llos ne pudimos afirmar que f  fuera m-expansiva,
Uste problema quedard subsanadoe con el siguiente resul

tado.

TEORCMA:  Asumames las mismas hipdtesis que en *1.2.4,,
entonces podenos asegurar la existencia de una nueva mé
trica p en Y tal que (1) 4 < p (1 = métrica ori

ginal de Y), (2) p(f(xlb, f(x2)) > o d(Xl,XQ).

51 ademfs Y es un espacio normado y la métrica d de
Y es la inducide por la norma de Y, entonces podemos
tcmar p = d.

La demostracidn ce 1.2.6 seri dada a travds de dos -
resultados intermedics, Si  {7,d) es un espacio métri
co pondremnos Lip(pc,pl) = {a e Lip(T,7) ¢ al0) = pg,

a(l) = Dy } para cualguier par de puntos Dg, Py € P.

FROPOSICION: Sea (P,d)  un espacio mitrico Lg-conexo

entonces la aplicacidn p: P x I’ » R dada por

pP(ps,py) = inf {1lip(a) : ce Lip(pg,pl)}
@s una métrica en ¥ tal que 4 £ . S1i 7 es un es
paclio vectorial yv 4 provienc de una norma e¢n P entonces

p = d.



17

DEROSTRACICH:  Bean pospq € 0y a € Lip(po,pi), en-

tonces  diposnq) = dlal0),0ll)) < lipla) I 0-11 = lip(a)
y de aqui dpesiy) & pPespy).  Ln particular

p(po,pl) > ¢y 12 ipualdad sucede si y s8lo si p, = Pqe
Simetria: Consideremcs la aplicacién » : I + I,

rit) =1 - t, y sex ©r.: Lip(po,pl) -+ Lip(pl,po)

(pl,po e P) definida por r, (a) = a ° r; entonces -

r, es una biyeccidn tal gue 1lip(r.(a)) = lip(a) para

H

r

cada o€ ulp(Po,Dl). De aqui se sigue fiAcilmente que

p(pysvc) = P(pgsigie

Desigualdad Trianjular: Jean D s Pyv Py E P, deseamos

mostrar quc p(pc,pz) < p(po,pi) + p(pl,pz}. Ya que
lcs casos p, = D y Py = By son triviales podemos a
Z

sumir gue p(pospl) > 0 y p(pi,pz) > 0., Pongamos

p(Pospl)
D<PO,P1) + p<plap2)

a =

-

entonces 0 < a < 1, Dadas o € Lip(po,pl),

B € Lip(pﬂ,pQ) definamos Yy : I+ P mediante

Sa(-;—) si 0 <t <a
y(t) =
t-a .
BC 37— si » < t < 1.
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sipschitz y que

Probaremos que Yy es
1ipiy) < max [ = lip(a), yoe 1ip(8) }.%
31 s e [0,2] v t e [a,1] entonces
Alyle), vit)) < dlyisy, y(a)) + alyla), yit)) =
= atal £, a1)) + aso), pl =2y <
a “?* 7 chTAE Tt 1ea —
< lip(a) {1 - 2) + Lip(e) £2 = 1 aipca) (s - a) +
1. R 1.
* o7 1ip@8) (t - a ) < max {Z lipia), T:;llp(e)}(t—s).
s, t e [a,1]) son -

P A
(s, t e [0,2] vy
J¢ probar lo cual completa la demostra-

B} . _
Los demas casos

alin mids ficiles
cidn de la desiguallad (%),
De  {*) se sigue que
P(Qo,q,) < max { % lip(a), 1i 1ip(B) } =
-1y 15 _ 1 . | 1 qs 1.
= 5 || 3 lipCa) 1_allp(B) R 1ipta) + 1_allp(8)
para cualquier par a € Lip(p,,p ), B € Lip(pl’p?)' I
1 \
' ]g p(po,pi) -
- ) I -

. 1
consecuencia: p(p, pz) < 5
N 1 .
oo PiPpsPy

ltima igualdad es debido

]
— p(psp) |+
(La @

1
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a la Jefiniecidn Ze a e 0,177,

Sea P es un espacio normado con norma || || y

d(pogpl) = lip, - pl!!. S1i Do Dy € P, entonces 1la

aplicacién o : 1 = P, a(t) = p, + t(gl - Dy,) €8 un ~-

¢lemento de Lip(pcjpl} con  lip(a) = d(p,,n,); de a-
- Y

qui p(po,pl) < lipfa) = d(pl,po), 1s cual termina la

(g
demostraciln.

PROPOSICION: (Una desigualdad de Valor lledic). Sean =

(P,d), (4,4 espacios métricos y sea ¢ : P > Q0 wuna
aplicacién para la cual existe M > 0 verificando 1la

siguiente propicdad: Para todo p, € P existe una ve

cindad W de D, en P tal qgue d(gip) , z(pg)) <

_ UV A(py po)s para cualquier elemento p  en .,

31 (P,d) es Lg,-conexo y p : P xF » R es conexo

en 1.2.7., entonces d(g(p,), g(pl)) < M p(po,pl) pa-

o
L 32

ra todo par Posby eN

DEMOSTRACION:  (Similar a la de 1.2.2,) Sean

Pos Pq € Py a € Lip(po,pi). Llijamos una particidn

tTe = 0 < 1, € (v £t =1 de I de modo que
1 n “

dlglals ), glals; 1)) < i dlals;), als; 40) -
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(i =1, ... 4, n). Zntcncas elpyi, g(pl)) =
_ ' n
= d(g(a(i)), glal1)ls < § dlgla(s:)), glals. ,))) <
- . 1 - 1-1 -
1=1
n
<M ¥ dlals ), ols; )2 < 1 lipla). Y el resultado -
1z=1 - == -

. PR
se sigue faciimente,

Observacidn: La proposicidén 1.2.8., puede generalizar

se¢ como sigues se dice que g : P+ 4 es localmente -

lipschitz si para cada p, € F existen una vecindad W

de D, en ¥ vy una constante M > 0 tal que

L —

4

d(gip), 2(pgri < ;(pl,po) para » € 7; cnseguida se

define 1ip(g,Lo) = inf { lip(glw) .+ es una vecindad

de p. en vy piu es lipschitz }. 31 1Dy, py € P

puede probarse gue

Aelpo), wlpy)) < lipla)  sup |1ip(g,alt))]
0<t<1

para cualquier a € Lip(po,p,).

Prueba del "eorema 1,2.6, Sea g = L 7 1 Y > X y sea

1 .
Moo= = entences es fAcil comprobar que 5 estd en las
hip&tesis de 1.2.,8. (Recuerde que £ es un homecmor
fisme m~-expansivc en todo punto x € X). Le aqui

dlg(ye), g(yl)) < M p(yo,yl) (Vo yq € Y}, donde
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p:Y¥YxY+R es comoen 1,2.7, y el resultado se si

gue répidamente.

Términaremos esta seccidn dando aplicaciones de los teo-
remas 1.2.4 y 1.2.6 al caso de espacios de Hilbert.
En lo que resta del capitulo H denotard un espacio de

Hilbert con producto interno <%, y > y norma inducida

.||x||2 = <x, x> (x, ye Hl. Paracada r > 0 y xeH
pondremos Xx,y) = {yeH: Jly-x|] <»r 1},
B(x,r) = {yeH: |ly-x|| <r}
1.2.10 Sea f : H+ H una aplicacidn localmente lipschitz vy

supongamos que existe m > 0 con la siguiénte propiedad:
para todo x € H existe una vecindad U de x en H

2 .
tal que <f(x;) - £(x,), xy - x,> 2 m [[x; - x| si
Xqs X, eU. Entonces f es un homeomorfismo m—expansi

Vo

La prueba de 1.2.10., se hard por medio de dos resulta-

dos previos.

1.2.11 LEMA: Sea f : D= D(0,2) + H wuna aplicacidn lipschitz
tal que f(0) = 0 vy <f(x) - f(y) , x -y > >

> | lx - vl1? para todo x, y € D. Entonces

f(D) 2 B(0,1).
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DEMOSTRACION: De la desigualdad de Schwartz se obtiene

| £(x)- £(x'") > || x - x'|] , si x, x' € D, en particular
(1) f(A) es cerrado si A C D es cerrado,

(2) ] £ > |} x| (x € D)

Sea b e B(0,1) y supongamos que b ¢ f(D) , D = D (0,2).
Lefinamos n:D R por n(x) = ||f(x) - b]] y sea

o = inf n 3 ya que f(D )} es cerrado se tiene que o > 0

_ademds o < n(0) = ||b]l< 1. Sea { x } una sucesién

en D tal que 1|f(xn) - sz < a? o+ % (n > 1), en-
tonces Ilf(xn) -b|]l *a (n=+«); dado B, a<B <1,
podemos suponer que Ilf(xn) - bl < B para n > 1

de aqui IIXnH < || f(xn)ll < |lpll +8 = k<2 .,
Pongamos w_ = 2(b - f(x/)) (en particular [lw || + 20y

w Il < 2B) dado te€ R con 0<t< zzé k se
tiene que x_+ tw € D . (Note que B(xn, 2 - k) D).

Por otro lado observemos que

I} flx, + tw) - f(xn||2+2 < flx, + tw) - f(x),

2 2
flx ) - b> + [[f(x)) - bl|" = |[f(x + tw) - bil* =
E n(xn + t wn)2 > a2

y en consecuencia

2 1
||f(xn *tow ) - f(x )7+ = > o< flx 4 tw) - fx),
1 | 2
wo> = o< flx 4w ) - £(x)), tw > 3 ¥||t w ll© =

2
=t | lugll



1.2.12

23

ya que f es lipschitz , existe M > ¢ tal que

Hf(xn ttow ) - f(xn)ll < Mt Ilwnll y de aqui

e,

2.2 2 1
TS e S |

tomando limite cuando n + « queda 4M2t2 > uazt y como

. 2 .
a > 0 se obtiene 1t > 1 cualquiera sea t,

0 < t < Z?:—& ; esta Gltima desigualdad lleva a contradic

- P + - L
cidn (cuando t + 0 ) vy da fin a la demostracidn.

LEMA: Sea UCH abierto y sea f : U » H localmente
lipschitz. Si existe m > 0 tal que

<f(x) - f(y), x-y> >m||x - yH2 para todo x, y e U
entonces f@U) es un abierto de H vy f:0+fU ) es

un homeomorfismo.

DEMOST RACION: Sea x,€e U y sea r >0 tal que

D (%0, ) € U , wuna aplicacidn apropiada del lema 1,2,11

permite mostrar que f(D (x,, r)) contiene una vencidad
de fix,) Yy en consecuencia f@J) es un abierto de H

Ya que ||f(s) - £(y)]| > m]lx-y|| se sigue que
f: U » f@W) es una biyeccidn y de hecho homeomorfismo pueg
to que  f(x ) + f(x) implica x_ =+ x.

(=, - x|| < % Ilf(xn) - f(x)]] >0 si n > ®); esto

termina la demostracidn.

W
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Prueba de 1.2.10. Claramente H es arco-conexo y

Li—conexo (1 = 0, 1), De 1.2.12 se sigue que f es
un homeomorfismo local y de la desigualdad de Schwartz

se tiene que f es m-expansiva en todo punto x € H .
El resultado se sigue entonces de los teoremas 1.2.4 y

1.2.6.



SRPTTULY 1T
EXISTENCIL ¢ JHICIDAD DE SOLUCIGHLS PERIC
DICAS PARG ZCUACTOUES TIFIREICINLED 110 LL

HEALES

£1 propdsito de este capitulo es estudiar la existen-

[

cia y unicidad de solucicnes 27T-perildicas de ecuacio

nes Jiferenciales nc lineales de la forma

(my , m e, (£
x4 (1) f(x) = op (1)

1 'n n

donde m > 1 es un enterc, f : R -+ |& es una fun
.. . . A P s 11

cién Lipschitz e clasce C y D Peo» R es una

.. s NS . (m)
funcidn continua y 2r-neriddica, (L1 simbolo x

denota la derivada drden m de la aplicacidn

W . . . N
x : R - R 31 tal derivada existe),

Este capitule consta de dos secclones; en la primera de
ellas introducimos <1l concepto de "subconjunto de matri
ces de tipo (m)" {(m > 1 entero) y damos ejemplos de
tales subconjuntos para m = 1, 2. Ln la segunda sec-
cibén damos un criterio general para asegurar la exis-—
tencia y unicidad de soluciones 2n~ periddicas de 1la
ecuacién (1), y combinando este resultadc con las ob
tenidas en la primera seccidn obtendremos algunos resul

tados "concretos”, uno de los cuales (para m = 2) ge
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eraliza los resultados obtenidcs por 4. Lazer v S. =
shmad en [3], [1]. La prueba del resultado principal

de esta seccidn s¢ basari en el teorema 1.2.5.

ALGUMOS SURCOIJGUNTOS BE LOS ESPACINS 0E ™ATRICES Y LA

H

RELACTON COM L ZCL . CIG X + A(tix 0.

Wotacionesz: Lenctaremos por L, IF), al espacio de

funcioncs 2w-periddicas o @ R » R tales que la res

triccidn de o al intervalo [-m,m] es a cuadrado in

tegrable. 051 Vv es un espacio normadc entonces
LQ(W,V) denotari el espacic de funciones 2n~periddi-
cas a : [k + V tales que |jal] e L,(m, R} (donde

[l il, denota 1z norma de V). Finalmente, si m > 1

1| , B
es un entero entonces n%(ﬂ,V) denotari ¢l sub-espae-

cio de Lz(ﬂ,v} formado Dor aguellos elementos o de

{(m-1)

=1 .
C’ tales que o e¢s absolutamente conti-

clase

(m) T
nua y o € Ly(m,V).

DEFINICICOiH: Para cada entero n > 1, M denotard el

espacic de matrices reales n x n., i1 K es un sub-
conjunto de Nn pondremos

Klm,n) = { A € L, (m, Mn) : Alt) € & casl siempre y A

es acotada }.
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Ciw,n) = clausura d&bil de  Jiw,n) en Lz(ﬂ,Mn) (Re-
coriamos Gue si1 W ¢s conyexo y cerrado entonces
X (mynt = K(w,n)). TDiremos gue un subconjunto K de

M_oes de tipo (m) {algln entero m > 1) si la ecua

T
cloen
{mJ Jnoo, .
p% Fo=1)T A0t x = 0 (2)
no posee solucicnes 2n-periddicas no triviales para

cada »A g K (w,ﬂn). (Por una solucidén de (2) enten-

demcs un elemento de w

[y]

Lg_i(n, K™ tal que

W k) + (=1 A w(t) = 0 casi sienpre).

Los resultados siuizntes son en realidad ejemplos de

M e tipo  (m).

subconjuntos ¢ n

PROPOSICION: Seca & > 0y sea K g M ¢l subcon—

n
junto descrito por la siguiente condicidn: A = (aij)€1<
si v s8lo si bage I 26+ 3 Ja .l k=1, ..., n

1#k

Entonces K ez de tipo (1),

DEMOSTRACION: Ver [u].

L1 siguiente ejemplo generaliza el resultado obtenido
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por 4. Lazer en  [3]. uas ideas en la prueba son las

PROPUSICICH: Sean A, I oe M matrices simdétricas con

autovalores respectivos Ay S eee A Ug S ees S,

- — "n?
Suponzamos que existen enteros no necativos Nys el

< Ak < Hye < ('Nk + 1) kx = 1, ... , DN,

& o

tales que

Definamos A(a) = min {Ak - Né t k=1, ... , n}
M) = min { G + )7 D ko= 1 ;
D) = min l\!k J.) - uk o k - .L, s e o kY n r.

31 r e Ry, 0 <1 <Y XA w(B), entonces

K= {Coe M “5_-}(C+CT>15, H%—U’\-AT)HiP}

iy

es un subconjuntc Je N de tipo (2). (A7 = traspues

ta de A).

DLMOSTRACTION: Observemos primeramentc que K es con-

vexo cerradc ( de hecho compactc), entonces
K (w,n) = £(w,n). “Tomemos bases ortoncrmales

{ Kys oee 5 Xn}a {yl, cee s Yy } de Bn tales que

(1]

) . . .;’ . = » . ] = o a e . 1: -
A(xi) Alxl, \yl) My Yoy 3 1, , N Jeno

. . SN
temos por U el subespacio de pg(w, k™) formadc por
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n
aquellos elementos u tales cue si u(t) = ¢ uk(t)yk
k=1
entonces
= X £t + g, = e,
un(t) % (anZ cos Lt bkz sen 2t) k=1,...,n

, . . 1, n
Andlogamente sea V el subespacico de Lo, F)  for

n

mado por aquellos elementos v = & v, % tales que
k=1

v_(t) = ¢C + ;k (c cos it + 4 sen 2t) k=1,...,0

n kKo 01 k4, ' k& ? ?

(a) 5Dy ,5 Cpg» d, son elementos de ),

entonces (ver [31 ) Lg(n, mn) = U& VY. Sea

Qe K{myn) y sea w e L%(ﬂ, R™)  tal que

w'+ 3{t) w = 0 y escojamos ue U, ve V tales que

w = u+ v, pongamos W = u - v entonces

o
1

T - -
J [(QIw, w) - (w',w') ] dt =

-

™

[ v, vy % ]+

T ) _
j [ Jlu'}]® - 0Ctdu, w) ] at + I
-

m
+ 2 J (% (t)u,v) dt.
-7

Nota: Aqui (x,y) denota el productc fuclideo usual
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dge PM oy }x}2 = {x,%x). Ademds Q% = % (0 - 0%,
De aqgul
Ty . T
0 > j Pla 1Y - (Qu,usladt + J L (Av,vy -
—T -7
i ‘ r““ (ﬂ t
- v |71 at - 2r uj vl 4t = .
Jom
n Il 1A - n ™ N
: 12 Z 2
= | Ju® - p_ uflat+ J LA, v - v, 2 1dt -
SEPR " ! PR B I SN
(v n ul 2
- or | lu|l {v] dat > = (o #7107 =y ] J u dt o+
-T k=1 -
n 0 1
o2 |
+ v [ =~ o { vZ dt - 2p r ful vl dt >
k=i X kY Z
=1 - -7

Pero la eleccidn de r fud hecha de tal forma que la

o s 2 ; N Sy
forma cuadrdtica b : [R° = R blx,y) = p(ix" - 2rxy +

G2 c s -
+ Ay es definida positiva. De aqui u = 0 y
v = 0 1lo cual termina la demostracidn.

PRGPOSICION: Sean A, B € Nn Y supongamos que existe

§ > 0 tal que

2

k% - ag]? > (Bl v slEl” (3)
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para cualquier £ ¢ R y cualquier entero k > 0. En-

Tonces

es un subconijunto de M, de tipo (2).

LLMOSTRACION:  Obsérvese primerc que il &5 CONvexo com

[

g
)

. L, 2
pacto v sean O € {m,n), W € LP(N, i tales que

w' + 0(ti)w = 0 entonces
T 5 2
J Liw"™ 1o - 2 (aw',w') + |Aw|® Jat =
-7

ull 5 T ) m )
= J fw' + rwl|® at = J | (Y w=Aw]| “dt < J (Bw]|“dt.
T -7 -1

PONgamos
= s (‘J"l S n
w(t) = a, + »Zlgk cos k t + bk sen k t (ak, bk e R™.
Entonces
2 e 2 2 1 T2
s [laot? + 5 Dal” + 5 l”) = g5 6f fwl?ar <
k=1 -

N2 2
2l |2—2(/‘\W',W') + ]/WJ' - !J_'5W| ] dt =

m
\ 2 | 2 (:-‘ i 2
= 2 [{aac ! “={sa, 1] + kf1L}x N R - R
+ 1 I |k2bk - \bk}Z - ]kai2 1< o0
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- z -_— -— - - — -
Jo oaqul Ao T 2 T ee. F g, b1 = b? = ... = 0, 10 =
cual dice que w = 0 vy termina la demostracidn.

Obseprvaciones:

(a) L1 resultado 2.1.5., presenta el inconveniente -

ue la hindtesis (3) parece dificil de verificar.

Nel

Ly

Sin embargo, si A, 8 son simétricas con AS = BA

Yoo S e a3 61 < ees < Bn son los autovalo-

A

res respectivos de Ay 3y existen enteros

iigs eee 5 i, DO negativos tales que
152 + G DY, ko= 1
J:k < a}’_Bk < ak Bk < \Hk 5 = s e s gl

entonces se¢ verifica facilmente la validez de la

hipdtesis (3).

(b) La discusidn precedente nos lleva a notar las se
mejanzas existentes entre los resultados 2.1.4,
y 2.1.5., 31 s, 3, T g M, son simétricas y

ICE - AL | < |2E |, entonces (C—J.)2 < 52. 5i las

matrices simétricas se comportaran comc nlmeros -
tendriamos entonces - 3 < C - & < 5 o sea

A - B < U <.+ B, lo cual daria aproximadamente

Py

que C estd en el conjunto K de la proposicidn
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S SCLUCTONES PERIGDICAS De

. . P n . .
fotaciones: 51 U : R+ R es una aplicacidn acota
da pondremos | |Ull. = sup { jU(t) | t e }o Para

ST n
ntero m > 1 denotaremos por (87, R) al es

J
v

cada e

. . . . . . - n

pacio (de Banach) de todas las aplicaciones U : R » R
L)

NP m .
2n-perifdicas de clase C, provisto de la norma

N
ol o= max £ U], k=0, 1, veu , om b

. . n . ,
En lo que sigue £ : R - M denotari una aplicacibn

linschit de clase C~., &n particular

N R SR of . .
ft RS -~ (O, R) serd una aplicacidn acotada. -

(De hecho sup{ ||fxi|] : x ¢ Bn b= 1lin(f)).

TEOREMA: Sea §'Mn un subconjunto de tipo (m) pa-

ra algn m > 1, y supongamos que f'(x) ¢ K para cada

Oy
1

n - . n .
X € R . Entonces para cada p e C (57, ) existe un

. m, .1 n
Gnico elemento x = x_ € C (S, R7) tal que

P
(m) - P m = N - \ » - -

pre + (=1) f(x) = p(t). Adem3s existe una constante

C = C(f) > a1 ¢ - | > O - -

C = C(f 0 tal que ]]xp xq|lm > ¢ |lp-qll, para to

e

do parp,q en cu(Sl, R™y.

DELMOSTRACION: astard probar que la aplicacidn
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, m, .1 n o1 n ..

T« N8, B » 0 (s, R cefinida por

- _ (i) G . ] . . .

(u) = u + (=137 f(u) estd en las hipdtesis del teo

~

_ - S 2 s . 1
rema 1.2.5. Ahora e¢s fAcil probar que T g C y que

5 .,
s .m,. 1 ..n PR | n . .
T (u) « CHET, P = C (57, R viene dada por
(raJ m 1
T (uw) v = v (=17 £ {u) v,

o v“.‘ - i} n ", inal ! "
Sea u, ve C {3, R tales que T (u) v = 0, enton-

G LT g(t) v o= 0 con w(t) = £ (u(t)).

Ya que O g K(m,n) vy £ es de tipo (m) se tiene que

1
v = 0 y de agqui T (u) es inyectiva. lero un resulta
L1

do clisico (ver [&} . ) afirma que 7 (u) es biyec
3 . . 1
tiva y de aqui 7 (u) es un isomorfismo (7 {u) es -

un operador entre espacios de Bbanach).

Resta prebar entonces que existe 11 > 0 tal que

||T1(u)—1ll < M para cada U € Cm(Sl, k™. Si este -

no fuera el caso existirian sucesiones {uk}, {vk} en
m, 1 N A ° 1 n
CH(s7, R tales que Py = I (uk) v > 0 en C (57, R
v Hka_”1 = 1 (k = 1, 2, «s.s). Una aplicacidn reite
rada del teorcma de Asceli-Arzela permlite suponer que -

. . . n . .
existe una aplicacién v : R - R 2r-periddica y de -
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- n-~1 (i) (1 .
ciase ! tal que Vi > v ) {k » =) uniforme-
mente an R para i=0, 1, «v. ; m =1, (Es decir,
N 7 hl r:m-‘i .1 ,..,1'1\
la sucesidn {V, ; converge en { (57, ") a wv).
- . . ," . s “ N
Por otra perte {Q],_}9 Qy(t) = f (nkat)), €S una suce-
. A

sién acotada en K{w,n) vy podemos suponer entonces -

que {Q_} converye débilmente 2 un elemento

Utilizando la t&cnica empleada en [1] se deduce que

(t t

J Qk<8) vk(s} ds = J Q(s) vis, ds {(k » =) para
0 o

R. Ya que
(£) + (-T2 () v (©) = Py () (4)

y pk(t) > 0 (k » =) uniformemente, entonces integran

do (4) entre o v t y tomando limites para k »
se obtiene

+

VP oy - 0D (g5 J 0(s)v(s)ds = 0
o
lo cual dice que v € Lg(n, R™) v que

T () v = o,
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Ya que K es de tipo m) vy ¢ e £ {w,n), se sigue -

I
que v = 0 y por tantc v = 2 1= 0y 1y «es 5 M.

\

Pero sabemcs gquc v + v , 1 =0, 1, ¢ees o m =1

y de (L) v + 0 (k » ) uniformemcnte, De aqud

'{vkiiT + 0 (k s =), l¢ cual es contradictoric al -
! in

[y

hecho que ||v, ]! _ =1 para k =1, 2, ... vy termina
N

la demostracidn.

COROLARIO: Sea «& i como en 2.1.3., (respectiva-

'
mente 2.1.4., & 2.1.5.) 51 f (x) € X entonces pa-

o 4 \
e 4 i : >
ra cada p e C (37, R) existe un Gnico clemento

. . 2,.1 n
x e C (bl, K™ (resp. x e CO(ST, R™))  tal que

L]

x = f(x) + p(t)y (resp. x" + f(x) = p(t)).

Generalizacidn: L1 teorema 2.2.2 puede ser generali

zado como sigue, tna m-upla (K., ... 5 X ) de sub-
’ 1 m

conjuntos de Mn se dice de tipe (L) si, para cada

m-upla (Qg, ..oy Q) € Kj(m,n) x .00 X Km(n,n), la

ecuacidn

(1-12

% o 0 ¥ =0

(

n
+ I
i=1

. ip e .o -
no posee solucicnes 2m-periddicas no triviales, Sea
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= mn n n N . . .
R = R % oo x B > R una aplicacidn lips-

e L1 - R3S . .
chittz e clase C y denotemos por Bx la i-&sima

s .

’ bl
Torivada 1a 1al da 3 (_df ( X ) tp{n > n)
derivada parcial d2 | \DXi Xis eees X ) 0] R .

Entonces se¢ tiene ¢l siguilente resultado: 51 existe

una m-uypla (51, eee 5 K ) de subconjuntos de M-
axl

~y

, _ , 5F oy
de tipo (L) tal que e (x15 cee xm) e K; para

. n
i =1, o 5 N, Xys eee 5 X E i entonces la ecua

.. (m - -
cidn x‘m) + (%, xl, cee x(m 1)) = n(t) posee una

. . . . ; 2, a1 n
finica solucién 2m-periddica para cada p e C (27, ROV

La demostracién de c¢ste hecho es completamente aniloga
a la del tecrema 2.2.2. 5in embargo, la utilidad de
este resultade depende del conocimiento de m-uplas de
tipo (L). Ln todo caso, el problema de estudiar exis
tencia y unicidad de soluciones 2m-periddicas de la -

ecuacidn L)y rix, xl, oo s M1 p(t) queda

reducido al estudio de sistemas de ecuaciones diferen—

ciales lineales del tipo

Qi(t) X(l—l) = 0.

(in)

pd

n e~ 3

i=1
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icta: Sean 6y « come en 2.1.3., en fﬁ] 1o que
. . . 1
se muestra gue si A e X(myn) entonces x® = A(t)x -
) . _ AP .. .
no posec solucisnes  2r-periddicas no triviales, Sin
embargo, el corolario 2.2.3., sifue siendo vilido co
mc 1o probaremcs a continuacidn.,

. N e N T - o~ - Tl
PROPOSTICION:  Sea £ = (F e s fn) :RY En una

. . . s .1
aplicacidn lipschitz de clase C ¥ SUDONFAMOSs due =

existe 6 > 0 tal que

afk; B iafk )
’a > 8t T = K = 1, ves 5 Do
| ox | itk | % |

o 1

: : . n . .
Entonces para cada p e C (87, R7) existe una Gnica -

. . . . 1
sclucidn 2m-periddica de la ecuacidn x- = f(x)+p(t).

e v - n 1..1 n 2 n .
DLVOSTREACION::  Sea S CT(ET, RY - C (5T, RY) defi
nida por T(w) = u' - f o u, entonces T es de clase

ct y T'(wv = v' - f'(uw)v. Dados u, Vv ¢ Ci(Si,mn)

pongancs ACt) = £'(u(t)), pl(t) = w'(B)-ACIv(L), si

v  tiene componentes (Vi’ cer vn) probaremos que

plle 2 8 iv| donde |v| = max max | vi(t)

|
|
i —

1<i<n telR

Para ello escojamcs j e2n {1, ... , n} vy t, e R

tal que gxﬁ(tu); = |v|, entonccs t, es un méximo
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de vj(t)2 y de aqul 0

3

a..(t .
113( O)vl(to)

~
1 -

O

- ' Y ~ -
= vj(toj vjxtf) = vj(to) {_%j(to) + li

donde (pl, cre 5 Dr) scn las componentes de p  y las
) I

aij(t) son las componentes de  A(t). I'n consecuencia

2

[Hplle vl > |- in(tc) pj(to)f =
n )
= | v.(ty) izlaij(to) viato)l = iays vjato) +

-z bags e 0] v e )] vy (e 2
i#j J * 2
2 . 2 2
> JaL.(t)] |viT = LoaL.(ty) vy > 8 vy oy
]3] iy
de aqui |lpll, > 8 |vi.

on particular T'(u) es un isomorfismo para cualquier

1 n.

1 [ 3 - T h
ue C(5, Ry, Deseamos ver que T «st? en las hipd

tesis del tceorema 2.1.5. Si éste no fuera ¢l caso -

, 1 n
}oen clest, BN

}, {u

existirian sucesiones {uk

k
les que i{vkl{l =0 (k>1) y p = T'(uk) Vi tien

e 4
1

de a cero en  © (57, En); pero ][pkll > 8 leI y asi
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n
Y. Pero

. . . . AO..1
{ v} tiende a cero en C (87, it
1

< = &1 a -+ ™ o N ! ' o 3 5 o -
Vi f (ukh@: Py, ¥ Ppor tanto {Vk } tiende a cero en

o n. . . 1,51 pn
C{zt, Py es deeir, {v_ } tiende a cero en CT(ST,RD),

=1 (k>1) vy

Lsto contradice el hecho que v‘vklil >

termina la derostracidn.,
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