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Abstract

Un digrafo D es no-derogatorio si su matriz de adyacencia es no-derogatoria, i.e, el poli-
nomio caracteristico de A es igual al polinomio minimal de A. Analizamos el problema de si
la coalescencia de diabanicos y dirruedas es no-derogatoria. Se presenta una expresion para el
polinomio caracteristico de la coalescencia de dos digrafos. Encontramos una caracterizacion
de los digrafos uniciclicos no-derogatorios en términos de condiciones de hamiltoniedad.
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1 Introducciéon

Un grafo dirigido o digrafo D es un conjunto no vacio de objetos llamados vértices, junto con un
conjunto (posiblemente vacio) de pares ordenados de vértices diferentes de D, llamados arcos. El
conjunto de vértices se denota por V (D) y el conjunto de arcos por E (D). Sia = (x,y) es un
arco de D entonces decimos que existe un arco desde x hasta y. Dos vértices x,y son adyacentes
si existe un arco desde = hasta y o un arco desde y hasta x. Un camino de longitud [ en un

digrafo D desde el vértice u hasta el vértice v, es una sucesion de vértices
U= up,Uly..., U =0

(a veces denotada por ug — u; — --- — ), donde (u¢—1,u;) es un arco de D paratodo 1 <t <.
Si u = v decimos que el camino es cerrado y si ademas u; # u;j para todo i # j (1,7 =1,...,1),

entonces el camino cerrado es un ciclo. Una trayectoria es un camino sin vértices repetidos.

Si A es la matriz de adyacencia de D entonces el polinomio caracteristico de D es el polinomio

caracteristico de A y usualmente se denota por ®p (). Es decir,

Op (z) = |zl — A
13
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donde I es la matriz identidad.

Por el Teorema de Cayley-Hamilton, ®p (A) = 0. El polinomio moénico de menor grado que

anula a A se llama el polinomio minimal de D y lo denotaremos por pup (z). Recordamos que si
Op(z)=(x—A)? (x — X))+ (x — \)T"

donde g1, ..., q, son enteros positivos entonces
i (@) = (@ = M) (= D)oo (o = A

donde 1 < p; < ¢;, para todo i =1,...,7. Si ®p (z) = up (=) entonces decimos que el digrafo D

es no-derogatorio. En caso contrario, D es derogatorio.

Uno de los primeros articulos sobre el estudio de los digrafos no-derogatorios aparecié en la
literatura a principios de los afios 70. El matematico A. Mowshowitz [6] demostré que el grupo
de automorfismos I'(D) de un digrafo es abeliano y, como es bien sabido, I'(D) esté relacionado

con las simetrias del digrafo.

Los dicaminos P,, los diciclos C), y los molinos de viento My, (r) (con r = 2) son ejemplos
de digrafos no-derogatorios (|2] y [7]). Otros ejemplos son los diabanicos F,, y las dirruedas W,
que son considerados por Lam y Lim ([4] y [5]). En particular ellos trataron el problema de si el
producto completo de digrafos no-derogatorios es no-derogatorio. Més recientemente ([3]), C.S.
Gan mostré que el producto completo de diabanicos y dirruedas es no-derogatorio. Motivados por
estos resultados, consideramos una operacién bien conocida para digrafos, la llamada coalescencia
de digrafos y, analizamos el problema de si la coalescencia de diabanicos y dirruedas es no-

derogatoria.

Aunque el polinomio caracteristico de la coalescencia de diabanicos y dirruedas se puede
calcular directamente usando el Teorema de los Coeficientes para Digrafos (|1, Teorema 1.2]),
presentamos en la Seccion 2 una férmula general para el polinomio caracteristico de la coalescencia

de dos digrafos.

Con el fin de estudiar el problema general, en las Secciones 4 y 5 nos proponemos investigar
sobre posibles caracterizaciones de los digrafos no-derogatorios. El caso més sencillo es cuando
el digrafo es aciclico, es decir, cuando el digrafo no tiene ciclos. Si D es un digrafo aciclico con n
vértices entonces demostramos que D es no-derogatorio si, y sélo si, la matriz de adyacencia A
satisface A"~! #£ 0. Teniendo en cuenta que la entrada ij de la matriz A"~ ! es precisamente el
ntmero de caminos en D de longitud n — 1, entonces llegamos a una primera caracterizaciéon de
digrafos aciclicos no-derogatorios: D es no-derogatorio si, y sélo si, D contiene una trayectoria

hamiltoniana.
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2 Coalescencia de digrafos

Si D es un digrafo, denotamos el conjunto de vértices de D por Vp y el conjunto de arcos por
FEp. Dado u € Vp, el digrafo D — u es el digrafo obtenido de D al eliminar el vértice u junto con

los arcos conectados a u.

La definicion de coalesencia de grafos (no dirigidos) ([1]) se puede extender a digrafos como
sigue. La coalescencia de los digrafos D y H con respecto a los vérices u € Vp y v € Vg, es el

digrafo obtenido a partir de D y H identificando los vértices u y v como w. Mas formalmente,

Definicion 2.1 Sean D y H dos digrafos tales que uw € Vp y v € V. La coalescencia de los
digrafos D y H con respecto a los vértices u,v, denotada por D - H es el digrafo obtenido a partir

de D y H que tiene como conjunto de vértices
Vp.r = Vp—u UVH_y U {w}
y dos vértices en D - H son adyacentes, si son adyacentes en D ¢ H, o si uno es w y el otro es

adyacente aw ov en D ¢ H.

La formula para calcular el polinomio caracteristico de la coalescencia de dos grafos no dirigi-
dos [1, P. 159] también se cumple para digrafos, como lo podemos ver en el Teorema 2.3. Primero

necesitamos un resultado técnico acerca del determinante de una matriz por bloques.

Lema 2.2 Sea A € M, (C) y B € M, (C). Considere la matriz por bloques

Ay 0
D=9y r w
0 w B

donde y es un vector columna de CP, iy es un vector fila de CP, w es un vector columna de C, w

es un vector fila de C1 yr € C. Si
~ (A y ~ [ r w
(5 7) -0 5)

DI = |A]|B| +|B| |4] - r |A] | B]

entonces

Demostraciéon. Asumimos que D = (d;;). Por la expansion Laplaciana por menores, a lo

largo de la primera fila,
p+1

D= (1) dy; My
j=
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donde para cada 1 < j <p

My=| v oo (yMpa=| 7@ | =] [
0, w B 0 B

donde ‘“*” significa que eliminamos la primera fila y el subindice j significa que eliminamos la

j-ésima columna. Un argumento inductivo implica que

Ay
Mlj:' i yr

B +|B|| 45 |- 45 || B|

El resultado se sigue del hecho que

~ p . Ar oy A*
A= 0 ay| P 0 |
j=1 J
y
& 1+7
Al =" (-1) dyy | 43
j=1

Ahora podemos calcular el polinomio caracteristico de la coalescencia D - H de los digrafos
Dy H.

Teorema 2.3 Sean D y H dos digrafos tales que w € Vp yv € Vig. Si D - H es la coalescencia

de los digrafos D y H con respecto a los vértices u,v entonces

Ppg=PpPy_y +PuPp_y —2Pp_ Py

Demostracion. Ordenamos los vértices de D - H como

{u,ug, ..., up =u=0v="0p,Upy1,...,Upsg—1}

donde Vp = {u1,...,up =u} and Vg = {v = vp,vpt1,...,Vprq—1}. Sea 0 la j x k matriz con

0 en todas las entradas. Entonces la matriz de adyacencia de D - H con respecto a u,v es de la

forma
Ap—w Y Op_14-1
Ap.p = v 0 w
Oq— 1p—1 W Af—y
donde

. AD—u y . O ’&7
to= (M5 0) v =0 )
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son las matrices de adyacencia deD y H, respectivamente. Notemos que y € CP~! es un vector
columna cuya j-ésima coordenada es 1 si existe un arco de u; a u y 0 en otro caso. Por otra
parte, 7 € CP~! es un vector fila cuya j-ésima coordenada es 1 si existe un arco de u a u; y 0 en

otro caso. Similarmente para w,w € C4~!. Se sigue del Lema 2.2 que

xl — AD—u —Y 0
|$I—AD.H| = —27 x —ZE
0 —w xzl —Ag_,

= |$I—AD||1’I—AH_U|—|—|:L'I—AH||1’I—AD_H|
—x |zl — Ap_y| |zl — Ag_y|
= ®pPy  +PyPp_y —2Pp_uPH_»

3 Coalescencia de diabanicos y dirruedas

En esta seccion consideramos el problema de si la coalescencia de diabanicos y dirruedas es no-

derogatorio. Recordemos las siguientes definiciones:

e Dicamino P,
El dicamino P, es el digrafo con conjunto de vértices {1,...,n} y arcos (i,i + 1) para

i=1,.n—1.

e Diciclo C,
El diciclo C, es el digrafo con conjunto de vértices {1,...,n} y arcos (i,i + 1) para i =

1,.n—1,y (n,1).

e Diabanico F),
El diabanico F), es el digrafo que consiste de un dicamino P,_1 de n—1 vértices 1,2, ...,n—1
y un vértice adicional n, desde el cual hay un arco hasta cada uno de los vértices de P,_1.
El vértice n se llama foco del diabanico F;, y los vértices con etiquetas ¢ = 1,...,n — 1 son

llamados vértices rin del diabanico.

e Dirrueda W,
La dirrueda W, consiste del diciclo C,,_1 con arcos adicionales desde un vértice adicional
n hasta cada uno de los vértices en C,,_1. El vértice n se llama foco de la dirrueda W, y

los vértices con etiquetas ¢ = 1,...,n — 1 son llamados vértices rin de la dirrueda.
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Los polinomios caracteristicos de estos digrafos son bien conocidos:

&p, (z) = 2"
Sc, () = 2" -1
&p (z) = 2"
Oy, (z) = 2" —x

Nos apoyaremos fuertemente en el siguiente resultado bastante conocido de la teoria algebraica

de grafos. (|1, Teorema 1.9]).

Teorema 3.1 Sea A la matriz de adyacencia del digrafo D con conjunto de vértices V (D) =

{1,...,n}. Si al(-f) denota la entrada ij de la matriz A*, entonces al(f) es tgual al nimero de

caminos de longitud k desde el vértice © hasta el vértice j.

Teorema 3.2 La coalescencia F,.-Wy con respecto al foco u del diabanico y al foco v de la dirrueda

es no-derogatoria.

Demostracion. Se sigue, del ejemplo anterior que el polinomio caracteristico de F;. - Wy es,
q)FT.WS = :L'T(:L'S_l — 1)
Por lo tanto, el polinomio minimal es de la forma

Pew, = a (338_1 - 1)

para algin 1 < k < r. Mostraremos que A"~! (As_l — I) #£ 0 o equivalentemente, A"™T572 £

A1, Para ver esto, notemos que existe un tnico camino

r—-1—-2—...—r—-2—-r-1

5,7“7,__11) = 1. Por otro lado, es claro

(r+s-2)
ror—1

de longitud » — 1 en F,. - Wy desde el vértice r a r — 1. Asi, a
que no hay caminos de r a r — 1 de longitud r + s — 2. Por tanto, a = 0. En consecuencia,

Ppaw, = Prow, ¥ Fr - Wy es no-derogatorio. [ ]
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r+1

Coalescencia F W

Teorema 3.3 La coalescencia F.- Fys con respecto al foco v de F,. y al foco s de Fy es derogatoria.

Demostraciéon. El polinomio caracteristico de Fi. - F esta dado por

QFT'FS = ¢Fr¢P371 +¢F5¢Pr71 _x¢P571¢P7“71

— .Z'TJ}S_I —I-JZS.Z'T_I . st—lxr—l — xr—l—s—l

Como el camino de mayor longitud en F;. - Fy tiene longitud v = max {r — 1,s — 1} entonces
AY # 0 and A" = 0. En consecuencia, pup.p, = 20! #£ 27571 = dp p v F, - Fy es

derogatorio. [

r+s-1

r+s-2

Coalescencia Fr . FS
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Teorema 3.4 La coalescencia W,.- Wy con respecto a los focos r y s de W, y Wy, respectivamente

es derogatoria.

Coalescencia Wr‘ WS

Demostracion. El polinomio caracteristico de W, - Wy esta dado por

(PWT"WS = q)WT,(P0571 + q)Ws q)crfl - x®0871®CT71
= (2" —x) (:135_1 — 1) + (2 —x) (:L'T_l - 1) —x (:135_1 — 1) (:L'T_l — 1)
= z (w’"_l — 1) (xs_l — 1)

Introduzcamos alguna notacién: denotamos por X e Y las matrices de adyacencia de los ciclos
Cr_1y Cs_1, respectivamente. Sea Jp que denota la matriz 1 X k£ con 1 en todas las entradas.
Entonces la matriz de adyacencia A de W, - W, esta dada por la matriz por bloques
0 Jr—l Js—l
A=1 0,_11 X 0151
Os—11 Os_1,-1 Y
Como J, 1 X = J,_1y Js_1Y = Js_1, se puede ver facilmente, usando induccién, que para todo

entero k > 1
0 Jr—l Js—l
AF = 0,_14 Xk 0,—1,5-1 (1)
Os—11 Os_1,-1 '

Considere los dos casos:
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(a) r = s. En este caso ®w,.w, =z (2! — 1)2. Sea f(z) =z (2" ' —1). Como X" ' =1

se sigue que
0 Jr—l Js—l
AT = A"1A = 0,-11 I 0r_1,5-1 A=A
Os—1,1 Os_1,1 I

y asi

fA=AA" -1)=A"-A=0
lo que implica que pw,.w, =« (xr_l — 1).

(b) r # s. Supongamos r < s. Claramente,
Sy, w, =z (a:r_l -)@-1)(1+z+---+ :L's_2)
Sea g(z) =z ("' —1) (1+z+ -+ 2°2). Como Y*! =T se sigue que
s—1 s—1
YT—lZyk: :YT—I—YT—’_l—I—"'+YS_1—|—Y—|—Y2—|—"'+YT_1 :Zyk‘
k=1 k=1
En consecuencia,

s—1
Ar—l ZAk _
k=1

0 (S - 1) J,»_l (S - 1) Js—l

0 Jr-1 Js—1 3 k
0,_ X 0r—1,5-
- 0,-1,1 I 01,51 T kzzjl e
o 0. Yr_l s—1
s—1,1 Us—17-1 05-1.1 Os—1,r-1 > Yk
k=1
s—1 s—1
0 Jr—l Z Xk Js—l Z Yk
k=1 k=1
s—1 i
= 0r-11 X Or—1,5-1
k=1
15—1 &
0—11  Osorp1r YTV
k=1
0 (s—=1)Jp—1 (s—1)Js
s—1
I SR DR & Or—1,5-1
= k=1
s—1 i
0511 Os—1,—1 > Y
k=1

s—1
= Z AF
k=1
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Luego,
s—1 s—1 s—1
g(A) = (A"t -1T) <Z A’“) = At <Z A’“) - AF=o0
k=1 k=1 k=1
y asi, pw,.w, # Pw,.w.. En ambos casos, W, - W es derogatotio. [

Observacion 3.5 En la demostracion del Teorema 3.4 se mostro que pw,.w, # Pw,.w, en el
caso r # s. En realidad, podemos determinar el polinomio minimal de W, - Wy en este caso. Si
d = med(r —1,s — 1) entonces Pyw,.wy, tiene exactamente d raices repetidas. En particular, si
d =1 entonces

pw,w, =g(x) =z (2" =1) 1+z+ - +2°7?)

Suponga que d > 2. Claramente @y, tiene exactamente r+s—1—d raices distintas. Considere

el polinomio de grado (r+s—1—d)

r—1 r—1
7 1 T 1

h(:L') _ :L'1+id—|- Z :L,r+s—1—d(1+j)
i=0 =0
No es dificil mostrar que para cada 0 < 1 < % — 1 existe un unico 0 < j < % — 1 tal que
Xl+id — XT+S—1—d(1+j)
Similarmente para Y. En consecuencia, h(X) = h(Y) =0 lo que implica de la relacion (1), que
h(A)=0. Asi h(x) = pw,.w,-

Por ejemplo,

Py, = (338 — 1) (:L'12 — 1)

UWo- Wiy = —T — 2° 4 213 4 217

Comor=9ys=13, X8 =1y Y2 =1, donde X yY son las matrices de adyacencia de Cg y

C1a, respectivamente. Notemos que

X13:X5, X17:X

Y13 —-Y Y17 — Y5
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4 Digrafos aciclicos no-derogatorios

El grado de salida de un vértice x, denotado por od (z), es el nimero de arcos en D de la forma
(z,y). Anélogamente, el grado de entrada de x es el numero de arcos de la forma (y,z) en D.
Usualmente se denota por id (). Un subdigrafo lineal L de D es un subdigrafo de D en el que
id (x) = od (x) = 1 para todo vértice = de D; en otras palabras, sus componentes son ciclos. El
teorema de los coeficientes para digrafos, relaciona los coeficientes del polinomio caracteristico de

un digrafo D con el conjunto de subdigrafos lineales de D. ([1, Teorema 1.2]).

Teorema 4.1 Sea

Op(z) =2"+az" '+ Fa,_1x+a,

el polinomio caracteristico del digrafo D. Entonces para cadat=1,...,n
ai=p_ (-1 (2)
LeL;

donde L; es el conjunto de todos los subdigrafos lineales L de D con exactamente i vértices; p (L)

denota el nimero de componentes de L (i.e., el nimero de ciclos que tiene L)

Si D es un digrafo aciclico (i.e. un digrafo sin ciclos) con n vértices entonces por el Teorema
4.1, el polinomio caracteristico de D es simplemente ®p = z™. Por lo tanto, D es no-derogatorio
si, y solo si, A"~ % 0. Ahora bien, como la entrada uv de la matriz potencia A"~ ! es precisamente

el ntiimero de caminos en D de longitud n — 1 de u a v (por el Teorema 3.1), se tiene la siguiente

Proposicion 4.2 Sea D un digrafo aciclico con n vértices. Los siguientes son equivalentes:

1. D es un digrafo no-derogatorio

2. Eziste un camino w en D de longitud n — 1

Una trayectoria generadora en un digrafo D se llama trayectoria hamiltoniana . Un digrafo

hamiltoniano por trayectorias, es un digrafo que contiene una trayectoria hamiltoniana.
Notemos que un camino de longitud n — 1, en un digrafo D aciclico de n vértices, es una

trayectoria hamiltoniana. Luego, como consecuencia de la proposiciéon 4.2, obtenemos el siguiente

Corolario 4.3 Sea D un digrafo aciclico. Entonces D es mo-derogatorio si, y sdlo si, D es

hamiltoniano por trayectorias.




24 Diego Bravo and Juan Rada

Ejemplo 4.4 (i) Considere el diabanico F,. Este digrafo es aciclico. Notemos que r — 1 —
2— .- = 1r—2—1r—1 es una trayectoria hamiltoniana de F,.. Por el corolario 4.3, F, es

no-derogatorio, como se obtuvo en la seccion 2.1.

(ii) Ahora, considere la coalescencia F, - F

r+s-1
r+s-2
A 1¥8-3
. [+2

r+3

r+1

Coalescencia Fr . FS

Este digrafo aciclico no contiene trayectorias hamiltonianas. Luego, de nuevo por el coro-

lario 4.3, F,. - Fy es derogatorio, tal como se obtuvo en el Teorema 3.5.

Es natural preguntarse cuando un digrafo que tenga ciclos es no-derogatorio. El objetivo
de la siguiente seccion es caracterizar los digrafos wniciclicos no-derogatorios, (i.e., digrafos

no-derogatorios que tienen exactamente un ciclo).
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5 Digrafos uniciclicos no-derogatorios

Recordemos que un ciclo C' de longitud r en un digrafo D, es una sucesiéon de vértices vy, ..., v,

de D y arcos (vi,vi+1), i =1,...,r =1,y (vp,v1).

En lo que sigue, D es un digrafo con n vértices y ciclo tinico C' de longitud r > 2. Del teorema

4.1 el polinémio caracterisitico de D esta dado por
Op =z —z" " =2""" (2" - 1)
Como z" — 1 es un producto de factores lineales distintos, el polinomio minimal up tiene la forma
up =P (" —1)
donde 1 < p < n —r. Por lo tanto, D es un digrafo no-derogatorio si y sélo si
AL AT - #£0

o en forma equivalente,
An—l 7& An—r—l

Sea D) (u,v) el conjunto de caminos en D de longitud p desde el vértice u al vértice v. Sabemos
por el Teorema 3.1 que la entrada uv de la matriz potencia AP es precisamente |D,, (u,v)|, donde

| X| denota la cardinalidad del conjunto X. Asi, hemos demostrado el siguiente resultado:

Proposicion 5.1 Sea D un digrafo con n vértices y ciclo inico C' de longitud r > 2. Las

sigutentes condiciones son equivalentes:

1. D es un digrafo no-derogatorio;

2. Existen u,v € Vp tales que |Dy—1 (u,v)| # |Dp—r—1 (u,v)].

En los siguientes resultados se presenta una descripciéon mas clara de la condicién 2 en la
proposicién 5.1.
Supongamos que {x1,...,x,} son los vértices de C, (x4, zi+1),i=1,...,r— 1,y (x,,x1) son

los arcos de C'. Para cada 1 < j <7, sea C (z;) un camino cerrado x; - - - x,21 - - - £j. Definamos

o

m_1(u,v) ={m € Dy_1 (u,v) : ™ contiene C (z;) para algun z; (1 <j <r)}

n_r_1 (u,v) ={m € Dy,_y_1 (u,v) : ™ contiene z; para algin z; (1 < j <r)}
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Ejemplo 5.2 Considere el digrafo D con conjunto de vértices V = {1,2,3,4,
5,6,7,8,9} y arcos E = {(1,3),(2,3),(3,4), (4,5), (5,6),(6,7),(7,8),(8,4),(7,9)}.

9

D es un digrafo con tnico ciclo C = 4,5,6,7,8,4 de longitud 5. Notemos ademds que,
no existen trayectorias hamiltonianas en D. Sea m = 1,3,4,5,6,7,8,4,5. 7 tiene longitud 8,
comienza en el vértice 1, termina en el vértice 5 y contiene a C(4) y C(5). Luego, m € Dg(1,5).
Mientras que por ejemplo, D3(8,9) = (. Por otra parte, sea o = 2,3,4,5. o tiene longitud 3,
contiene a los vértices 4 y 5, que estan en C, comienza en el vértice 2 y termina en el vértice 5.

Asi, o0 € D3(2,5). Cualquier camino de longitud 3 entre vértices u y v de D pertenece a D§(u,v).

Lema 5.3 Sea D wun digrafo con n wvértices y ciclo inico C de longitud r > 2. FEntonces

‘DO (u,v)‘ = ‘D*_T_l (u,v)! para todo u,v € Vp.

n—1 n

*

Demostraciéon. Notemosquem =w---xj---v € D}_ _, (u,v)siysolosiT=u---C(z;)---v €

o . . L .
o _1 (u,v), donde j es un entero tal que x; es el primer vértice de m que esta en C.

Por lo tanto, la funcion ® : D _ | (u,v) — D;_; (u,v) definida como ® (7) = 7, esta bien
definida y claramente es biyectiva. [
En particular, D | (u,v) =0 si y solo si D _; (u,v) = () y en este caso,
‘D;—l (U, 1))‘ = ‘D;—T—l (u7 ?})| =0.

Sea D — C el digrafo obtenido de D al eliminar los vértices de C' y los arcos incidentes a el.
Si D — C' es hamiltoniano por trayectorias, entonces su estructura es muy simple, como se puede

ver en el siguiente resultado.

Proposicion 5.4 Sea ) un digrafo hamiltoniano por trayectorias aciclico con n vértices. En-
tonces, () se obtiene de Py, : uy — ug — -+ — u, al anadir algunos arcos de la forma u; — uy,

donde k > j.
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.. ail a2 an—1 .
Demostracién. Sea 7 :u; — us — -+ — u, una trayectoria generadora de £ y supong-

b .
amos que u; — uy pertenece a €2, donde k < j. Entonces,

ag aj—1 b
U — =+ — u]' — U
es un ciclo en €2, lo cual es una contradiccion. [

En particular, un digrafo hamiltoniano por trayectorias aciclico €2 tiene una tnica trayectoria
hamiltoniana: comienza en el tnico vértice de grado incidente 0 y termina en el inico vértice con

grado salida 0 de €.

Lema 5.5 Sea D un digrafo con n vértices y ciclo inico C' de longitud r > 2. Entonces,

1. Dp—1 (u,v) \D;_ (u,v) es el (posiblemente vacio) conjunto de trayectorias hamiltonianas
de D desde u a v,

2. Dp_r_1 (u,0)\D}_,._ (u,v) es el (posiblemente vacio) conjunto de trayectorias hamiltoni-

anas de D — C de u a wv.

Demostracion.

1. Claramente, una trayectoria hamiltoniana de D desde u a v es una trayectoria de longitud n—1

[e]

que no contiene C. Por el contrario, suponga que 7w € D,,_1 (u,v) \D;_,

(u,v). Entonces 7 es la
trayectoria de longitud n — 1 desde u a v que no contiene al ciclo C'. Ya que C' es un ciclo tnico
de D, entonces claramente 7 es una trayectoria generadora de D desde u a v. 2. Primero nétese

que D — C' es un digrafo con n —r vértices. Es claro que cada trayectoria hamiltoniana en D — C

*
n—r—1

*

pertenece a Dy,_p_1 (u,v) \D (u,v). Por el contrario, si ¢ € Dy_p_1 (u,v)\D}:_,_; (u,v)

entonces, o es una trayectoria en D — C de longitud n —r — 1. Ya que D — C' es aciclico se sigue

que o es una trayectoria hamiltoniana en D — C. ]

Para todo u,v € Vp definimos

h? (u,v) = ‘Dn—l (u,v)\Dy_4 (u,v)|
W (u,0) = | D1 (u,0) \Dy 3 (u, v)|

Por el lema 5.5, h° (u,v) (resp. h* (u,v)) es el nimero de trayectorias hamiltonianas en D (resp.

D — C) desde el vértice u al vértice v.

Ahora, podemos caracterizar los digrafos uniciclicos no-derogatorios en términos de condi-

ciones de hamiltoniedad. Se distinguen dos casos: (a) D — C' es hamiltoniano por trayectorias y,
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por lo tanto, D — C' tiene la forma dada en la Proposicion 5.4; (b) D — C no es hamiltoniano por

trayectorias.

Teorema 5.6 Sea D un digrafo con n vértices y ciclo inico C de longitud r > 2.

1. §i D — C no es hamiltoniano por trayectorias entonces

D es no-derogatorio < D es de hamiltoniano por trayectorias

2. St D — C es hamiltoniano por trayectorias con un unica trayectoria hamiltoniana de u a v
entonces,

D es no-derogatorio < h° (u,v) # 1

Demostraciéon. Por la Proposiciéon 5.1, D es no-derogatorio si, y sé6lo si, existen u,v € Vp
tales que |Dj,—1 (u,v)| # |Dp—r—1 (u,v)|. Notemos que D,,_1 (u,v) y Dy_r—1 (u,v) pueden ser

expresados como uniones disjuntas

Dy—q (u,v) = Dy_y (u,v) U [Dp—1 (u,v) \Dj_; (u,v)]

n—1

Dyt (u0) = Dy (,0) U [Dcy (1,0) \ Dy (1, 0)

Se sigue del Lema 5.3 que
D es no-derogatorio < h° (u,v) # h* (u,v) para algunos u,v € Vp (3)

1. Asuma que D — C no es hamiltoniano por trayectorias. Entonces, h* (u,v) = 0 para todo

u,v € Vp. Se sigue de (3) y el lema 5.5 que

D es no-derogatorio < h° (u,v) # 0 para algunos u,v € Vp

< D es una trayectoria hamiltoniana

2. Asuma que D — C es hamiltoniano por trayectorias con un tnica trayectoria hamiltoniana
desde el vértice u al vértice v. Entonces, h* (u,v) = 1y h* (w, z) = 0 para todos los otros vértices
w 'y z en Vp. Se sigue de (3) que si h° (u,v) # 1 entonces D es no-derogatorio. Ahora, asuma
que h° (u,v) = 1. Demostraremos que h° (w, z) = 0 para todos los demas vértices w y z en Vp,
lo que implica que D es derogatorio. En efecto, sea 7 una trayectoria hamiltoniana en D de u
a v y o una trayectoria hamiltoniana en D de w a z. Si w # wu, existe un arco w’ — u en D.
Como 7 induce un camino de u a w’, entonces se forma un ciclo en D diferente de C. Esto es

una contradicciéon. De manera similar, z = v. [
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Ejemplo 5.7 Considere la coalescencia F,. - W de los digrafos F,. y W, por el foco de ambos.

r+1

Coalescencia F - W,

F, - W, es uniciclico con unico ciclo C =r+1,7+2,--- ,r+q—2,74+q— 1,7+ 1. Notemos que,
F, - W, — C = F,, el cual es hamiltoniano por trayectorias. Ademds, h° (u,v) = 0. Por tanto,

por el Teorema 5.6, F,. - W, es no-derogatorio, resultado obtenido en el Teorema 3.2.

Ejemplo 5.8 Considere el digrafo D con vértices V(D) = {uy,us,us, ug, us, ug,ur} y arcos

E(D) = {(u1,u2), (u1,us), (u1,ua), (uz,u3), (us, ua), (ua, us), (ug, u1), (ue, ur)}.

Uy

Us @ ° » @ Us

u; @ u e o U
. D
Us
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Después de hacer cdlculos algo tediosos, resulta que el polinomio minimal es,

plr) = a° — a2

Mostrando que D es derogatorio. Notemos, por otra parte, que D tiene un inico ciclo C =
us, Uz, U3, Ug, s de longitud 4. Fdcilmente se observa que D — C no es hamiltoniano por trayec-

torias y tampoco lo es D. Luego, por el Teorema 5.6, D es derogatorio.
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