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Abstract

En estas notas estudiaremos una reciente férmula de recurren-
cia para los ntimeros de Bernoulli demostrada por E. Deeba y D.
Rodriguez en [5] , asi como también otra demostracién de esta misma
férmula hecha por F. T. Howard en [6] como aplicacién de la férmula
multiplicativa para los polinomios Bernoulli. Por otra parte, como apli-
caciones de esta nueva férmula de recurrencia se presentan nuevas de-
mostraciones de los teoremas clasicos de Von Staudt-Clausen, Car-
litz, Frobenius, Voronoi y Ramanujan acerca de congruencia que
involucran a numeros de Bernoulli.

1 Preliminares

Definicién 1.1 Los polinomios de Bernoulli denotados por Bp,(x) se de-
finen de la siguiente manera:

m m

T Bz
Bn(@)= ——+m!ly ———
= G ™ 2 im0

donde los B,,, para todo m > 1, son los numeros de Bernoulli y estan dados
por la siguiente fomula de recurrencia:

m—1
0=1+ Z (Zn> Bj ,paratodom > 1 (1.1)

B, = i 41r1 . zj:(_n’ <§) ™ (1.2)

* This research was partially supported by CDCHT-ULA under proyect C-677-94-05-E.
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Lema 1.3 Los polinomios de Bernoulli satisfacen la siguiente férmula:

By (z) = Z <Tjn> Bjz™™I  paratodom > 1 (1.3)
=0

Lema 1.4 Formula Multiplicativa para los Polinomios de Bernoulli
Para todo m > 1 el polinomio de Bernoulli By, (x) satisface la siguiente
formula multiplicativa:

k—1 .
By (kx) = k™1 Z;Bm <x + ‘;) ,paratodom > 1 (1.4)
]:

Lema 1.5 La siguiente serie de potencias:

o0

B
g (—1)T—'Tzr, con By =1
o d
converge uniformemente a la funcion:

eZ

er —1

U(z) =2
para todo z € C con ’ez‘ # 1y Re(2) # 0. En particular,

o0
B
Z_ L= Z T—!Tzr ,paratodoz € Ccon |z| < 27 (1.5)
r=0

eZ

2 Una Nueva Formula de Recurrencia para Los
Numeros de Bernoulli

Teorema 2.1 (Deeba y Rodriguez) Para todo m > 1 los nimeros de
Bernoulli satisfacen la siguiente relacion:

1 m—1 . (m n—l‘ .

k=0 j=1
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Demostracién. Por la férmula multiplicativa de los polinomios de Bernoulli
1.4, se verifica:

y como B,,(0) = By, para todo m > 1, se tiene:

n—1 .
= ()
]:

De donde,
n—1 j n—1 ]
nBm =n"> B (n> =n" | Bn(0) + > _ Bm <n>
Jj=0 j=1
n—1 ]
= 2Bty B <n>
7=1
Esto es,

n—1 .
nB,, = n"B,, +n™ Z B, (i)

j=1
A su vez, por la férmula 1.3 aplicada a x = l, obtenemos:
n

()5 ()

k=0
Noétece que si x # 0 entonces ] = 0; es decir, j # 0; lo cual implica que,
n
n—1 m

.\ m—k
B = 1" B+ 1™ 33 (2}) By <i>

j=1 k=0



Glauco Alfredo Lépez Diaz

m m B n—1
k m—
= S (1) e Y
k=0 7j=1

m n—1
IR (@) B Y
k=0 j=1

En consecuencia,

m n—1
0By = 1" By + 3 0 (@) B Yk

k=0

m—1 n—1 n—1
nBm = "By + Y 0¥ (TIZ) B> k4 nm (Z) By Y jmm

k=0 j=1 j=1
m—1 m n—1
R <k) By ™ 4 0" By + 0" B - (0~ 1)
k=0 j=1
m—1 m n—1
AN <k> BeY ™ F 4+ n"Bpn
k=0 j=1
Asi,
m—1 m n—1
nB,, = nk (k‘) By ™ F 4+ W™ Bn
k=0 7j=1
Luego,
1 m—1 m n—1
- - k m—k
B = iy 2 (1) B
=0 7=1
Por consiguiente la férmula 2.6 es cierta para todo m > 1. ||

Observacion: En el siguiente teorema presentamos una nueva demostraciéon
de la férmula 2.6, hecha por F.T. Howard en [6] , la cual es una aplicacién
de la férmula multiplicativa para los polinomios de Bernoulli 1.4; pero para
ello necesitamos algo de notacién y un lema previo.

Notacion: Dados h y t enteros positivos y p primo denotaremos por ph||t,
a la siguiente afirmacién:

p divide a t, pero p" Tt no divide a t
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Ademds, para k y n enteros positivos designamos por Si(n) a la suma
de las k-ésimas potencias de los n primeros enteros positivos, o bien,

Si(n) =1F 4 2F ... 4 nF (2.7)

Lema 2.2 La funcion generatriz para Si(n) estd dada por:

o0 k (n+l)z _ =
F(x,n):ZSk(n)%:€x+€2x++€nx:% (28)
k=0 ’

para todo x # 0

Demostracién. Por la férmula 2.7 para k y n enteros positivos resulta:

n k k k k
TV ok ok me oz (21) (nz)
Sk(n)ﬁ—(l +2 +--~+n)E—H+ ] +--+ i
O sea,
ST = T T T
Por lo cual,
0 n e k k k
F(J:,n):ZSk(n)k':Z<'+ o 4t o
k=0 k=0
o k% k o0 k
_ T (2$) (nx) N 2x nx
—ZHjLZ ol +--+Z ol e +e+---te
k=0 k=0 k=0
Resumiendo, nos queda:
= xk T 2z nx
F(x,n):ZSk(n)H:e +e 4+ +e

Ahora, para x # 0 se deduce que:

et — 1> B e(n—i—l)z — 7

T 2z . nr _ (,T 2z . nx
ef+e+---te (e"+e*+---+e )<ex_1 ]

Por lo tanto,

o0 zk e(n+1):v g
F(z,n) = Zsk(”)g =T w1
k=0 ’

La cual es la férmula 2.8 para x # 0.
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Teorema 2.3 Para todo m > 1 los nimeros de Bernoulli satisfacen la si-
guiente formula de recurrencia:

1 m—1 m n—1
_ k -m—k
Bm_in(l—nm)zn <k>Bijm ,conn > 1

k=0 j=1

Demostracién. Por la féormula 1.5 aplicada a € IR con |z| < 7 se verifica:

T > ™
S
er —1 m!
m=0
Entonces,
> m xm > UL~ (nz)™ x nx
(n—=n")B,— =n B,,— — B =n —
m ] m ] m 1 = T
m)! m)! m)! er* —1 e —1
m=0 m=0 m=0
. nx et —e”
e —1 et —1
Esto es,
= m x™ nx et —e”
Z (n—n")B,— = .
m! e -1 -1
m=0

Como por la férmula 2.8 la funcién generatriz de S;j(n — 1) estd dada
por:

(0.9}
) e —e”
Flz,n—1)=> Sj(n- 1)3' =
§=0
se cumple que:
nx N (7 xd
ent _ 1 et — 1 :ZBk k! ZS](H—l)?
k=0 §=0
B > nFBa* Si(n —1)a7
SRS S
k=0 §=0

Es decir,
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De donde,
(o] o0 o0
B n* Bya® Si(n—1)z7
m m om __ J

5 B 5B 2 00

m=0 k=0 j=0
B nkkakS (n—1)x n BkS (n —1)aItk
o k5! Z Z k!5

k>0 j>0 >0 k>0

Ahora, llamando j = m — k se tiene que j + k = m; y ademads,

nkBpSj(n — 1)z t* n¥ Bk Sy, 1 (n — 1)z™
D PLLL LS S g Sa SR

5>0 k>0 m—k>0 k>0
n¥BrSp—_r(n —1) 2 = (1 BLSy i (n — 1) m
-y (Al Dy e 3 S (B2 )
m>k k>0 m=0 k=0

En otras palabras,

2 nkBrak = Si(n— 1)l o= (nFBLS,_k(n — 1 m
>y R (e )

k=0 ’ j=0

Lo cual implica que,

S e = 35 (AR o

m=0 m=0 k=0

Igualando los coeficientes de x™ se tiene:

m Bm = leB Sm— n—1
(n—n )m!:Z< lj!(m—k(k:)! )>

k=0

En consecuencia,

(n—n") By, " (n*BySpm_x(n —1)
n(l—nm)m‘_ 1—nmz;)( El(m — k)! )

n—1
Por otra parte, como S,—x(n — 1) = ij_k resulta:
j=1
—1
n — nm-l—l 4 nm-l—l —pm Bl _ 1 m nkBk ' 1 nzjmfk
n(l —nm) m!  n(l—nm) k! (m—k)!
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O bien,
(n(l —n"™) +n™(n— 1)> B, 1 iy : 1 § —
_ ! — | Y]
n(l —nm) m!  n(l—nm) = k! (m —k)! st
~1
n™ By, . T
+n(1 —n™)m!(m —n)! j;]
Escrito de otra forma, nos queda:
mn—1)\ B 1 kB 1 =\
1+ n"(n—1)\ Bpn _ n"bg ij—k:
n(l—nm)) m!'  n(l-—nm) kL (m—k)! 4
k=0 j=1
~1
n™ By, = .0
+n(1 — n™)m!0! ;J
O sea,
B, 1 B,

k=0 j=1
Asi,
Bf — 1 = nkBk 1 g]m—k
| — | — k)
m n(l —nm) — k (m —k)! ot
Luego,
m! ol n* By, 1 s
B = | 2"
n(l —nm) k! (m —k)! 4
k=0 j=1
Por consiguiente,
1 m—1 m) n—1
B = k B m—k
"=y & R m - k) ’“j;”

Por lo tanto,

m—1

n—1
1 m
By = ——r nk< >Bk jmr
= 2" ) P

Con lo cual se concluye que, la férmula de recurrencia 2.6 es vélida para
todo m > 1. [ |
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Lema 2.4 Sip es un ndmero primo y k es un entero no negativo, entonces

. ) —1 modp si (p—1)k
Sk(p 1)_{ 0 modp si (p—1)fk

Demostracién. Si p es un nimero primo entonces por el Teorema de Fermat

se verifica:
a?~!' =1 mod p,para(a,p) =1

Como p es primo se cumple que (a,p) = 1 para todoa =1,...,p — 1.

De donde,

a*~ ' =1 mod p,paratodoa=1,...,p—1

Lo cual implica que,
Plypor o (p—1)Pt=p—1 modp

A su vez, como p — 1 = —1 mod p se tiene:
1Pty (p—1)P = —1modp
Ahora, si (p—1)|k entonces k = q(p — 1) para algin entero positivo. En

consecuencia,
Skip—1)=1F+2% + ... 4 (p— 1)
19(p=1) 4 9alp=1) 4 ... 4 (p— 1)‘1(1?—1)

= <1(p_1))q + (2(13—1))q I ((p _ 1)(P—1))q

Esto es,
Selp—1) = (1(P—1>)q + <2<P‘1>)q +oet ((p - 1)<P—1))q
De nuevo, como a?~Y = —1 mod p para todo a =1,...,p — 1; resulta
(a(pfl))q =1 mod p,paratodog=1,...,p—1
Asi,
(1P~ L (2= o (p—1DP ) = (p—1) mod p
Otra vez, como p — 1 = —1 mod p tenemos:

(D)1 4 D) 4t (p— D)D) = 1 mod p
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Es decir,
P42k 4 (p—1)F = -1 mod p

Luego,
Sk(p—1)=—-1mod p,si(p—1)|k

Por otra parte, supongamos que (p—1)fk. Como p es primo la ecuacién:
2Pt =1 mod p

tiene p — 1 raices, las cuales son 1,2,...,p — 1. Sea ¢g una raiz primi-
tiva médulo p. Entonces, g, ¢2,...,¢° " es una permutacién de las raices
1,2,...,p— 1 médulo p. De donde,

2 et (p =) ="+ (D) -+ (9P ) mod p
Por otra lado,

g+ (@) G =g () (MY

= (" + (") + -+ (§H)PY)y. ( —

Lo cual implica que,

w9 ((GHPV 1)
- o

En consecuencia,

()P~ 1)

1k 4ok 4 ... _ 1)k
+26 4+ (p—1) 1

mod p

Como p es primo y (p — 1)[k obtenemos que (¢¥,p) = 1 y por lo cual,
(gF)P~1 =1 mod p. Asi,

9" ((¢M)*V -1)
gk -1

=0 modp

Luego, 1F +2F + ... + (p— 1)k = 0 mod p. Por consiguiente,
Sk(p—1)=0mod p,si(p—1)|k

Por lo tanto, se infiere el resultado del lema. |
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Lema 2.5 Sip es un nimero primo tal que p" || m yk>2, entonces

Pk (7;) = 0 mod p"? (2.9)

Si p es impar entonces la congruencia también es valida para k = 2, o
bien,

p? <7g> =0 mod p*? (2.10)

Sip>5yk>4 entonces el mddulo puede ser elevado a p"**, o sea,

Pk (7;) =0 mod p"** (2.11)
Demostracién. Supongamos primero que p es un nimero impar y k = 2.
Entonces,
o (m\ o m! _ p*m(m—1)
PR2) =P "om—_2y 2

En otras palabras,

» <ZL> _ pzm(;ﬂ -1

Como p” || m se verifica que p"|m y p"*1fm, esto es, m = p/r para algiin
r entero positivo. De donde, p?>m = p"*™2r. Lo cual implica que p"*2|p?m.
En consecuencia,

p’m =0 mod p'+?
Asi,
2
—1
pim(m ) = 0 mod p"*+?
2
Luego,

p? <T;> =0 mod ph+2

Por consiguiente, la congruencia 2.10 es valida para todo p primo impar.
Ahora, supongamos que k > 2 y p* || k. Entonces,

" (@ - i = 1)!(7?__112!(1{ —) . @1—_ 11)
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(1)1 )

A su vez, como p”" || m se cumple que p"|m y p"*t!fm. Por otra parte,
como p¥ || k se tiene que p*|k y p**1fk. De donde, k = tp*, para algiin
entero positivo t. Escribiendo esto de otra forma nos queda:

Es decir,

11
ko tpw
Lo cual implica que,
k k k
2 - —, 0 sea, = phv

En consecuencia,

ﬁ m—l _ k—w m—l
E \k—1)7P E—1

Pero, como ( 3 __ 1> es un entero positivo resulta:
k—w Zlk m—1
P \k—1
Asi,
k
hok—w| P~ (m—1
p'p mk <k_1>,yaquet<k

Esto nos dice, por la ecuacién 2.12 que
k[T
()

Pk (7:) = 0 mod p'tk-w)

Veamos que £ —w > 2. Si w > 2 entonces para p primos tenemos
que p* —w > 2. Como p* || k obtenemos que k > p". Por consiguiente,
k—w>pY—w>2. Asuvez como k >2siw=0346w=1 se deduce que
k —w > 2. De donde,

ph—i-(k—w)

Luego,

pk (7;) =0 mod p"t* =) conk —w > 2
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En particular,
pk (7:) =0 mod pth2

Lo cual implica que la congruencia 2.9 es cierta para todo p primo tal
que p" || my k> 2. Por ultimo, si w > 0 entonces para un primo p > 5 es
cierto que p* —w > 4. De nuevo, como p* || ky k > 4 es valido que k > p*.
En consecuencia, k — w > p* —w > 4. Pero, si w = 0 entonces k — 0 > 4.
Asi,

pk <TZ> =0 mod pth(kfw)

cada vez que k —w >4, para p > 5y k > 4. Luego,

Pk (7:) =0 mod p"**  parap > 5yk > 4

Por consiguiente, el médulo de la congruencia 2.9 puede ser elevada a
p'*t4 cuando p > 5 y k > 4. Por tanto, la congruencia 2.11 es vélida para
todo primo p > 5y k > 4. | |

Definicién 2.6 Sean a,b y m nimeros enteros m > 1. Si (b,m) =1 en-
. a , . .a c
tonces diremos que 3 es un entero modulo m. Ademds, si 7 Y p son enteros
. . a c
mddulo m diremos que 7 es congruente a p mddulo m, lo cual denotaremos

por:

sty solo si m divide a (ad — be); o bien, sty sélo si ad = bc mod m en el
sentido usual de congruencias sobre los enteros.

En los siguientes dos teoremas enunciamos las propiedades basicas de
las congruencias médulo m sobre racionales, las cuales presentamos sin de-
mostracién ya que su verificacién es muy sencilla.

Teorema 2.7 Sea m un entero positivo con m > 1. Entonces, la relacion
congruencia modulo m define una relacion de equivalencia en el conjunto de
los numeros racionales.
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Teorema 2.8 Sean a,b,c,d, e, f,g,h y m enteros positivos con m > 1. Si
a c e

T
b'd f 7 h
las congruencias modulo m sobre los racionales son vdlidas:

son enteros modulo m, entonces las siguientes propiedades de

1) % = 2 mod m Yy % — 2 = 0 mod m son equivalentes.
2) Si % = 2 mod m y ; = % mod m, entonces
%x—i—;yz §x+%y mod m,
para todos los enteros x e y.
3) Si%zgmodm Y EE%modm, entonces Z;E%modm
4) Si % = % mod m y n|m conn >0, entonces % = 2 mod n

Teorema 2.9 Sip es un numero primo y m > 0 entonces

By — -1 modp si (p—1)]2m
PB2m = 0 modp si (p—1)f2m
Demostracién. Por induccion sobre m. Para m = 1 se verifica que 2m = 2
Y 1
Bsy, = By = 6 Como el tnico divisor primo de 2m = 2 es p = 2 se cumple
1 1
que p—1=1y 1|2, es decir, (p — 1)|2m. Entonces, pBs,, = 2By = 26 =3

De donde, pBs,, = —1 mod p. Lo cual implica que,

pBay, = —1 mod p,si(p — 1)|2mparam =1
En consecuencia, el enunciado del teorema es cierto para m = 1.
Supongamos que (p — 1)/2k para todo k =1,...,m — 1; y supongamos,

como hipdtesis de induccion, que el enunciado del teorema es valido para
k=2,...,m—1. Asi, por la férmula 2.6, se tiene:

m—1

n—1 m—1
n(l —n"™)B,, = Z n" (7;) By, ij*k =n (?) By Z gm0
j=1 j=1

k=0
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-|-mz:1nk (ZL) Bkgjmk =Spu(n—1)+ mzzlnk <7§> By Sm—r(n —1)

k=1

Luego, para n = p resulta:
m
P~ ") B = Sl = 1)+ 3 o (1) Bl = 1)

Evaluando en 2m nos queda:

2m—1

2
P11 Ban = Sano =1+ 3 1 (%) BSen-slo - 1)
k=1

2m—1
2 2
= Som(p— 1) + ' ( {”) BiSama(p—1)+ 3 p* < ;”) BiSomi(p — 1)
k=2

1
A su vez, como By = —3 y Baog1+1 = 0 para todo k > 1, tenemos:

p(L—p*™)Bam,

m—1
2
=Som(pP—1)—mpSam—1p—1) +; pm( 2";;)B2k82m2k(p_ 1) (2.13)
O sea,

2m

m—1
pBam — (S2m p—1)—mpSom_1(p— 1)+Z p2k< 9% )BZkSQm—Zk’ (p— 1))

Por consiguiente,

m—1
2m

pBam — (52m(19— 1) —mpSam—1(p—1) +Zp2k< 9% )szSQm—zk(P— 1))

p2m+1

Entonces, como para todo p|p?™*! obtenemos:

m—1
2
p’szm - <52m(p— ) =mpSam—-1(p—1) +Zp2k( 2TZ>BQkSZm—2k(p_ 19

k=1
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De donde,
e 2m

pBam = Som (p—1) —mpSam (%1)+Zp2k(2 k>BQkS2m—2k: (p—1) mod p
k=1

Por otra parte, si (p—1))2k para k = 1,...,m—1, entonces por hipétesis

de induccién se deduce que:

pBor =0 mod p,paratodok =1,....,m—1

Lo cual implica que,

p** By, = 0 mod p,paratodok =1,...,m—1
En consecuencia,

p* <2m) BoySam—2k(p — 1) =0 mod p, paratodo k=1,...,m—1

2k
Asi,
s 2m
> ™ <2k> BokSam—21(p — 1) = 0 mod p
k=1
Luego,

pBom = Som(p — 1) — mpSam—1(p — 1) mod p

Ahora, como p = 0 mod p y m, Som—1(p — 1) son enteros positivos, se

verifica:
—mpSam-1(p — 1) =0 mod p

Por consiguiente, pBa,, = Som(p — 1) mod p. Por tltimo, como

{1 modp si (p—1)]2m

S2m(p - 1) = 0 modp si (p - 1)Y2m

por el lema 2.4, se cumple:

B = —1 modp si (p—1)2m
pBom = 0 modp si (p—1))2m

Por lo tanto, el enunciado es cierto para todo m > 1.
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Teorema 2.10 (Von Staudt - Clausen) Para m > 1,

1
B2m - G2m - Z -
(-Dj2m ¥

donde Gon es un entero y la suma esta tomada sobre todos los primos p
tales que (p — 1) divide a 2m.

Demostracién. Para demostrar este teorema veamos que es equivalente al
teorema 2.9. En primer lugar veamos que el teorema 2.10 implica al teorema
2.9. Sea m un entero positivo cualquiera y sea ¢ un niimero primo arbitrario.
Entonces, por el teorema 2.10 se verifica:

1
Boy = Gom — Z »
(p—1)|2m
donde G, es un entero y la suma esta tomada sobre todos los primos p
tales que (p — 1) divide a 2m. De donde,
q

qB2m — qG2m - Z -
(-nj2m ¥

Si (p — 1)|2m entonces,

q 1
qBQm:qG2m_ Z *_1:qG2m_q Z - -1
-1)12m P (-1y2m P
p#q p#q
Esto es,
1
qBQm = qGQm —dq Z -] -1
(-1yizm P
PF#q
Lo cual implica que,
1
qGom — q Z - | —-1=-1modgqg
(p—1D)2m p
PF#q
En consecuencia, ¢Ba,, = —1 mod q. Pero, si (¢ — 1)J2m entonces

1
qB2m = qGZm —q Z -
p

(p—1)|2m
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1
qGom — q Z — ] =0 mod q
(r—Dj2m I

1 . .
pues Ga,, €s un entero y E — no contiene a g en el denominador.
(p—1)2m

Luego, ¢B2,, = 0 mod q. Por consiguiente,

By — —1 modq si (p—1)]2m
4o2m = 0 modq si (p—1))2m

Con esto se obtiene el resultado del teorema 2.9. Por lo cual, el teorema
2.10 implica al teorema 2.9.

En segundo lugar veamos que el teorema 2.9 implica al teorema 2.10.
Sean pi,po,...,pr numeros primos tales que (p; — 1)|2m para todo
i=1,...,k. Como (py — 1)|2m por el teorema 2.9 se cumple:

PrBom = —1 mod py

Es decir, pg|(pxBom + 1). En otras palabras, existe Ny € Z tal que
PrBom = pi N — 1. Sea Np_1 = pi N, — 1. Entonces, ppBoy, = Nip_1. A su
vez, Ni_1 + 1 = ppNg; o bien,

Ni_1 = —1 mod py.
De donde,
prBom = Ni_1 mod pi ,con N_1 = —1 mod py,

Por otra parte, como (p; —1)|2m por el teorema 2.9 parai=1,...,k—2
se tiene:
piBam = —1 mod p;

Ahora, como (p;,p;) = 1 para todo j = i+ 1,...,k se resulta que:
(piypit1 -+ pr) = 1. Lo cual implica que,
DiDit1 -+ PkBom = —pit1 - ..pr mod p;

En consecuencia, p;|(pipi+1 -+ Bom + pit1---pr). Asi, existe N; € Z tal
que
PiDit1 "+ Pk Bom + piv1- - pr = pilN;
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O sea,
PiPi+1 Pk Bom = pilN; — piv1- - Pk

Sea
Ni_1=piN; — piy1-- Dk (2.14)

Luego, pipi+1 - - - prBam = N;—1. Por consiguiente,
Ni—1+ pit1- - pr = pilN;
En otras palabras, p;|(Ni—1 + pit+1 - pk); es decir,
Ni—1 = —pi+1- - pr. mod p;
Entonces,
piPi+1 - PkBam = Ni—1,con N1 = —pjt1- - pr mod p;

En particular, para 7 = 1 existe Ny € Z con

No = —p2pr, mod p

tal que, p1p2 - - - pr.Bam = No; esto es,

pip2 - Pk

pip2 Pk

By = —— 4+ ——— ,con Ny = —p3 - - pp, mod pa
b1 P2 Pk

De nuevo, como N1 = paNo — p3 - - - pi. por la férmula 2.14 para i = 2 nos
queda:

Lo cual implica que,

1 1 N
Bop=————+—"—,con N2 = —py---px mod p3
b1 P2 P3Pk
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Continuando con este proceso obtenemos que:

1 1 1 Ni_
Bopyp = —— — — — e 4 k=2

b1 P2 Pk—-2  Pk—jPk

,con Ni_o = pr mod pg—1

A su vez, como Ni_o = pp_1Ni_1 — pi por la formula 2.14 para k — 1 se

verifica: . . . N
Bop = —— — — —ee — +pk—l k—1 — Pk
pr - P2 Pk—2 Pk—1Dk

En consecuencia,

1 1 1 1 Ng_
B2m _ ... = — + k-1
pP1 P2 Pk—2  Pk-1 Pk
con Np_1 = —1 mod py. Por otra parte, como Np_1 = pp N — 1 se cumple:
1 1 1 N —1
Bopy = —— — — — e + PriVg
pP1 P2 Pr—1 Pk
Asi,
1 1 1 1
Bgm:—————---—————ka,conNkGZ
2 Pk-1 Pk

Llamando Nj, = G, se tiene:

1 1 1 1
Byyp=———— i — —— — — 4+ Gop, conGop, € Z
pP1 P2 Pk-1 Pk
Luego,
1
Boym = Gom — Z —,conGoy, €7Z
(p—1)|2m

Por consiguiente, se infiere el resultado del teorema 2.10. Por lo tanto
los teoremas 2.9 y 2.10 son equivalentes. ||

Teorema 2.11 (Carlitz) Sea m > 1. Sip es cualquier primo tal que

1
(p—1)p"|2m, entonces p" divide al numerador de Bay, + <p> —1. Es decir,

h+1

pBaoy, = (p— 1) mod p (2.15)
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Demostracién. Supongamos que p” || 2m, entonces por definicién ph|2m y
Pt 2m. Como m > 1y p*|2m se verifica que h > 0 para p = 2. A su vez,
como p es primo y m > 0 por la férmula 2.13 se cumple:

m—1
2
pBom — <52m(73— ) —mpSam-1(p— D+ P2k< ;g)szszm—% (- 1))
k=1
_p2mHip,
De donde,
m—1 2w
p> ! pB2m‘<SZm (p—1)—mpSam-1(p—1)+ > _p** < 2k:) BogSam—ok(p— 1))

De nuevo, como ph]2m se tiene que ph“]meH. Lo cual implica que,

h+1
p

m—1
2
pBom — <S2m (p—1)=mpSam-1(p—1)+ Y _p** <27Z> BokSam—2k(p— 1))

En consecuencia,

pBQmESQm(p_ 1) _mpS2m—1 (P— 1)

m—1
2m
+;§_1p2k(2k )BQkSQmZk(p_l) mod p"t! (2.16)

Por otra parte, como 2k > 2 en la suma anterior y por el lema 2.5 para
un primo p > 2 tal que p” || 2m resulta:

p2F (2275> =0 mod p"*? ,paratodok =1,...,m—1

h+2

Pero, como p"*! Ip tenemos:

p% (227;> =0 mod ph'H ,paratodok =1,....m—1
Asi,

ka (27;) Bsy, =0 mod th ,paratodok =1,...,m—1
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Por lo cual,

p* <2m> BorSam—2k(p — 1) = 0 mod p"*'  paratodok =1,....,m — 1

2k
Luego,
m—1
2m
Z p** <2k‘> BoSom—ok(p — 1) = 0 mod p*
k=1

Por consiguiente,

pBom = Som(p — 1) — mpSam_1(p — 1) mod p" ™

Ahora, si p || 2m entonces p"*! || 2mp y como p > 2 se deduce que
p"*1 || mp. En otras palabras,

mp = 0 mod p"*!

Por lo tanto,

mpSom—1(p — 1) = 0 mod p"*!

De donde,
pBam = Som(p — 1) mod phtt (2.17)

En particular, para p = 2 la férmula 2.16 nos queda en la forma:

2Bgm = SQm(Q— 1) —2m52m71(2— 1)

m—1
2
+Z 92k <2T]Z> BoiSom—2r(2—1) mod 2" para todo m > 1
k=1

O bien,

2m

2Bom = Som(1) — 2mSay,_1(1) + 22 < 5

) By Som—2(1)

m—1
2m
+ ; ok <2k> Bsj:Som—2k (1) mod 21 paratodom > 1

Si 2" || 2m entonces por el lema 2.5 obtenemos que la férmula 2.16 es
valida para p =2 y para todo k =2,...,m — 1. O sea,

22k (2;2) =0 mod 2" paratodok =2,...,m —1
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Lo que implica que,

2% <22nk?> BoSom—2r(1) = 0 mod oh+1 ,paratodok =2,...,m—1

En consecuencia,

—_

m—
2m

22k <2k> BQkSQm,Qk(l) =0 mod 2h+1

k=2

Asi,

2m

2B = Som(1) — 2mSay,_1(1) + 22 ( 5

) B3 San—1(1) mod 2",
para todo m > 1. Escrito de otra forma,
2Boy = Som (1) —2mSam 1 (1) +4m@m—1) By Sapm 2 (1) mod 2"+,

1
para todo m>1. Como By = 5 Y Sk(1) = 1 para todo k > 1, se verifica:

1
2By, =1 —2m + <3> 2m(2m — 1) mod 2" paratodom > 1
Por lo cual,

1
2Boym =1+ (3) 2m(2m — 4) mod 21 paratodom > 1

De nuevo, como 2"||2m por definicién se cumple que 2"2m y 2/+1)2m;
pero como 2"|2m y 2|4 se tiene que 2"2|2m4. Esto es,

2h 11 2m2my 2t 2m4

Es decir, 2"71(2m2m — 2m4). En otra palabras, 2"+1|2m(2m — 4).

Luego,
2m(2m — 4) = 0 mod 2" paratodom > 1

Por consiguiente,

1
1+ (3) o2m(2m —4) = 1 mod 2" paratodom > 1
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Y, por transitividad de las congruencias sobre racionales resulta:
2Bo, = 1 mod 2" paratodom > 1

Con lo cual queda probado el teorema para el caso especial p = 2. Por
otra parte, si p es un primo impar y p" || 2m entonces por la férmula 2.17
obtenemos:

pBam = Som(p — 1) mod p"*!, para todo m > 1 (2.18)
Ademas, por la definicién de So,,(p — 1) nos queda:
pBoy =12 422 4 (p— 1) mod p"*  paratodom > 1
Ahora, como p es primo se deduce que

(a,p) = lpara todoa=1,...,p—1

De donde, (a,p"*!') = 1 para todo h > 0y paratodoa =1,...,p—1. Lo
cual implica, por la generalizacion de Euler del Pequeno Teorema de Fermat,
que:

a®®"™) =1 mod p"t paratodoa=1,...,p—1

donde ¢(p"*1) = p"(p —1) y ¢ es la funcién phi de Euler. En consecuencia,
(aph(p_l))’" =1 mod p"*! (2.19)

para todo r € Z con r > 0y para todoa = 1,...,p— 1. Si p"(p —1)]2m
entonces 2m = p"(p — 1)q para algtin q € Z con ¢ > 0. Asf,

12m 4. 92m 4 g (p—1)2m = 1P (e P =D 4y (p — )P (D)
= (17" =Dy ("D g (p—1)P D)y
O bien,
12m492m 4 g (p—1)2m = (17" =Dy g (2P (= Dya oy (p—1)P" ()
Por la férmula (2.19) obtenemos que:

(17" =Dy g (9P (=ya 4 (p—1)P"PDY =1 414 - + 1 mod p"T
—_—

(p—1)—wveces
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Por lo cual,
12m42my . +(p—1)2m =(p—1) mod P paratodom > 1

Luego,

"1 paratodom > 1

pBap, = (p— 1) mod p
Por consiguiente,

h+1

1
Bop, =1 — — mod p*"* , paratodom > 1
p

h+1

Por otra lado, como p”|p"*! por el teorema 2.8 parte 4), se verifica:

1
Bom =1 — = mod p", paratodom > 1
p

1
Por lo tanto, p" divide al numerador de Ba,, + — — 1 para todo m > 1.1
p

Observacioén: Si p > 5 entonces por el lema 2.5 se cumple:

p% (222?) =0 mod ph+2,pa7“at0dok: =1,....m—1

O sea,

pzl~C <227]?> Bor =0 mod pth2 ,paratodok =1,...,m—1

Esto nos dice que el médulo en la férmula 2.18 puede ser elevado a p"*2.
Ademds, en el siguiente teorema se generaliza la férmula 2.17.

Teorema 2.12 Sea p un niimero primo con p > 5. Siph || 2m y p—1 no
divide a 2m — 2, entonces

h+3

pBay = Som(p — 1) mod p"™° | paratodom > 1

Demostracién. Param > 1y para el primo p por la férmula 2.13 se verifica:

m—1
pBop, — (S2m p—1)—mpSam—1p—1) +Z pgk(227;€1>3%5,2m_2k - 1))
k=1

2 1
=p mE Bom,
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De donde,
pBam = Sam(p—1) —mpSam—1(p—1)

m—1
2m
+; p** <2k> BokSom—2k(p—1) mod p*™+!

Como 2m + 1 > h + 3 (lo cual se prueba facilmente por induccién) se
cumple que p"*3|p?™ 1. Lo cual implica, por el teorema 2.8 parte 4), que:

pBay = Som(p—1) —mpSam-—1(p—1)

m—1
2m
+; P <2k> BoySam—2k(p—1) mod p+?

Esto es,

2
pBom = Som(p—1)—mpSam_1(p—1)+ p? < ;n) BySom—a(p — 1)

m—1

2m
+> p* (2k:> BogSam—ak(p—1) mod p"*?
k=2

A su vez, como p > 5y p" || 2m por el lema 2.5 se tiene:

pk (27;) =0 mod p"** paratodok =2,...,m—1

h+4

Por otra parte, como p"*3|p"*+4 para todo h > 0 por el teorema 2.8 parte

4) resulta:

pk <227Z) =0 mod p"*3 ,paratodok =2,...,m —1

En consecuencia,

p% <227Z> By Som—ok(p — 1) = 0 mod ph"“?’7 paratodo k=2,...,m—1

Asi,

m—1

2m
pQ”C <2k‘> B9 Som—ok(p — 1) = 0 mod ph+3
k=2
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Por lo cual,

pBQm = SQm(p - 1) - mpSQm—l(p - 1)

tenemos:

2m
+p2 < 9 ) B3S9,—2(p — 1) mod ph+3
. 1
Sustituyendo By = 6

pBom = Som(p—1)— mpSom—1(p — 1)

1
+ <6> p*m(2m — 1)Sam—2(p — 1) mod p"*?

Por otro lado, como p — 1 no divide a 2m — 2 por el lema 2.4 obtenemos
Som—2(p—1) =0 mod p (2.20)
Es decir, p|S2m_2(p — 1). Luego, como p|2m se deduce que
p"H2mSam o (p — 1)

Por consiguiente,

"3 p2mSey a(p — 1)

Es decir, p*2m.Say,_2(p — 1) = 0 mod p"3. Por lo tanto,
pBaoy = Som(p — 1) — mpSam—1(p — 1) mod pht3 (2.21)

Ahora, reemplazando a m por 2m — 1 y n por p en la férmula 2.14 nos
queda:

1 2m—1—1 om — 1 p—1
_ k - 2om—1—k
o = e, 2 7 (M)
k=0 7j=1
Y por la formula 2.7 se verifica
2m—2
Bom-—1 = W kz_o p ( k ) BySam—1-k(p — 1)

Pero, como Bs,,_1 = 0 para todo m > 2 se cumple:

2m—2 9 — 1
0=> p < 1 > By Som-1-k(p — 1)
k=0
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De otra manera,

2m—2 2 — 1
0= BoSom-1(p—1) + ; p* < ! > By Som-1-1(p—1)
Entonces, como By = 1 se tiene:

2m—2
2m — 1
Som—1(p—1) = — E P ( mk > By Som—1-k(p—1)
=1

O bien,
Som-1(p—1)

2m—1 2 2m—1
:—p‘( 1 )5152m11(p -1 —kZ_ka< . )Bk;SQm—l—k(p -1 (2.22)

A su vez, como
p¥ =0 mod p?, paratodok > 2

resulta:

—p" <2mk_ 1) By, Sam-1-k(p — 1) = 0 mod p* ,paratodok = 2,...,2k — 2

De donde,

2m—2 o — 1
- Z p" < & ) BySom—1-(p — 1) = 0 mod p*
k=2

Reduciendo a congruencias médulo p? la igualdad 2.22 tenemos:

2m —1
Som—1(p—1)=—p < . ) B1Som—2(p — 1) mod p?
O sea,
Som—1(p — 1) = —p(2m — 1) B1Sam_a(p — 1) mod p?
1
Por otra parte, como B = —5 obtenemos:

1

Som-1(p—1) = §p(2m — 1)Som_2(p — 1) mod p*



Una Nueva Férmula de Recurrencia para los Nimeros de Bernoulli 29

Utilizando la congruencia 2.20, ya que p—1 no divide a 2m — 2 se deduce
que
P’ |pSam—a(p — 1)

Lo cual implica,

1
§p(2m —1)Som_2(p — 1) = 0 mod p?

En consecuencia, por transitividad de las congruencias sobre racionales
_ 2
Som-1(p — 1) = 0 mod p

Luego,
p2‘5’2m—1(p —1)
Y asi,
P*pSam—1(p — 1)
Por tltimo, como p > 5y p*|2m es valido que p*|m. Por lo cual,

P pmSom 1 (p — 1)

Por consiguiente,

pmSom_1(p — 1) = 0 mod p"*™3

Sustituyendo este resultado en la congruencia 2.21 nos queda:

pBay, = Som(p — 1) mod ph+3

Por lo tanto, se infiere el resultado del teorema. | |

Teorema 2.13 (Frobenius) Si m > 2, entonces 16 divide al numerador

1
de Bo,y, — 3 4+ 6m. Esto es, 2Bo, =1 — 12m mod 32

Demostracion. Por la formula 2.14 aplicada a 2m y n = 2 se verifica:

2m—1 1
2(1 — 22™)B,,, = S ok (2™ B j2m—k
- = S () Y

k=0 j=1

Es decir,
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Como Bagy1 = 0 para todo k > 1 se cumple:

m
2
2(1 = 2°™)Byy = By + 4mBy + » 2% <27§) Boy.
k=1

1
A suvez, como By =1y By = —3 se tiene:

2m _ 2k
2(1 -2 )32m1—2m+;2 <2k>32m

Por otra parte, para todo j = 1,...,m resulta:
/ 2m
2(1—2"") By — | 1—2m + ) 2% < > Bom, Z22k ( > Boy,
k=1

J m
2m 2m
-> 2%(%) Box = ) 22’“(2k> By,
k=1

k=j+1
O bien,
. 2
2(1 — 22™) By, — (1 —2m + Zz% <2k> B2m> = Z 92k (2’;?) Boy,
k=j+1
para todo j = 1,...,m. Ahora, como
92j+1 - o2k 2m B
2 )
para todo j = 1,...,m; tenemos:
A J D)
922+119(1 — 92™)B,. . — (1 —om+ Yy o <2’IZ> sz>
k=1
De donde,

2m

j
2(1—2"") By =1 —2m + » 2% <2k

) Bo,, mod 92 +1
k=1
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para todo j = 1,...,m. Pero, si j = 2 para m > 2 obtenemos:

2(1 — 22™) By, = 1 — 2m + 22 <2m> By + 2 <2;”> By mod 2°

2
. 1 1
Sabiendo que By = — y By = ———, nos queda:
6 30
2 2m 8 (2m
2327,172%“3%;172m+g < 5 ) -1 < 4)34 mod 32

Por otro lado, como m > 2 se deduce que
22m+1 = (0 mod 32
que 2m + 1 > 5, o sea,
22" By, = 0 mod 32

Lo cual implica que,

B 2 (2m\ 8 [2m
2Bgm:1—2m+3<2>—15(4> mod 32

Estudiando el segundo miembro de esta congruencia, notamos que:

2 <2m> 8 <2m> _ —16m* 4 48m?> 4+ 16m* — 108m + 45

1—2m+ = _°
mtglg 15\ 4 15

En consecuencia,

—16m* + 48m3 + 16m? — 108m + 45 m
45

Como 32 = 0 mod 32 es valido que —32 - 23 = 0 mod 32, esto es,

2By, = od 32

—736 = 0 mod 32

A su vez, como —736 = —720 — 16 se satisface 16 = —720 mod 32. Por
otra parte, como 720 = 45 - 16 se verifica:
16
T = —16 mod 32
Asi,
16

Emz = —16m? mod 32
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De nuevo, como 32 = 0 mod 32 se cumple —32 -9 = 0 mod 32, es decir,
—288 = 0 mod 32; y como —288 = —108 — 180 se tiene —108 = 180 mod 32.
Por consiguiente, siendo 180 = 45 - 4 resulta:

108
—— =4 2
15 mod 3
Por lo cual,
108
S m = 4m mod 32
Sélo resta probar que:
—16m* + 48m?
6m4;— sm =0 mod 32

Lo cual es cierto, pues —16m* + 48m?3 = 16m3(—m + 3); y ademss,
16m?®(—m + 3) = 0 mod 32
ya que m3(—m + 3) es par para todo m > 2. Luego,
2B2, =1 —12m mod 32, paratodom > 2
Pero, como 16|32 por el teorema 2.8 parte 4) nos queda:
2By, =1 —12m mod 16 , paratodom > 2

Por consiguiente,

Bsy,, = = — 6m mod 16 , paratodom > 2

1
2

1
Por lo tanto, 16 divide al numerador de Bs,, — 3 + 6m para todo m > 2.

P.
Teorema 2.14 Sea By, = sz con Py y Qo enteros, Qo # 0y
2m

(Pom, Qam) = 1. Entonces, para todos los enteros positivos m y n se satis-
face la siguiente congruencia:

(12 4+ 22" 4o+ (n — 1)*™) Qam = nPay, mod n? (2.23)



Una Nueva Férmula de Recurrencia para los Nimeros de Bernoulli 33

Demostracion. Por la férmula 2.14 aplicada a 2m, se verifica:

2m—1 o n—1
n(l—n®")Byy = Y _ nF ( L > By Yy 2k

k=0 j=1
A su vez, por la férmula 2.15 se cumple:
2m—1 9m
n(1 — n?") By, = Z nk < I > By Som—k(n—1)
k=0
o Poy
Como Bay,, = Q— con Poy, v Qo enteros y Qo # 0 para todo m > 1
2
se tiene: "
P 2m—1 2m
n(l—n?m) 220 — S oak < ) BiSom_1(n — 1)nPoy, + n*" 1 Py,
QQm b—0 k

= BoSom(n — 1)Qam + n2mSam_1(n — 1)Qayp,

+ <2§:1 n¥ (%T) B Sopm—1(n — 1)) Q2m

k=2

Por otra parte, como n2]n”c para todo k > 2 resulta:
n* =0 mod n? , paratodok > 2

De donde,

n* By <22n> Som—i(n — 1) = 0 mod n? , paratodok > 2

Lo cual implica que,

2m—1

Z n* By <2chn> Som—r(n — 1) = 0 mod n?
k=2

En consecuencia,

2m—1
< Z n* By, (2]1”) Som—k(n — 1)) Qam = 0 mod n?

k=2
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2m—+1

Por otro lado, como n?|n tenemos que n?™t =0 mod n?. Asi,

n?m P, =0 mod n?
Por lo cual,
nPom = BoSom(n — 1)Qam + 2nmB1Som,—1(n — 1)Qay, mod n?
Por otra parte, como By =1y By = —% nos queda:
nPom = Som(n — 1)Qam + nmSapm_1(n — 1)Qay, mod n* (2.24)

De nuevo, por la formula 2.14 aplicada a 2m — 1, obtenemos:

1 2m—2 9m 1 n—1
_ k - 2m—1—k
B?m—l—mzn < k )Bkzﬂ
k=0 J=1
Por la férmula 2.15 se deduce que:
2m—2
Bopm—1 = m kzo n < L ) BkS2m—1—k(n - 1)

Como By,,_1 = 0, para todo m > 2 es cierto que:

2m—2

0= Z nk <2mk— 1) BySom—1-r(n —1)

k=0

Esto es,

2m—2 o — 1
Sszl(n - 1) = — Z nk ( i ) BkSQm_l_k(n - 1)
k=1

Sustituyendo la expresién de So,,—1(n—1) en la férmula 2.24 se satisface:

nPoy, = S2m(n - 1)Q2m

2m—2
+nmQam Z nk <2mk— 1) By Som—1-k(n —1) mod n?
k=1

Es decir,
nPoy, = SQm(n_l)Q2m
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2m—2
2m —1
+mQom Z s ( mk ) B Som—1-r(n—1) mod n?
k=1

k+1

Ahora, como n?|n para todo k > 1 es valido que n**! = 0 mod n?,

para todok > 1. Luego,

k1 <2mk:_ 1) BiSom—1-k(n —1) = 0 mod n? , paratodok > 1

Por consiguiente,

2m—2 o — 1
Z nhtl < 1 ) B Som_1-1(n — 1) = 0 mod n?
k=1

Ademas,

2m—1 o — 1
nQom Z nktl ( I ) BrSom—1-r(n —1) =0 mod n?
k=1

O bien, nmQ2,S2m—1(n — 1) = 0 mod n2; o sea,

nPoy = Som(n — 1)Q2m mod n?

Por lo tanto,
(1™ 422" 4 - + (n— 1)*™) Qam = nPan, mod n°

Congruencia esta que se satisface para todos los enteros positivos
my n. | |

P
Teorema 2.15 (Voronoi) Sea Bs, = QQ—m con Po, y Qo enteros,

2m

Qom#0 y (Pom, Qam) = 1. Sia yn son enteros positivos tales que (a,n) =1,
entonces

n—1 .
_ o1 |70
(a2m — 1) Py = 2ma®™ 1 Qo E 1]2m 1 [jn] mod n
]:

donde [a] denota la parte entera de « que se define como el inico entero j
tal que j < a < j+1.
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Demostraciéon. Sean a y n enteros positivos tales que (a,n) = 1, por el
algoritmo de la divisiéon de Euclides se verifica:

Para todo £k = 1,...,n — 1 existen enteros unicos ¢, y rp tales que
ka = qgn + 1, con0 < 1 < n. Como (a,n) =1 se cumple:

k
[a] = qx,paratodok =1,...,.n — 1. (2.25)
n
De donde, los conjuntos {1,2,...,n—1} y {ri,72,...,7h—1} son iguales.

A su vez, elevando ka a la 2m se tiene:
(ka)®™ = (qen + 7)™ ,paratodok =1,...,n — 1

Usando el Teorema Binomial resulta:

2m

2 o
(qun + 73)°™ = Z < ;n) (qkn)2m_J7‘i ,paratodok =1,...,n—1
§=0

Lo cual implica que,

2m
K2 am = Z ( T) qim JHQm_]rk,pamtodOk =1,...,n—1

Jj=0

Reduciendo a congruencias médulo n? tenemos:

L2m g 2m — <27277j 1) qsz@mfl)nzm—mm_n Timq

2m\ om—2m_ 2m—2m, 2 2
+(2m> g TE ™ mod n

para todo k=1,...,n — 1. Esto es,
E2ma?™ = 2manr®™ ! + 1™ mod n?, para todo k =1,...n — 1

Sustituyendo la férmula 2.25 nos queda:
2m_2m _  .2m om—1 | ka 2
E*"a™™ = r™ + 2mnry, mod n” ,paratodok =1,...,n—1
n

Por otro lado, como rp = ka mod n para todo k =1,...,n—1 se deduce

que:

r" = (ka)*™ ! mod n,paratodok = 1,....n —1
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En consecuencia,

k k
2mnry" ! [:J] = 2mn(ka)>™ ! [a} mod n? ,paratodok =1,...,n—1

n
Asi,
k k
m +2mnrzm_1 [a] = rk + 2mnk?m1g2m-t [a} mod n?
n n
para todo k =1,...,n — 1. Por transitividad de las congruencias médulo n

sobre enteros obtenemos:

ka

k2ma?m = r]%m +ma® n [
n

]ka Yimod n?  paratodok =1,...,n—1

Sumando miembro a miembro cada una de estas congruencias se verifica:

(12m+22m+ . +(n 1)2m) 2m_( 2m+r%m+ _|_,r,n_1)

1 2 -1
+2ma2m1n<{ a]12m 1 [a]22m1+~ : _{(n )a](n—1)2m1> mod n*
n n n

Por otra parte, como {r1,72,...,r-1} ={1,2,...,n — 1} se cumple:

T T = 1T 2 (- 1)
Luego,

(12m+22m+ . +(n_1)2m)a2m5(12m+22m+ . +(n_1)2m)

n—1
+2ma®™ 1n Z{ } i2m=1 mod n®
j=1

Ahora, usando la férmula 2.15 se tiene:

n—1 .
2m — 2m—1 2m—1 | J& 2
—1)8. —1)=2 — d
(a )Som(n — 1) = 2ma n E J [ -~ } mod n

P,
Usando la férmula 2.23 resulta S, (n—1) = n=2""mod n?. Por lo cual,

QQm

Pom,
(a®™ — 1)Sop(n — 1) = (a®™ — 1)nQL mod n*
2m
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Luego

Pom
(a®™ — 1)ni = (a*™ — 1)Sop(n — 1) mod n?

QQm N

Por la transitividad de las congruencias moédulo n sobre los racionales
tenemos:

P n—1 .
(a®™ — 1)nQ2Tm = 2ma®" " In ijm_l [‘7:} mod n®
m .
7j=1

Por consiguiente,

n—1

(a®™ — 1) Py, = 2ma*™ 1 Qo g g2t []a} mod n*
n
j=1

Entonces, como n|n? por el teorema 2.8 parte 4) se deduce que:

n—1 .
2m _ 2m—1 om—1 | J@
— 1P, =2 — d
(a ) Pom ma Qom ;j [n} mod n

Por lo tanto, se infiere el resultado del teorema. |

Teorema 2.16 (Ramanujan) Si 4 divide a m entonces 200 divide al nu-
1
merador de By, + 307 esto es, 30B4y, = —1 mod 200. Ademds, 5 divide al

B 1 B 1
Imi2 s decir, M2 —  pod 5.

dor d —
numerador e e T 127 Am+2 12

Demostracién. Usando el teorema 2.11 (Carlitz) para p =2y h = 2 se
verifica:
2B4y, =1 mod 8

De donde, 30By4,, = 15 mod 8. A su vez, como 16 = 0 mod 8 se cumple
que 15 = —1 mod 8. Por la transitividad de las congruencias modulo m
sobre los racionales se tiene:

30Bym = —1 mod 8 (2.26)

Ahora, si p = 5 entonces p — 1 = 4; y como (p — 1)f(4m — 2) ya que
4f (4m — 2) para todo m > 3, por la férmula 2.26 resulta:

5Bym = Sum(4) mod 53 ,paratodoh > 0



Una Nueva Férmula de Recurrencia para los Nimeros de Bernoulli 39

En particular, para h = 1 nos queda 5B4;, = Sam(4) mod 5%. Por otra
parte, como 52|54 por el teorema 2.8 parte 4), se deduce que

5Bgm = Sum/(4) mod 25
Usando por la férmula 2.15 tenemos:
S (4) = 14m 4 24m  34m gdm — 4 16™ 4 81™ + 256™

=1+16"+ (754+6)™ + (2504 6)™

O bien,
Sum(4) =14 16™ 4 (75 + 6)™ + (250 + 6)™

Reduciendo a congruencias médulo 25 obtenemos:
1+ 16"+ (75+6)" + (250 +6)" =14 16™ + 6™ + 6" mod 25
Lo que implica que,
Sum(4) =14 16™ + 6™ + 6™ mod 25
Ademas,
1+16mM+6"4+6"=1+1+15)"+1+5)"+1+5)"
De nuevo, reduciendo a congruencias médulo 25 se verifica:
I+ (1 +15)"+(1+5)"+(1+5)™
=1+ (14+15m)+ (1 +5m) + (1 + 5m) mod 25
O sea,
14+ (1 4+15)"+(1+5)"+ (1+5)" =4+ 25m mod 25
En consecuencia,
1+ (1+15)"+(1+5)"+(1+5)"=4mod 25

Asi, Sym(4) = 4 mod 25. Luego, 5B4, = 4 mod 25. Por otra parte, como
(6,25) = 1 se cumple 30By,, = 24 mod 25. A su vez, como 25 = 0 mod 25
se tiene que 24 = —1 mod 25 y por transitividad de las congruencias sobre

los racionales resulta:
30Bym = —1 mod 25 (2.27)
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De las férmulas 2.26 y 2.27, como (8,25) = 1 por el Teorema Chino del
Resto se deduce que 30By4,, = —1 mod 200.

1
Por consiguiente, By, = ~35 mod 200. Esto nos dice que 200 divide al

numerador de By,, + —

Ahora, supongamos que 5" || (4m + 2) (por supuesto esto es cierto para
p =1y m =2). Por la férmula 2.25 y por la observacién del teorema 2.11
tenemos:
5Bam+2 = Sam+2(4) mod 52 paratodom > 1

Por otro lado, de la férmula 2.15 obtenemos:
Symao(4) = 14mFT2 4 odmd2 4 gdmt2 | jdm+2

— 1 + 42m+1 + 92m+1 + 162m+1
— 1 + (5 _ 1)2m+1 + (10 _ 1>2m+1 + (15 + 1)2m+1

En otras palabras,
Samya(4) = 1+ (5 — 1)*™H 4 (10 — 1)*™ ! 4 (15 4 1)2m+!
De donde,
5Bymio =1+ (5 —1)2" (10 — 1)?™ + (15 + 1)*™ mod 52
Reduciendo médulo 572 nos queda:
1+ (5—1)>"T 4 (10 — 1)*™ T 4 (15 4 1)?m*!
=1+ (-1+2m+1)5) 4 (=14 (2m +1)10)
+(1 + (2m + 1)15) mod 5"
Desarrollando el segundo miembro de esta congruencia se tiene:
14+ (=14 (2m+1)5) + (=1 + (2m + 1)10) + (1 + (2m + 1)15)
= 60m + 30 = 30(2m + 1)
Lo cual implica que,
14+ (=14 (2m+1)5) + (=1 + (2m + 1)10) + (1 + (2m + 1)15)

=30(2m +1)
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En consecuencia,
14 (5— 1) 4 (10 — 1)>™ T 4 (15 4 1)+ = 30(2m + 1) mod 5"
Asi, 5Bymi2 = 30(2m + 1) mod 5"2. De otra manera,

5Bym+2 = 15(4dm + 2) mod 52

Luego,
B
Amt2 — 3 1mod 502
dm + 2
Por otra parte, como 5]5th2 para todo h > 0 por el teorema 2.8 parte 4)

se deduce que:

Bamo
=3 mod 5
am+2 M
Y como 35 = 0 mod 5 resulta que
36 =1 mod 5
1
Por consiguiente, 3 = — mod 5. De nuevo, por la transitividad de las

congruencias médulo m sobre los racionales tenemos:

B4m+2 1
= — mod 5
am+2 12"
Lo cual nos dice que 5 divide al numerador de —"t2 _ 1
! dm+2 12
Por lo tanto, se infieren los resultados del teorema. ]
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