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O b j e t i v o :  E A X ~  t h a b a j o  Xiene poh d ina t idad  extendeh a  ope ha do he^ - 
C u a ~ i d i , j e h e n c i a L e ~  (deb in idoh  mdb a d e l a n t e l  , LC d e ~  compoaicidn de - 

Se e ~ t u d i a  tambi6n e ~ t a  d e ~ c o m p o 4 i c i 6 n  en h e t a c i d n  a t  conceyto  de - 
d i ~ c o n j u g a n c i a  y en h e l a c i d n  a  La no anutacidn de c i e h t o ~  w h o n ~ h i a - -  

no4 g e n e h a l i z a d o ~  . 



C o n s i d e r e m o s  l a  e c u a c i d n  d i f e r e n c i a l  

x 1  = A ( t ) x  ( 1 )  

donde  x  es  u n  v e c t o r  (xl, ...., x )  v A ( t )  e s  una m a t r i z  n  x  n d e  - 
f i n i d a  c o n t i n u 3  en un  i n t e r v a l 0  ( a , b )  y t a l  que  

ai, i+l( t)  > 0 p a r a  i = 1 ,...., n - 1  

a i j ( t )  5 0 p a r a  j > i + ? ,  - i = 1 ,...., n - 1 .  

Sea a h o r a  una f u n c i 6 n  f :  (a,h)  + ? .  D i r e m o s  que  e s t a  

f u n c i d n  es  a d r n i s i b l e  s i  s e  l e  pueden a p l i c a r  10s  o p e r a d o r e s  

Lb, ...., L,, n22 , d e f i n i d o s  p o r  

donde ai j, i , j =  1,n , son  10s  c o e f i c i e n t e s  de  l a  m a t r i z  A ( t )  , 

'n,n+l  = 1 y d o n d e  suponemos q u u  c a d a  o p e r a d o r  Li, 1=0,n,  e n v i a  - 
una f u n c i 6 n  d e f i n i d a  en (a ,b)  en  o t r a  f u n c i 6 n  t a m b i e n  d e f i n i d a  en 

(a,b) y t a l  que  L i f ,  i =O,n -1  e s  d i f e r e n c i a b l e .  



Sea a h o r a  x ( t )  = ( x l ( t ) ,  ...., x n ( t ) )  una s o l u c i d n  d e  

( 1 ) .  E n t o n c e s  x l ( t )  s 3 t i s f a c e  L n x l ( t )  = !?, t E ( a , b ) .  I n v e r  - 
samente  s i  f : ( a , b )  - R e s  una f u n c i d n  a d m i s i b l e  t a l  que L , f ( t ) =  

= 0, t E (a ,b)  se t e n d r d  q u e  e l  v e c t o r  x ( t !  = ( x l ( t ) ,  x p ( t )  , - 
...., x n ( t ) )  donde x , ( t )  = L i - l f ( t )  i = l , n  , es  una s o l u c i d n  d e  

( 1 ) .  

La e c u a c i 6 n  L n f  = O l a  l l a n a r e m o s  una e c u a c i d n  c u a s i -  

d i f e r e n c i a l  d e  o r d e n  n .  P o r  e l  p r c b l e m a  d e  una e c u a c i d n  c u a s i d i -  

f e r e n c i a l  d e  o r d e n  n  c o n  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  e n t e n d e r e m o s  e l  

b u s c a r  s o l u c i o n e s  d e  L,f = O que  en u n  p u n t o  c  E (a,b)  s a t i s -  

f a c e n  L j f ( c )  = 
"' j 

, j = O  ,...., n - 1  y donde  l a s  A j = O  .,. , n-1,  
j ' 

son c o n s t a n t e s .  P o r  l o  d i c h o  a n t e r i o r m e n t e  es c l a r o  que l a  e x i s -  

t e n c i a ,  u n i c i d a d  y c o n t i n u i d a d  d e  l a s  s o l u c i o n e s  p a r a  e s t e  p r o b l e -  

ma s e  s i g u e  d e  l a  e x i s t z n c i a ,  u n i c i d a d  y c o n t i n u i d a d  d e  l a s  s o l u - -  

c i o n e s  d e l  s i s t e ~ a  ( 1 )  c o n  c o n d i c i o n z s  i n i c i a l e s .  

DEFIN IC I0N. -  Dec imos que l a  e c u a c i d n  L n f  = 0 o  e q u i v a l e n t e a e n -  

t e  e l  o p e r a d o r  L,, e s  d i s c o n j u g a d o  en ( a ,  s i  n i n g u n a  s o l u c i d n ,  

no t r i v i a l ,  d e  L n f  = O t i e n e  i d s  d e  n - 1  c e r o s  en (a ,b ) .  En - 
e s t a  d e f i n i c i d n  10s  c e r o s  s e  c c e n t a n  c o n  s u s  m u l t i p l i c i d a d e s .  - 
(Una s o l u c ~ d n  f ( t )  t i e n e  u n  c e r o  d e  o r d e n  rn,l<m<n, - e n  c  E (a,S) 

s i  L o f ( c )  = . . . .  = L  f ( c ) = O  y L,f(c) # 5 ) .  De a h o r a  en a d e - -  m - 1  

l a n t e  p o r  una s o l u c i d n  e n t e n d e r e n o s  una s o l u c i d n  no t r i v i a l .  



Sean a c o n t i n u a c i 6 n  f ( t ) ,  ( t )  . f ( t )  l<rn<n - - , 
m + l  f u n c i o n e s  a d m i s i b l e s  d e  ( 2 ) .  P o r  c o n v e n c i 6 n  deno tamos  - 
p o r  V j  = \ l ( f l ,  . . . . .  f j )  p o r  I;J(fl . . . . . .  f . , f )  a  1 0 s  s i a u i e n t e s  

J 
d c t e r m i n a n t e s ,  l < j < m  - - : 

Ljf l . .  . . L . f  .L.f 
J J J  

E l  p r o ~ c i s i t a  d e  e s t e  a r t i c u l c  :.:s d e r n o s t r a r  e l  s i c r u i e n t e  

Teorema : 

TEOREMA I . -  S c a  e l  o p e r a d o r  i n  d e f i n i d o  en  ( 2 ) .  E n t o n c e s  l a s  

s i g u i e n t e s  p r o p o s i c i o n e s  son  c q u i v a l e ! ; t e s :  

a )  E x i s t c n  s o l u c i o n ; : ~  f l ( t ) , .  . .  .,f,(t) dc L,f = 0 t a l  q u e  10s  

d s t e r m i n a n t c s  W 1 ,  . . . . ,  W s c n  d i s t i n t s s  4 2  c c r o  en  ( a , b ) .  
ii 



) E x i s t e n  f u n c i o c e s  r o a l e s  o,, . . . .  'n c o n t i n u a s  c n  (a ,b )  y 

quc no s e  a n u l a n  en n i n g u n  p u n t o  dc c s t c  i n t e r v a l 0  t a l  que 

( . . . .  ( ~ ~ f ) ~ ) ~  . . . .  ) I  Ln f  = o n ( o n - l  

p a r a  t o d o  f a d m i s i b l ; .  

c )  E l  o p e r a d o r  L, 2s  d i s c o n j u g a d o  en ( a , b ) .  

E s t e  Tcorcma c o n s t i t u y ( 2  u n d  e x t e n s i 6 n  dn a l g u n o s  r e s u l -  

t a d o s  dados  p o r  : ' t h a r i  [ 3 ] , p a r a  un  o p e r a d o r  c u a s i d i f c r e n c i a l  

mznos g e n c r a l  a u e  c71 n u e s t r o .  F a r a  i r i r n o s t r a r  21 TEnRErlA 1, c n u n -  

c i a r c m o s  y p r o b a r c m o s  a l g u n o s  L p 7 3 5  y Tcor- as p r c l i m i n a r e s .  

LEXA 1.- S i  C j  d - n o t a  o l  d e t c r n i n a n t e  



donde  Re,,, d z n o t a  e l  rncnor ( n o  c o f a c t o r )  c o r r e s p o n d i e n t e  a  a ~m 

a n  C j .  

LENA 2 . -  Sean f t ,  ...., fn,f , n + l  f u n c i o n e s  a d m i s i b l e s  e n  (a ,b ) .  

Supongamos quc  1 0 s  d ~ t e r m i n a n t ' z s  v l ,  . . . . ,  !*I c o r r e s p o n d i z n t e s  a  n  

e s t a s  f u n c i o n e s  son  d i s t i n t o s  de c e r o  ~n ( a , b ) .  E n t o n c c s  l a s  s i  - 

g u i e n t e s  i d e n t i d a d e s  s o n  c i e r t a s :  

p a r a  2 < j  < n .  - - 

iIEMOSTRACI0N.- 

Ya que  l a s  f u n c i o n o s  f,, ....,  Fn,f s o n  a d r n i s i b l e s  s e  - 



t i e n e  que  10s  determinantes  = f l ,  l+ l ( f l ,  . . . .  , f , f ) ,  Wj , 
j-1 

2 < j < n  - - , son d i f e r e n c i a b l ~ s .  Asi tcnemos q u e  a )  se  s i a u e  de - 

donde se  ha u t i i i z a c i o  ? a  expresi6n Fara ::I opcrador L 1  d a d a  - 

Para ~j- r~lost rar  b )  s c  t icn: :  

l J  i ( f  , . . . f .  f - ( f . .  . . f  ,f)W! - - J-1 j - 1 
2 

dx kJ 

( 9 )  

Haciendo u s n  d e  ( 2 )  y d e  propic:iladcs d~ 10s  dcterminantes  se  - 
puede demostrar  qut? 

ces l a s  exp rcs ion i s  para Y '  ( f  - .  . , f , j - l s  f )  y !?I e n  (9) 
j 



P o r  o t r a  pclr'c,: a p l i c a n d o  LET!.". 1 11 d ? t c r : - r i n a n t c  

s~ p u c d e  d e m o s t r a r  q u e  e l  p a r 6 n t e s i s  dc l a  d t : r ~ c h a  d e  ( 1 1 )  2s i g u a l  

a 

'$1 j - 1  H ( f , . .  ..., f j , f  ) . 

S s i  ( 1 1 )  f i n a l r l l  n t c  q u c d s  corno. 

L E V A  3 . -  E a j o  l a s  " l i n 6 t s s - i ~  d e l  LE1"9 2 ,  z x i s t e n  f u n c i ' o n e s  r z a l e s  

GO 9 01 y . . . .  pan-1  d i f z r e n c i z l l c s  v a i s t i n t a s  d a  c e r o  en ( a , > )  t a l  

que  



UEPIOSTRAC I CN . - 
L:3s f j r m u l a s  ( 7 )  y ( 8 )  s e  p t ~ ~ d e n  r e e s c r i b i r  c o ~ o  

2 < j < n .  - - E n t o n c c s  p o r  a ~ l i c a c i 6 n  d,; (1G)  y q p l i c a c i 6 n  r e i t e r a d a  dc 

( 1 5 )  s e  o b t i , ~ ? :  

D z f i n i e n d o ,  p a r 3  t 0 d 3  x E ( a s h ) ,  



srl t i e n e  que no, g 1  9 . .  . .  "n-I sor! f ! rnc ion(?s  d c r i v a b l e s  y d i s t i n t a s  

d t  c s r o  e n  (a , k , ) .  La f 6 r r n u l a  ( 1 6 )  quzda  ~ n t o n c s s  

Es tamos a h o r a  ;.n c o n d i c i o n a s  d z  r ? r o k $ a r  ::I s i g u i r n t e  

T E O R E t ' i A  2 . -  S i  f 1 9 .  > .  . .f, s o n  I s o l u c i o n ~ . ~  d ?  Ln Y = ? t a l  que  

, . . . , s o n  d i s t i n t o s  d z  c c r o  y s? '  f :-:s c u a l q i r i e r  f u n c i 6 n  admi  n  - 
s i b l e ,  e n t o n c a s  2 x i s t . n  f u n c i o ~ f s  oo,  o l , . . . .  'n d i f c r c n c i a b l e s  y 

d i s t i n t a s  d e  c c r o  c n  ( 3 , b )  t ~ l  qu: 

L E I ! O S T R A C  IC)I\! . 
P o r  LE:'I: 3 st? t i z n r  cuf: - x i s t ~ n  f : l ?c ioncs  oo,. . . *'an,l 

d i f e r e n c i a b l e s  y d i s t i n t a s  de c z r o  t a l  a u 2  ( 1 ' )  eq c i e r t a .  Ahora  ya  

q u e  Lnfi = O i = 1 n  s c  t i k n :  n u c  

S u b s t i t u y e n d o  ( 1 5 )  c n  ( 1 3 )  y d e f i n i o n d o  o i?(x)  = A 
1.1 



s e  o b t i e n e :  

TE0REI:A 3 . -  S i  c x i s t a n  f u n c i o n s s  oi ( r ) ,  i =  i l , . . . . , n ,  ^ c o n t i n u a s  an 

( a & )  y d i s t i n t a s  d 2  c e r o  U x E (a ,b )  y t a l  que  p a r a  c u a l q u i e r  f 

a d m i s i  b l e  

e n t o n c a s  c l  o p o r a d o r  Ln  es  d i s c o n j u r a i ?  en ( a , b ) .  

DEMOSTRACION. S u ~ o n a a r n o s  q u ?  e x i s t c  una 7 c l u c i 6 n  u ( x )  ( n o  t r i v i a l )  

d o  L, Y = 0, quc  s c  a n u l a  n  v e c c s  ;n (a,:.). P a r a  e l  c a s o  que  E S - -  

t o s  n  c e r o s  s c a n  c z r o s  s impl : ts ,  una a p i i c a c i 6 t l  r a i t e r a d a  d e l  T E O R E  - 
l i A  de HOLLE c o n d u c e  s l a  c o n t r z d i c c i 6 n  d c  q u ~ ,  u debs  s e r  l a  s o l u -  

c i 6 n  n u l a .  li c o n t i n u a c i 6 n  c o n s i d e r a m o s  ,.:I c a s o  en q u c  u  t i e n e  u n  

c e r o  m c l t i p l e  p 2 r 3  a7gSn c  E (a,!?). P e r  s i m ~ l i c i d a d  s u p o n d r a n o s  - 
que c  e s  u n  c e r o  da  o r d e n  n - l  y q u c  d f c ,  d E (a ,b )  es u n  c e r o  - 
s i m p l e .  

P a r a  d e m o s t r a r  e s t c  c a s o  haremos u s o  d~ u n  c a s o  p a r t i c u l a r  d e  PROP0 - 

SICIOI \~  1 [ 2 1. 

PROPOSICION 1.-  S i  c es  u n  cGro  de o r d e n  ;?-1 de  una s o l u c i 6 n  u ( x )  



A F I R M A C I G M  1.- S i  u ( x )  t i e n 2  un  c a r o  d 2  o r d ~ n  n - 1  en x=c e n t o n c e s  

A q u i  suponemos n>3.  S i  n = l  o  2 s e  t r a t a  d e  c e r o s  s i m - -  

p l e s ,  c a s o  ya v i s t o ,  o  d s  u n  c e r o  d o b l e ,  c a s o  Que no t i e n e  d i f i c u l -  

t a d .  S i  n=3, l a  ~ F I R M A C I O P I  2 q u e  s i q u c  v ~ u c  s i r v c  p a r a  d e t s r m i n a r  

l a  d e m o s t r a c i 6 n  t a a b i 6 n  e s  c i e r t ? .  

DE~IOSTRACIOR. - Dnf i n i e n d o  10s ~ o e r a d o r e s  KO, ; 4 , ,  . . . . ,N 
j Par 

e n t o n c e s  ( 2 3 )  s c  c s c r i h ~  

Scgu imos c o n  i n d u c c i b n .  Pa r3  j=O, d s  ( 2 2 )  c o n  i = l  s e  t i e n e  

# 



1  i m  u ( x )  - U ( C )  = 0, 
X + C  X - C  

Ya quc u ( c )=O ,  u 0 ( x ) + 1 ,  x E ( ,~ .h ! ,  
('0 c o n t i n u a  y u O ( x ) .  

. u ( x )  d i f e r e n c i a b l e  s c  o s t i ~ n c  

Supongarnos a h o r a  q u c  

d  - (P!&u) = i on  x = c ,  p a r s  3<%< j ,  - - n<.j< - - n-4 .  
d x  

Queremos m o s t r a r  qu;: - d (1: u )  = cr l  v=c .  P C  ( 2 2 )  c o n  i = j + 2 ,  
dx  j+l 

s e  t i e n e  

0, ( x ) c ( x )  
G2 e c u a c i 6 n  ( 2 7 )  s;l s i ~ u t :  qus  1 i i n  = 3 ,  

(sou) I 
A p l i c a n d o  L I H o p i t a l  a e s t a  ~ 2 x p r z s i d n  s c  o!:i.ticne 1  i m  = l i m  

X+C ( x - c )  j+ l  ,( + c  

(Mou) 
- - - 3 .  C;, a n u i  va  qu~: U L ( X ) # ~ .  x E ( a r b ) . u l  c o n t i n u a  ul(l<,u)' 

( x - c )  
j+ l  



Dl(!.: U ) l  
d i f c r e n c i a b 3 e ,  s c  ti;?n;l que  l i m  0 = 2 .  C o n s i d c r a n d o  13 

h i p i t c s i s  d; i n d u c c i 6 n  a p l  i c 3 ~ o s  L '  W o q i t a l  1 c s t a  e x p r c s i 6 n s  s e  o b -  

( f ; l u ) '  
t i z n e  l i m  - = 9. P r o s i g u i z n d o  dl- ~ s t a  f o r m a  s e  s i g u c ?  quc  

x  + c  (X-C); 

(:1 u  1 ' 
1 i m  j = 3, y d z  a q u i  q u e  

X + C ( x - c ) .  j - ( j - 1 )  

u u ) '  j + l  ' j d 1 i m  = o ; 3 3  - 14 U )  = -, - -  
('. j+l j 

t . , l  x = c .  F s t o  t e r m i n z  l a  

X + C  X - C  
d x 

A!otemas c u t .  c o ~  l a  n o t z c i 6 n  dl .  (2?. ) ,  e c u a c i 6 n  ( 2 3 )  s e  puc -  

d c  e s c r i b i r  como 

AFIRb%CIOH 2 . -  C x i s t o  u n  c o n j u n t o  d s  p u n t o s  ti, i=O,  . ..., n - 1  t i#tk, 

i f k ,  c o n t e n i d o s  L.i? ( a , h )  t a l  au:? . 
(Biu) = 0 en x = ti, O < i < n - 2  - - . 

DE!:IOSTRPiCIC?!.- Toml:~mos t = c .  Suponcmos q u -  c < d .  De ( Y o u )  - 0  y 
0 C 

d c  (Ii u )  = O  y v3r  a p l i c 3 c i 6 n  d e l  TEOREKA ii,:: ROLLE s e  t i e n e  quz  e x i s  
0 d - 

t c  u n  t l  an ( t , , d )  t a l  quc ( i :  ou);l = ? .  C s  d: : :c i r  ( i ' l ~ ) ~  =O. Ya - 
1 

que (Mlu) = a s  p o r  u n ?  n u k v a  a ~ l i c a c i 6 n  d;l TEDREF??. d e  ROLLE sc: s i -  
t 0 

gue ~ U C  t i x i i t e  u n  t 2  an ( t o ,  t l )  t a l  q u c  ( : ' 2 ~ ) ~ ~  =3 .  P r o s i g u i ~ r l d o  



de e s t a  manera se o b t i e n e  f i n a l r n e n t e  que  e x i s t o  u n  tn-l E ( c , d )  t d l  

qu f  (i$,-l~)tn-l = 0- E s t o  t e r m i n a  l a  d e r n o s t r a c i 6 n  de l a  AFIRIIA-- 

CION 2. 

Con l a  n o t a c i d n  d c  ( 2 4 ) ,  l a  e c u a c i b n  ( 2 1 )  s e  e s c r i b e  

. . 
vamos a h o r a  a  t e r m i n a r  c o n  l a  d e r n o s t r a c i 6 n  d e l  TEOREPA 3.  P a r a  u ( x )  

s o l ~ ~ c i h  d d  L  Y = 0 sse t i e n e  (Fin-lu)'=O V x E ( a , b ) q M n - l ~  = ;I " n - 1  

= c c n s t a n t e ,  V x  E ( a , b ) .  E v a l u a n d o  i ln-l~~ en tn-l se o b t i e n e  que 

A I: ~ . + ( r n  m.u) = A n - L ,  n - 2  c o n s t a n t e ,  V x  E ( a , h ) .  E v a l u a n d o  en - n - 1  
t n - 2  s o  o b t i e n e  quo pinm2 = 0. P r o s i g u i c n d o  d e  e s t a  manera f i n a l m e n -  

t e  so  t i o n e  s o u  = J = c o n s t a n t e  U  x E ( a , k ) .  E v a l u a n d o  en c  s o  
' '0 

~ b t i e f i e  que  M,u=U V x  E ( 3 , b ) .  

P ~ r o  X u = c r u  y a # 0 U x  E ( 3 , k ) + u ( x )  = 0 U X  E ( a , b ) .  
Q 0 0 

E s t o  es  una c o n t r a i i c c i d n  y p o r  l o  t a n t o  s i  c l  o p e r a d o r  Ln a d m i t e  

l a  r e p r e s e n t a e i d n  ( 2 1 )  es  d i s c o n j u g a d o .  

IJOTA. E l  c a s o  en qua u ( x )  t i e n e  u n  c e r o  de o r d e n  m en c  y d e  o r d e n  
1 

m en d, donde m + m = n  s e  p r u e b a  d c  una f o r m a  s i m i l a r  a1 que  he -  
2 1 2 

mos p r o b a d o ,  c o n  pcquef ias  m o d i f i c a c i o n e s  t z c n i c a s .  

T E O R E i i A  4 . -  S i  o l  o p e r a d o r  L, e s  d i s c o n j u g a d o  en (a ,b )  a n t o n c e s  e -  

x i s t e n  s o l u c i o n e s  ul,.. . .  sun d e  l a  e c u a c i d n  LnY = O  t a l  aue  1 0 s  d c -  

t c r z i n a n t r s  W , , . . . . ,  Yn c o r r e s p o n d i e n t e s  a  s s t s s  s o l u c i o n e s  son  d i s -  



t i n t o s  d e  c e r o .  

Para una domostraci6n de a s t e  TEOREf!.?, ver r 1 1. 

Estarnos ahora e n  c o n d i c i o n e s  d c  prokar TEC!RE":j 1 . -  

D E l . 4 O S T R A C I O M  DEL TEOREFA 1. - 

S t i o n c  quo  a )  h )  por TEO!?E0'!! 2 .  ;!:on b )  3 c '  ?or - 
TEOREMA.  3 .  F i n s l m e n t e  c )  =+ a )  por T E O R E Y A  4 .  
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