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O0bfetivo: Este trabajo tiene por finalidad extender a Operadores -
Cuasidiferenciales (definidos mds adelante), La descomposicibn de -

Polya para un operador diferencial

(n) g1

Ly =4+ p, cen ¥ Py

en "productos” de operadornes diferenciales de primen onden de La forn

ma
. . (n, (noy)’ | IO I

Se estudia también esta descomposicibn en relfacibn al concento de -
disconjugancia y en nelacibn a La no anulacibn de cientos wronskia--

nos genenalizados.



Consideremos la ecuacién diferencial

x' = A(t)x (1)
donde x es un vector (xl,....,x) v A(t) es una matriz n x n de

finida continua en un intervalo (a,b) y tal cue

a (t) > 0 para i = 1,....,n=1

i,i+1
aij(t) =0 para j2>i+2, i = 1,....,n-1.

Sea ahora una funcién f: (a,5) = 2. Diremos que esta
funcién es admisible si se le pueden aplicar los operadores

Ljyses-eslys n21 , definidos por

Lof = f
= 1 '
Lyf = 5— T (L) - a (Lyf) ]
, 12 , 11
; . (2)
L QL f) - 3 (L, ;)]
L f = L f)! I a L,
n A n+1 n-1 k=1 N k k-1
donde aij' i,j= 1,n , son los coeficientes de la matriz A(t) ,
a = 1 y donde suponemos que cada operador L., 1=0,n, envia -
n,nt+l i

una funcidn definida en (a,h) en otra funcién también definida en

(a,b) y tal que Lyf, 1i=0,n-1 es diferenciatle.



Sea ahora x(t) = (xl(t),....,xn(t)) una solucién de

(1). Entonces x,;(t) satisface Lnxl(t) =0, te (a,b). Inver
samente si f:(a,b) -+ R @s una funcidn admisible tal que Lnf(t)=
=0, te (a,b) se tendrd que el vector x(t) = (x,(t), x(t) , -

. xn(t)) donde xi(t) = Li-lf(t) i=l,n , es una solucidn de

(1).

f Ja 1lamaremos una ecuacion cuasi-

La ecuacidn Lnf
diferencial de orden n. Por el prectlema de una ecuacién cuasidi-
ferencial de orden n <con condiciones iniciales entenderemos el
buscar soluciones de L,f = 2 que en un punto c¢ ¢ (a,b) satis-
facen Ljf(c) = Aj s J=0,....4n=-1 y donde las Aj. j=0 ... , n-1,
son constantes. Por 1o dicho anteriormente es claro que la exis-
tencia, unicidad y continuidad de las soluciones para este proble-

ma se sigue de la existancia, unicidad vy continuidad de las solu--

ciones del sistema (1) con condiciones iniciales.

DEFINICION.- Decimos que la ecuaciodn Lnf = 0 o0 equivalentemen-
te el operador Ln,
no trivial, de Lnf = 0 tiene mds de n-1 ceros en (a,b). En -
esta definicidon 1os ceros se cuentan con sus multiplicidades. -
(Una solucidén f(t) tiene un cero de orden m,1<m<n, en ¢ € (a,b)
Sj Lof(c) = ,... = Lm_1
lante por una solucidn entenderemos una solucidn no trivial.

es disconjugado en (a,&) si ninguna solucidn,

f(c)=0 y me(c) # n). De ahora en ade--



Sean a continuacidn f(t), fl(t),....,fm

m+1l funciones admisitles de (2). Por convencidn

(t), 1<m<n ,

denotamos -

por M. = U(f,,....,f.) y por w(fl,....,fi,f) a los siaquientes

J
determinantes, 1<j<m

J° - J

L fy....L f.

wj=w(f1,....,f ) M(fl,....,f.,f)=

—
- - - - -0

y por F(fl,...,,fj_l,f), 2<j<m al dcterminante

- 0 0 j-1 0
F(fay..onfs () = : 5 :
t ] ]
Ljpfieeeeneeens L ofia L-af
LJ f]_ .......... LJfJ“l LjT

Lofl"'Loijof

Ljfl- .. oLjijjf

(3)

(4)

E1 propdsito de este articule s demostrar el siauicnte

Teorema:

TEOREMA 1.- Sca ¢l operador Ly definido en (2).
siguientes pronosiciones son equivalentes:

a) Existen soluciones fl(t),....,fn(t) de Lnf = 0

determinantes ul,....,wn scn distintos de cero en

Entonces las

tal que Tlos

(a,b).




-4 -

[

b) Existen funciones rcales Ogs--++s0, COntinuas on (a,b) vy

3

quc no se anulan en ningun punto de cste intervale tal que

L.f = On(cn-l (.... (cof)')'....)'
para todo f admisibla.

¢) El1 operador L, es disconjugado en {a,h).

Este Teorema constituve une extensidn do alqunos resul-
tados dados por i‘chari [ 3 ] » Dara un operador cuasidiferencial
m2nos gencral aue ¢l nuestro. Fara damostrar ¢l TEOQREMA 1, cnun-

ciaremos v probtarcmos algunos Lemas y Tcorcmas preliminares.

LEMA 1.- Si Cj dcnota ¢l dctorminante

dii. . d)
] ] >
] t
] ]
= ' ! .
C; ! . i>1 (5)
] i
A Jeoenn .. a. .
it id
v C_ =1, entonccs se tiene cue



t3-1,j-1 j-1,3
Cip C5 = j>2 (6)
Aj,3-1 AdLi
donde Az danota e1 menor (no cofactor) correspondiente a a
1 m
an Cj.

LEMA 2.- Sean fi,....,f_,f , n+tl funciones admisibles en (a,b).

n’
Supongamos que los daterminantcs w,,....,wn correspondiantes a
estas funciones son distintos de cero cn (a,bk). Entonces las si

guientes identidades son ciertas:

& [&] o | (7)

W f;,....,f._ , ‘é]._
‘:.'l) a-g— ‘j ] 1 ) ‘]21 ?‘"’(fls-- ‘sf !f)o (8)
para 2<j < n.

UEMOSTRACION. -

Ya que Tlas funcioncs fl,....,fn,f son admisibles se -



tiene que los detarminantes Y, = f,, W(f,, .... , fi-l’f)’ W
2<j<n , son diferenciahbles. Asi tenemos aue a) se siaue de -
fif- ff)' (Lif o fi- Lo fol f] W(f,,f)

— — | F 7 % a2 ) = a — 7
dx N1 W1 Nl Nr‘

donde se ha utilizado la expresidn nara 1 operador L, dada -

por (2).

Para ¢=mostrar b) sc tienz:

4 H(Fraeonfs s _
W, | .
dx JJ HJ

vy N - ’
f) Ajh (fl,.,..,fj_lgf) W(f,,....,fj_l,f)wj

2

(9)

Haciendo uso dc¢  (2) v de propniadades de los deoterminantes se -

puede demostrar aus

w'(fl’..°.’fj'“1,f)= ( aii).w(fl,.L’°9fj'19f)+aj,j+1F(f1’....’fj“l’f) .

[ g W H

i=1

(13)

De (12) con f=fi se pueds cbtener wj. Reemplazando enton

ces las exprcsioncs para MYW'(f,,....,f. f) vy Hj en  (9)

se obtienz:



W(fysennosfy o5F) a;
a [ j-1 S PR L2 R VI T O ZUPIC ) 10 UPUURRE Ut ) I
dx W. W, J J-1 J
j i
F(Fenfs 5 ] . (11)

Por otra partz aplicando LEM: 1 al d=aterminante

Covy = M(Fiyennnnfsy F) 32

j+1
s¢ pucde demostrar que el paréntesis de la doracha de (11) es igqual

a

Hj'l 'u‘.!(fl,. ...,fj,f )

Asi  (11) finalmente aqueda como:

. L H(Fraee s ff
g | W(fieenfy B0 a5 14q - 1 : il (12)
3
dx wj Nj

LEMA 3.- EBajo las hipbtesis del LEMA 2, coxisten funciones reales

Oy » 01 seeves0 4 diferenciabics v distintas d¢ cero en (a,b) tal

0 M-
que
W 2
W(f,, of ,f)= LI R -1 d Opep voee d Gz—g 03 < (o,f)
n N dx n=lax M dx  dx dx ©
(13)



DEMOSTRACICH. -

Las fdérmulas (7) y (8) se puceden reescrihir como

o2
] {
M(f,, f) = — _d [_i;_} (14)
alz dX ‘/'!1
N, 2 M(Fraeeeiafy_qof
d 1l ’ _1°
!J(fl,....,fj,f)= J y ™ y J-1 » (15)
: 35,541 Tj-1 X i

2<j<n. Entonces por aplicacibn do (14) y aplicacidén reiterada de

(15) se obtiuno:

‘ N W

W )

M(Frve.onsf )= 0 & 0l 4. d ]
1 N : .

Wo.p dx a_1,n Wo_p M, dx dx 2z 3 W, Wy dx
) 2
b’l d
— 2L (L. (19)
a;z Wa dx Wy

bafiniendo, parz tods x = (a,h)

612 gl'z (17)



1

o.(x) =
0 L" 1

so tiene que Tgs T1 seee-50, 5 SON furicionns derivables v distintas

d: cero en (a,t). La formula (18) oucda cntonces

M(Fr,of ,f)s e g A e to, Loy Lo f) . (18)

Estamos ahora zn condicionzs de orohbar 21 siguionte

TEQREHA 2.- Si f;,.,..,fn son n  solucioncs do Ln Y = 2 tal que

w,,....,wn son distintos de ccro v ¢i f 25 cualquizr funcidn admi

sible, entonccs cxistin funciones Ogs Tlsevv.sOp difcrenciables y

distintas de¢ cero <n (a,5%) tal quc

L,f= o, d Opop v Lo 4 (o 7.
dx ‘ dx dx
CEHBOSTRACION
Per LE!MA 3 s¢ tiene cuge oxisten funciones Ogs - ”On-l

diferenciables y distintas de cero tal au2 (12) es cierta. Ahora ya

que Lnfi =0 i =1, n, s tiznc auc

H(fl,....,fn,f; = Hn . L f . (19)

Substituyendo (12) on (13) y definiendo o_(x)




se¢ obtiene:

Lf= o S o . .. ... R T (20)

TEOREMA 3.- Si existen funcionces Oi(x)' i= 0,....,n, continuas 2n
(ast) y distintas de cero ¥ x ¢ (a,b) v tal que para cualquicer f

admisible

Lf= o 4 &5 . ... <5, 2 (af), (21)

entonces ¢l opcrador L~ es disconjugads en (a,b).

DEMOSTRACICN. Sunongamos gqu2 existoe una zclucidon u(x) (no trivial)
de Ln Y = 0, quc se anula n veccs ¢n (a,b). Para el caso que e5--
tos n ceros scan ceros simplos, una apiicacifn reiterada del TEQORE
‘i de ROLLE conduce a la contradiccidon dc aquas u debe ser la solu-
cidon nula. A& continuacidn consideramos 21 caso &n que u  tiene un
cero miltiple para algin c¢ e (2,k). Por simplicidad supondrcmos -
que ¢ &S un ccro de orden n-1 y que d#c, 4 ¢ (a,b) es un cero -

simple.

Para demostrar cste caso haremos uso dg¢ un cacso particular de PROPQ

siecron 1 [ 27].

PROPOSICION 1.- Si ¢ es un c2ro de orden n-) de una solucién u(x)



1im wx)oule) L g0 geien-. (22)

X > ¢ (x-c)

AFIRMACIGN 1.- Si u(x) tienc un coro de orden n-1 en x=c entonces
d d d .
—— 0y o Oiq ceeeeenn — (o.u)=9, on x=c, N<j <n-3. (23)
dx Jodx i-1 dx ° T =

Aqui suponemos n>3. Si n=1 o0 2 s¢ trata de ceros sim--
ples, caso ya visto, o dec un cero dobhle, caso aque no tiene dificul-
tad. Si n=3, la AFIRMACIOM 2 quec siquc v aue sirve para determinar

la demostracidon tambidn es cierta.

DEMOSTRACION.- Definiendo los operadores Mo’ M,,....,Hj por
Hou = ggyu
ou = o, =3 (H, ,u) 2 =1 j (24)
[ [ dx 2-1 ’ 3 vt 9 ’

entonces (23) sc cscribe

a (M,u) = 0, cn x=c, 0<j<n-3 . (25)
dx J

Scguimos con induccién. Para j=0, do (22) con i=1 se tienc

’



Jin “(Xi - Z(C) - 0. (26)

Ya que u(c)=0, co(x)#ﬁ, x € (a,h), 9, continua y oo(x).

.u(x) diferenciable se otticne

d (cou) -9 (%Ou) =0 en X = ¢
dx dx
Supongamos ahora quc
d (Ngu) = ¢ en x = c, para 2<e<j, N<j< n-4,
dx - -

Queremos mostrar que d (M. .u) = 2 e¢n ¥x=c. De (22) con i=j+2,

dx i+l
se tiene
. - uic)
vim  u(x) '+§(c, =6 . (27)
x » ¢ (x-c)3’*
o (xju{x)
De ecuacidén (27) s¢ sigue que lim 22— " =9

i+2
X + C (x-c)3+“

(o u) '
Eplicando L'Hopital a esta exprasifn sc ohtiene 1lim —o—— = lim

X=+C (x-c)J+1 X + ¢

(Mou) !
———— = 0. Do anui va que o.(x)#%, x ¢ (a,b),0, continua o;(K _u)'’
(x-c)J*1 °

4



difcorenciable, se tiane que Tim — 0% = 9. tonsidcrando 1a
i+
X + C (x-c)J 1

nipdtesis de induccidn aplicamos L'Henital a esta expresidon, s2 ob-
(Fu)!

ticne Tim ————- = 9. Prosiquiendo do csta forma se sigue que
x > ¢ (x-c)¥

(4 u )
Tim . J : = 0, v do aqui que
0., (M.u)'
lim 9t J = 0 = d (oj+lﬂju) = 7 @an Xx=c. Fsto termina 1la
X + C X - C dx

induccion y Ta demostracién dc¢ 1a AFIRMICINY 1,

Notemos cuc con la notacibn di (24), ecuacidn (23) se pue-

de escribir como

u = 9 en X C, 1<j<n-3 (28)

AFIRMACION 2.- Existe un conjunto de¢ puntos tis i=0,....,n-1 ti#tk,

i#k, contenidos c¢n (a,h) tal aue R

DEMOSTRACION .- Tomomos t0=c. Supon=mos gus c<d. De (Mou)c=0 y

da (Nou)d=0 y por aplicacidén del TEOREMA do ROLLE s¢ tiene qua exis
T 2 r o (i ! = - ok M = -
te un t; an (tO,J) tal que (..Ou)tl 0. Fsg duocir (...1u)tl D. Ya

que (Mlu)t =0, por un2 nucva aplicacidon d~1 TEOREMA de ROLLE sc si-
)
gue quc existe un tz en (to, t,) tal aquec (i"’zu)t2 =), Prosiguiendo

’
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de esta manera se obtiene finalmente que existe un ti.1 € (c,d) tal
gue (s"'ln_lu)tn_1 = 0- Esto termina l1a demostracion de la AFIRMA--

CION 2.

Con 1a notacidn de (24), 1a ecuacidn (21) se escribe

d . '
Ly = o — (ii_ .y). (29)
n n 4y n-1
Vamos ahora a terminar con la demostracidn del TEQREMA 3. Para u(x)
sulucifn de LY = 0 se tiene (Mn_lu)'=0 V X ¢ (a,b):;Mn_lu = An-l
= ccnstante, ¥ x e (a,b). Evaluando Mo_qu en t _, se obtiene que

= 0.=»(M _.u) = A _, constante, ¥ x ¢ (a,h). Evaluando en -

n-1
t._, se obtiene que A__,= 0. Prosiguiendo de esta manera finalmen-
te se tiene M u = A = constante ¥ x ¢ (a,k). Evaluando en c s

obtiene que Mu=0 ¥ x e (a,h).
Piro Mou = o,u Yy o, 0 V¥xe (3,b)=u(x) =0 ¥ x e (a,b).
Esto es una contradiccidon y por lo tanto si el operador Ln admite

1a reprcsentacién (23) es disconjugado.

NOTA. E1 caso en que u(x) tiene un cero de orden m en c y de orden
m_en d, donde m + m =nse prueba dc una forma similar al que he-
mos probado, con pcquefias modificaciones técnicas.

TEOREWA 4.- Si o1 operador Lq es disconjugado en (a,b) entonces e-
xisten soluciones Uyseoneslp de la ecuacion LnY =0 tal que los de-
terminantes wl,....,wn correspondientes a estas soluciones son dis-

4
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tintos de cero.

Para una demostracién de este TEOREMA, ver [ 1 ].

Estamos ahora en condiciones d¢ prokar TEQREMA 1.-

DEMOSTRACION DEL TEORE®" 1.-

Se¢ tiene qus a) =»h) por TEQRE"A 2. 7hora b) =5» ¢ por -
TEOREMA. 3. Finalmente c¢) => a) por TEORENA 4,



(1]

(2]

(31
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