NOTAS DE MATEMATICA

N° 54

CATEGORIA DE LOS A-MODULOS CUADRATICOS

POR

JOSE SANTODOMINGO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
FACULTAD DE CIENCIAS

UNIVERSIDAD DE LOS ANDES
VERID - VEPEZUELS

ﬂr"'.-"i
Jo



CATEGORIA DE LOS A-MODULOS CUADRATICOS

POR

JOSE SANTODOMINGO

TRABAJO PRESENTADO COMO REQUISI#O PARA OPTAR
A LA CATEGORIA DE PROFESOR AGREGADO;‘EN EL
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DE LA FACULTAD DE
CIENCIAS.,




RESUMEN

E1 presente trabajo estd dividido en tres capitulos.
En el primero se demuestra que los A-mddulos de las aplica
ciones cuadrdticas, cuasi-cuadraticas y semi-cuadraticas ,
forman unas categorfas, denotadas respectivamente < s (Zo
y é%. Después de ver algunos ejemplos de cuando éstas ca-

tegorias son iguales. Se demuestran dos resultades, Que

" 2
para el cuerpo IR establecen comparaciones entre 4;y‘él.

En el segundo capitulo, se da un contraejemplo que mues
tra que el teorema de extension de los escalares para las

aplicaciones cuadraticas, no puede ser extendido al caso de

las aplicaciones semi-cuadraticas.

Por G1timo en el tercer capitulo, se presenta un A-md
dulo, denotado Fl(A,M,N) y un resultado que sirve para la

comparacidon de las categorias & y ﬁa.



NOTACIONES

Anillo conmutativo con elemento unidad.
Anillo de los enteros.

Cuerpo de 10% nimeros racionales

Cuerpo de los niimeros reales.

Anillo de los enteros médulo 2.

A-mbdulo de las aplicaciones A-cuadrdticas de M

en N.

A-mddulo de las aplicaciones A-semi-cuadrdticas

de M en N.

Categoria de los médulos cuadraticos.

Categoria de los A-mddulos cuasi-cuadrdticos.
Categoria de los A-m6dulos semi-cuadrdaticos.
Categoria de los mddulos cuadrdaticos con A fijo.

Categoria de los mddulos cuasi~-cuadrdticos con A

fijo.

Categoria de los médulos semi-cuadrdticos con A

fijo.



CAPITHIG 1

En 1o que sigque A denotar& un anillo conmutativo con
elemento unidad. Designaremos por An la categoria de 1los

anillos, por Mod 1a categoria de los médulos y por Mod(A)la

categoria de los A-mdédulos, donde A es un anillo fijo.
1) APLICACIONES CUADRATICAS

Sean M y N dos A-médulos, una aplicacién gq: M > N es
una aplicacion A-cuadratica si las condiciones siguientes
se verifican:

Cl) Para todo (a,x) € A x M, qglax} = a2q(x).
C2) La aplicacidn ¢: M x ¥ —>» N definida por o¢(x,y) =

= g{x+y) - q(x) - g{y) es A-bilineal, necesariamente si

métrica y que 1lamaremocs la aplicacidn ascciada con

q.

El par (M,q) es ltamado A-médulo cuadritico.

PROPOSICION 1.1: Los A-mcdulos cuadrdticos forman una

categoria denotada & .

En efecto, los objetos de la categoria son las cuater-
nas (A,M,q,N), donde (A,M}) v (A,N) son objetos de Mod y
g: M —> N es una aplicacidn A-cuadratica, los morfismos

son los triples ff,g,h): (A,M,q,N) —> (A',M',q',N), donde



(fog): (A,M) —> (A',M) y (f,h): (A,N) —> (A', N'} son

los morfismos de Mod que dejan conmutativo el diagrama:

M —a—> N
L )
M -—<‘1L> N'

Es claro que si (f,g,h): (A,M,q,N) —>(A',M',q',N"')es

un morfismo de & el diagrama

Mx M —4—> N

w) )

Mx M —d—> N'
es conmutativo, donde ¢ (resp ¢') es la aplicacién A-bi-
Tineal (resp A'-bilineal) simétrica asociada con q (resp
q').
Si fijamos el anillo A, notaremos & (A} l1a subcatego-

rfa de & cuyos morfismos son de la forma

(Idp, guh): (A,M,q,N) —>(A,M',q",N)

donde g y h son aplicaciones A-lineales dejando conmu-

tativo el diagrama




Si ademas fijamos el A-mddule N, notaremos (AN) 13z

subcategorifa de & (A} cuyos morfismos son de Ja forma

(Idy> g, Tdy): (AM,q.N) —> (A,M',q',N)

esto es, g es una apiicacidén A-lineal que deja conmutativo

el diagrama

—g—> M

q\/

DEFINICION 1.2: Sea M y N dos A-médulos. Diremos

que una aplicacién g: M —> N es una aplicacidn A-semi-
cuadrdtica si verifica la ley del paralelogramo, a saber ,
g{x+y) + q{x-y) = 2q(x) + 2q{y) cualesquiera sean x,y en M,
A toda aplicacion A-semi-cuadrdtica asociaremos laapli
cacién ¢: M x M —> N definida por ¢(x,y) = q(x+y)
- q{x} - q(y).
Si My N son A-médules y g: M —> N es una aplica-
cién A-semi-cuadrdtica, el par (M,q) se 1lamard un A-médulo

semi-cuadrdatico.

PROPOSICION 1.3: Los A-mddulos semi-cuadrdaticos for-

7
man una categoria denctada {/1'
(Ver Proposicidén 1.1.).

LEMA 1.4: Sean M y N dos A-médulos, q: M —> N una



aplicacidén A-semi-cuadratica y ¢ la aplicacién asociada
con G y supongamos que la homotecia definida por 2 en N
sea inyectiva. Entonces ¢ es biaditiva y verifica para

todo x en M, o{x,x} = 2q(x) y q(-x) = q(x). Ccf. [1].

DEFINICION 1.5: Si M y N son A-mbédulos una aplica-

tién q: M —> N es una aplicacién A-cuasi-cuadrédtica si

las condiciones siguientes se verifican:

CCl) Para todo {a,x) € A x M, glax) = an(x);
CC2) <Cualesquiera sean x,y en M, qlx+y) + q{x-y) =
= 2q{x) + 2q(y).
Es evidente que una condicidén necesaria y suficiente
para que q: M —> N sea una aplicacién A-cuasi-cuadrdti-

ca es que:
1) Para todo (a,x) € A x M, qlax) = azq(x);

2) La aplicacién ¢: M x M —> N definida por ¢(x,y) =
= q{x+ty) - g{x) - q{y) sea Z-bilineal.
Si My N son A-midulos y q: M —> N es una aplica
cion A-cuasi-cuadrdtica, el par (M,q) se 1lamard un mbédulo

cuasi-cuadratico.

PRCPOSICION 1.6: Los A-médulos cuasi-cuadraticos for

7

man una categoria, denotada -G

(Demostracidén similar a Proposticidén 1.1.).

¢



1
(resp-éa) que resuitan de fijar el anilloe A, es claro qu#

Si denotamos éi(A) y Co(h) tas subcategorfas de €

xi(A) es una subcategorfa de {%(A) y a su vez € (A) es ua
sﬁbcategoria de fa(A). 5i embargo, en general -{%(A) no
es una subcategoria de -éz(A}, como se puede ver en los Si-
guientes ejemplos.

EJEMPLO 1.7: 'Si M es un Z,-espacioc vectorial, 1la

aplicacién q: M —> Z, definida por g{x) = 1 para todo «x
en M, es una apliicacion Zz—semi—cuadrética, pero no, una
aplicacidn Zz—cuasi—cuadrética. Mds generalmente, tenemos

la siquiente proposician.

PROPOSICION 1.8: 7Toda aplicacién g: M —> 22, donde

M es un Zz~espacio vectorial, es una aplicacion Zz-semi—cqg

dratica.

En efecto, para todc x € M. tenemos x = -x, Luegec,
q(x+y) + q{x-y)} = q(x+y) + qlx+y} = 0 y. 2q(x) + 2q(y) =0,
para todo x,y en M. En el ejemplo anterior q no es una
aplicacidn Zz~cuasi-cuadrética porque q{0) # 0. En efec-

to, la proposicién 1.8, es mds general, a saber.

PROPOSICION 1.9: Sean A un anillo de caracterfstica

2 y M un A-mdédulo. Toda apliicacidén q: M —> A es unaapli

cacién A-semi-cuadratica.

La demostracidn es andaloga a la de la proposicidon 1.8,

El ejemplio dado puede entonces, también ser generalizado de




la manera siguiente; si A es un anillo de caracteristica
2 y M un A-m6dulo, una aplicacién q: M —> A tal que
q(0) # 0 es una aplicacidon A-semi-cuadratica, pero no una

aplicacion A-cuasi-cuadratica.

EJEMPLO 1.10: Sean B un anillo conmutativo con ele

mento unidad y A el anillo de las matrices de orden 2 de

x 0 con Xx,y en B.
0 vy

Es claro que A es un anillo conmutativo con elemento uni

tTa forma

dad y consideremos la aplicacién g: A —> A definida por

(G RN

Mostraremos que q es una aplicacién A-semi-cuadratica.En

X 0 x' g
U= y ul:
0 ¥ 0 y!

son dos elementos de A, tenemos q{u + u'} + qf{u ~ u') =

efecto, si

2(xy + x'y') 0

= =2 2".
0 o 2(xy + x'y") At 2alut)

Sin embargo,la aplicacién q: A —> A no es A-cuasi-

cuadrdatica. En efecto, u,u')

Xy x'y O\ x'y' 0
= = q(u)g(n
0 xy x'y' 0 x{/ 0 x'y'




7.
Es decir, q es una aplicaciéon A-semi-cuadrdtica multiplicativa.
Pero

Xy 0 2 x2 0 \W

q{u) = y u o= 2
f
0 Xy 0 y~/

luego tenemos, en general, qlu) # u2, o todavia qfu u') #
# ul q(u').

Nos preguntamos para que anillos A, estas éategorias san
iguales. Se puede vér gue si A =7 (anillo de los enteros)
8 A = Q (cuerpo de los nimeros racionales) la igualdad se veri
fica. Cf [1]. Nos proponemos el problema de saber si un resul
tado andlogo es verdadero si A = R {cuerpo de los nimeros
reales). Mas precisamente, si g: M —> N es una aplicacién
R -semi~cuadrdtica, donde M es un IR -espacio vectorial, en-
tonces éq: M —> N es una éplicacidn R -cuadrdtica?. En gene
ral esto no es cierio, ain si sugpneﬁbs qu& 9: M —> @ sea
una aplicacidn A-cuasi-cua&}ética (vér cf [1], donde se mues-
tra que si A es una extensidén trascendente de Q, existe una
aplicacién q: M —> N A-cuasi-cuadrdtica que no es A-cuadrd-
tica). Sin embargo, bajo las hipitesis sefialadas en las pro-

posiciones 1.12 y 1.14, d4a pregunta tiene una respuesta afir-

mativa.

LEMA 1.11: Supangamos que la homotecia definida por 2 en
N sea inyectiva. S1 (A,M,q,N) es un objeto de 6%(A), una

condicidn necesaria y suficiente para que (A,M,q,N) sea



un objeto de & (A) es que para todo {(x,y) €é M x M y para to
do a € A, tengamos ¢{ax,y) = a ¢{x,y), donde ¢ es la apli

cacion simétrica asociada con q.

En efecto, solo nos falta ver que gq: M —> N verifica

ia condicién Cl), es decir gf{ax) = azq(x), pero

2q{ax) = d{ax, ax) = a2 pl{x,x) = 2 azq(x),

luego

glax) = azq(x).

Para cualesquiera a en A, x en M.

PROPOSICION 1.12: € (R) = €(R) si para todo objeto
{R, M,q,N) de €ﬂ(n%}, G: M —> N es una aplicacion contfi-
rnua para la topologia producto de M y de N. Y donde M y N

son espacios vectoriales de dimensidn finita.

Sea ¢: M x M —> N, la aplicacién asociada con g, sO
lo falta ver gue para todo (x,y) €¢ M x M y para todo a € R,
¢fax,y) = a¢{x,y}. Pero a = lim a,, a, €0, luego

n
n->o0

¢(ax,y) = d{Vim a, X,y) = lim ¢(anx,y) = 1im a p{x,y)=

N>« N> n->o0
= a ¢{x,y).

En el caso de los cuerpos, se conoce el siguiente re-

sujtado.



LEMA 1.13: Sean k un cuerpo de caracteristica dife
rente de 2, M un k-espacio vectorial de dimension mayor o
igual que 2 y gq: M —> N una aplicacidén k-semi-cuadrdti-

ca. Las condiciones siguientes son equivalentes:
i) q: M —> N es una aplicacidn k-cuadrdtica.

ii) Para todo sub-k-espacio vectorial W de M de dimensidn

2, g/H: W —> N es una aplicacidén k-cuadrdtica.

i ==>ii) Es claro que si q: M —> N es una aplica -
cion k-cuadrdtica, entonces q es k-cuadratica sobre todos
Tos sub-k-espacios vectoria]es‘sobre todos Tos sub-k-espa-
cios vectoriales de M y en particular aquellos de dimen-
sion 2.

ii =>i) En efecto, sean x,y dos elementos no nulos de
Moy w4 el sub-k-espacio vectoria1‘de M engrendrado por
x e y, supongamos que q/W sea una aplicacion A-cuadrdtica.

Entonces para todo a € K, 2¢(ax,y) = gqlax + y) - glax-y)=

q/Wlax + y} - a/M{ax - y) = ¢/,  (ax,y) + q/W(ax) +

+

q/W{y) + ¢/ laxsy) - a/Wlax) - a/uW(y) = 2¢/wa(ax,y) =

n

2a¢/wxw(x,y), entonces para todo a € K, ¢(ax,y) =

it

a¢/wxw(x,y) = a¢{x,y), para todo sub-k-espacio vectorial
K de dimensidon 2, esto es, para todo par (x,y) € M x M. En
consecuencia ¢ es k-bilineal y entonces q es k-cuadrdti

ca.

PROPOSICION 1.14: 61(R)= €(R) si todo objeto




10.
(R ,M,q,N) de *%(DR) cumple ias siguientes condiciones:

i) M es un R -espacio vectorial de dimensién mayor o

igqual que 2.

ii) La restriccidén de g, a todo sub-IR -espacio vectorial
de dimensidén mayor o igual que 2 es una funcién contf

nua.

En efecto, soclo es necesario verificar que si q:M —>N
es una aplicacién R -semi-cuadrdtica continua, donde M es
un R ~espacfo vectorial de dimensién finita, con Ta topolo
gia producto ,entonces q es uha aplicacion R -cuadritica
y aplicar el lema anterior. Ahora bién si a e R, podemos
escribir u = 1im a, donde los a, son niimeros racionales,

n
1 Raid
entonces

¢lax,y) = ¢(1im a  x)y) = Tim ¢(a x,y) =

n--o N+

= lim a, ¢{x,y) = a o(x,y).

o



CAPITHLO 2

Un resultado cornocido es el teorema de extensién de
los escalares para las aplicaciones cuadrdticas. En el pre
sente capftulo se dan ;as nocinnes previas para llegar a
ese resultado y se demostrara que este teorema no puede ser

extendido al caso de las aplicaciones semi-cuadrdticas.

.

2.1. EXTENSIOR DE LOS ESCALARES

Sean A un anillo, q: M —>» N una aplicacifn A-cua-
drétfca, ¢: M x M —> N 1la aplicacidn A-bilineal simétri-
¢ca asociada con ¢ y IR un sub-A-médulo de M. Diremos que
q es constante mbdulo R si 1a relacién x = y (mod R) con
x,y en M, impiica gq(x) = gq{y}. tas afirmaciones siguien -

tes se verifican inmediatamente:

i) q es constante médulohﬁi sV y solamente si cualesquie

ra sean x ¢ M, y ¢ R, tenemos q(x + y) = gq(x).

i) S1 g es constante mbédulo R, entonces q{y) = 0 para

todo y € R .

i1} St q es constante médulo R tenemos ¢{x,y) = 0 cua-

lesquiera sean x e ¥ e y e R.

iv) Si o¢(x,y} = 0 cualesquiera sean x ¢ M e y e R, y
st la homotecia definida por 2 en N es inyectiva, en-

tonces g es constante mé6dulo IR .



12.

Sea q: M —> N constante médulo R y definimos
q: M/R —> N por q(x) = q(x), donde x € M/R designa .1«
clase de x € M médulo IR. Es claro qu q estd bién defi
nida y es una aplicacién A-cuadrdtica, q es la fnica apli

cacidon A-cuadrdtica que deja conmutativo el diagrama

M—e> N

.i A
”
P

M/R S

donde la flecha vertical es la‘ap11caci6n A-lineal canfni.
ca. Si ¢: M/R x M/R —> N es la aplicacién A-bilineal
simétrica asociada con q, entonces ¢(x, y) = ¢(x,y) cua-

lesquiera sean x, y en M/R

Para todo aplicaci6n A-cuadrdtica q: M —> N, defini
mos el ndcleo de q como el sub-A-m6dulec de M definido
por

Ker{g) = {x | x e M, q(x) =0 y ¢(x,y) = 0, yer}.

donde ¢ es la aplicaciédn A-bilineal simétrica asociada
con Q. Para cada y e M, consideremos la aplicacidén A-1+-

neal ¢ : M —> N definido por ¢y(x) = ¢(x,y). Es claro

y
que

Ker{q) = {x | x e M, q(x) = 0}/ /) Ker(o

)
yeM Y
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Si la homotecia definida por 2 en N es inyectiva, 1la

ecuacion 2q(x) = ¢x(x) = 0 implica q(x) = 0, esto es

Ker(q) = /Y Ker(¢

)
 yeM y

Las condiciones siguientes se pueden todavia estable-

cer facilmente.

vf q: M —> N es constante mGdulo IR si y solamente si

R C Ker(q).

vi) Si q: M —> N es constante m6dulo R y si q: M/R —>N
es la aplicacion A-cuadrdtica obtenida por pase af co-

eciente, entonces Ker(q) = Ker gq/R

LEMA 2.2: Sean q: M —> N una aplicacion A-cuadrati-
cay ¢: M x M — N la aplicacion A-bilineal simétrica

asociada con gq. Para toda familia (xi) de elementos

iel
de M y para toda familia (ai)iel con soporte finito de

elementos de A, tenemos

2
q( a; Xx;) = a; q{x,) + a. a. o({x,;,x.) ,
iZI T 1%1 A {1):,j} LI A

donde 7} designa la suma extendida a Jgs subconjuntos {i,j} de 1
{i,j}
con dos elementos.

Podemos suponer, en la demostracién que 1 es un conjunto fini-

to y por recurrencia sobre el nimero de elementos de I, que 1 tiene
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dos elementos. Pero en este caso, tenemos trivialmente
_ .2
alag x; + 2, x,) = aj alx;) + a, qlxy) + a5 a, ¢(xy.x,).

LEMA 2.3: Sean L un A-médulo libre, (ei)iel una ba

se de L y N un A-médulo. Para toda familia (yij)ﬁ,j)elxI

de glementos de N tal que yij = yji
"existe una Unica aplicacién A-cuadratica q: L —> N veri-

cualesquiera sean i,j € I,

ficando las condiciones gq(e;) = yii para todo i e I y

¢(ei,ej) = ¥i; Para todo (i,j) € IxI, donde ¢: LxL —>N

es 1a aplicacidn A-bilineal simétrica asociada con q.

DEMOSTRACION: En efecto, para todo x =] a.,e; el

tenemos

q(x) = ¥ a? q(ei) + ) a, a, ¢(ei’éj)= y a. 8. Yi: »

jel | fiLiy | (ijle1xt ' 3 1

de donde la unicidad de gq.

En 1o que concierne a la existencia de g, comenzamos
por dar a I una estructura de conjunto totalmente ordena-
do. Para toda familia (yij) de elementos de N tal que
Yig T Y
mentos de N que verifican las condiciones y;i = y;; Para

(i,j) € IxI, existe una familia (y;j] de ele-

. - + - = » « .
todo i €1 y Y3 yji y;; Para todo (i,j) € IxI, i#j.
En efecto, es suficiente elegir yij = yij si i<j, ytj= 0
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Consideremos ahora la aplicacién A-bilineal ¢: Lxb ->N
definida por (ei,ej) —> y;j y sea q: L —> N la aplica-

cion A-cuadrdtica definida por gq{x) = p{x,x). Es evidenie

-

que q(ei) = w(ei,e-) =y =y

; iy para todo 1 e I y que

ii
,{p 7= N - . - . = N . { o )=
wleyse.] qfe, + eJ) q(e;) q(eJ) w(e7,eJ) + w(bj,ei)

+ y;. = y.. , para todo (i,j) € IxI, i # j.

TEQREMA 2.4: Sean f: A —> A' un morfismo de ani

1Toas ¥y q: M —> N una aplicacion A-cuadrdtica. Existe una

Gnica aplicacién A-cuadrdtica q': AT@ M > A@ N dejands
A

A

conmutativo el diagrama

M i > N

R Id, i ' 8 idy
_____ q > §
A'Q M A'8 N
A A

La wunicidad de q' es trivial. En lo que concierne la

existencia, la demostracidn serd realizada en dos etapas

donde examinaremos para comenzar el caso libre.

Supongamos entonces que M sea un A-médulo libre de

base (ei)iel Y pongamos y.. = q(ei) para todo 1 € 1 e

Yi; ° ¢(Ei’ei) para todo (i,j) € IxI, i # j, donde ¢ es

1a aplicacién A-bilineal simétrica asociada con q. Por ¢!

lema anterior, existe una Gnica aplicacidn A'-cuadrdtica




1¢6.

Q': A'@ M —> A'@ N verificando las condiciones g'(1'§ ;)=
A A

= ! i 4 . ! » Y= *
1'Q® Y;; Para todo i eI y ¢ (1'§ e;s 1 8 ey AN Y4
para todo (i,j) € IxI, i # j, donde ¢' es la apliicacidn

A-bilineal simétrica asociada con g'. Si x = ] a; e, e M.

: iel
tenemos 1'Q x = ) f(ay) (1'Q e;), Tuego q'(1'§ x) =
iel
= 1 fla,) flay) (1°Q y.,) = 1°8 a, a. y.. =
(iS9)e xt ) R (F,50e p 1 7

= 1'® q{x), esto es, q'(1'® x) = 1”8 q(x) para todo x € M.

Sea M ahora un A-mdédulo cualquiera y escribamolo co

mo cociente de un A-médulo libre L

L —3-5 M > 0
\‘\\~ &q
qo\:)N

Después del caso Libre, existe una Gnica aplicacidn

A'-cuadrdtica qu: A'B L —> A'@ N dejando conmutative el
‘ A A
diagrama

O -

L
f@idLi
q
L

Ng
A

r® @
=

Si ahora notamos IR'= Ker(A'§ L 1~Qﬂ> A'R M), es cla-
A A
ro que q; es constante médulo R', o todavia IR C Ker(q;).

Por pase al cociente, existe una inica aplicacidr Arcuadri-

tica o':A'® M —> A'B N que deja conmutativo el diagram.:
A

=



Fa
~
.

id, p
O e i e ?ﬁ.ﬁ ' _.,.ﬁ__@"} A'@ M > 0
A .- R
g' |
ol - q'
v Lo
A'v

Se sique que para todo x e M, q'(1'@ x) = 1'§ qlx).

Fl resultado anterior no puede sSer generalizado para

las aplicaciones semi-cuadraticas.

EJEMPLG 2.5: Sean A' el aniilo de los enteros de Gauss,

esto es, ¢! conjunte Z x Z con las gperaciones

(x,yd + {x'yy'Yy = Ix + x', y +y')

(x,yd o {x' L,y ) = {xx' -~ yy', xy' + yx')

y A el sub-anillo de A" formade por los elementos de la
forma {(x,ny}, donde wn > 2 es un entero fijo, A' es uni-
lario y el eiewmenta unidad (1,0} pertenece a A. Sean

g: A —> A la aplicacién definida por Y{x,ny) = (y,nx} vy

g: A —=» A defintda por

3

\ g 2 . 2 2 2

gix,ny) = B{{x,ny)}°) = {2xy,n{x",n"¥")).
Se puede ver que B ¢S uUna aplicacion aditiva y es claro
que @q es una aplicacidn A-semi-cuadritica pués g es 1la

composicién de ta aplicacién aditiva ¢ y la aplicacidn
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A-cuadratica 0: A —> A definida por G{u) = u". Sea ¢ 13

apticacidén ascciada con g, tencmes

2o{{x.ny), (x',ny') = ql{x,ny} + (x*,ny"}) - aq{{x,ny) -

~{x*,ny')) = 4(xy' + x'y, n{xx' - na yy¥')),

Tuego
d({x,ny), (x',ny')) = 2(xy' + yx'.,n{xx' - n? yy'))

5i existe ¢g': A" —> A' una aplicacion A-semi-cua

drdtica que deja conmutativo el diagrams

A —3 5 p
Loy
A Al

entonces, si ¢' es la aplicacidén asaciada con q', el dia-

gramzi
Ax A —b s p
[ |
- Ly
Arx At——E s

es conmutativo y debemos tener d{x,ny), {x',ny')) =

= &' ((x,ny), {x',ny*)) para todo x,y,x".y'en Z.

i

Ahora bién si tomamos {(x,ny)

= (_[s\r“ y (Xisny.) :(O)nﬁ;ﬁ



e
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tenemos:
o' ((1,0), (0,n)) = ¢'((1,0), n(0,1)) = n¢’(1,0), (0,1}}
y también
¢' ((1,0), (0,n)) = ¢((1,0), (0,n))= 2(1,0).

En consecuencia, debemos tener n¢'({1,0), (G,1))= 2{1.0}
10 que es imposible pués n es un entero estrictamente su

perior a 2.



CAPITULO 3

En el presente capitulo presentamos un resultado que
sirve para la comparacién de las categorTas‘él(A) y E(A).
Para empezar definimos un A-médulo de aplicaciones denota-

do Fl(A,M,N) y establecemos 1a sucesidn exacta
0 —> C(A,M,N) —> Cl(A,M,N) _ Fl(A,M,N)

donde

son respectivamente el A-médulo de las aplicaciones A-cua -
driticas de M en N (respectivamente A-Semi-cuadrdticas

de M en N).

Para cierto tipo de A-mddulos, se tiene ademds la su-

cesion exacta:
0 —> C(A,M,N) —> Cl(A,M,N) —> Fl(A,M,N) —>0

de donde

Fl(A,MsN) g Cl(AsMsN) / C(A9M3N)

y es claro que s: Fl(A,M,N) = 0 , entonces Cl(A,M,N) =

= CLA,M,N).

DEFINICION 3.1: Sea FI(A,M,N) el conjunto de las
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aplicaciones f: AxMxM -—> N que son aditivas en sus tres

vartables y que verifican ta igualdad:
f{ab, x,y) = fla,bx,y) + af(b,x,y),

cualesquiera sean a,b en Ay [(x,y) & MxM.

Es claro gue podemos dotar a Fl(A,M,N) de una estructura

de A-mbdulo.

PROPOSICION: Existe una aplicacian A-Tineal

v C}(A,M,N) ----- > Fy{A,M,N) cuyo niclec es C{A,M,N), es de-
cir, Ta sucesidén 0 —-—> C{A,M,N} —- > Co (A M N) —> FI(A,M,N)

es exacta.

Si g e C3(AM,H}, notawos Yq! AxMxM —> N la aplica
cién definicda por yq(a,x,y) = dlax,y) - ad{x,y) para toda
a en A y {x,y} en MxM, donde ¢ es la aplicacidn asociada
corn g.

£s evidente que @ F,(A,M,N)}, esto es, que Yq es
'x.. X .

aditiva en sus tres variables y gue Yq verifica

Yq(ab,x,y) = yq(asbx,y) toa yq(b,x,y),
cualesquiera sean a,b en & y x,¥y en M., Por otra parte
es claro gue la aplicacién «y: CI(A,M,N) —_ Fl(A’M’N) de fi
nida por gq —> Tq €S A-Tineal y q € Ker(y) si y solamen
te si  ¢lax,y} = ad(x,y) para todo a en Ay (x,y) en MxM ,

¢
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esto es, la aplicacién ¢ asociada con q es A-bilineal.
Luego Ker(y)} = C{A,M,N) 1o que termina la demostracidn de

la proposicién.

Sean A un anillo conmutativo con elemento unidad y
M, un A-m6dulo. Notamas con G, el A-mbédulo de las aplica
ciones aditivas de M en A. Y con D(A,M) el A-médulo de

las aplicaciones de AxM en A que verifican:
(1) d € D(A,M) es bi-aditiva
(ii) d(ab,x) = d(é,bx) + ad(b,x)
para todo a,b en A y todo x en M.
La proposicidén siquiente nos muestra como estos A-md-

dulos estan ligados al A-mGdulo FI(A,M.N),

PROPOSICION: Sean A un anillo conmutative con ele-

mento unidad y M un A-modulo. Existe un isomorfismo de
A-médulos
D{A,M) B G = FI(A,M,A).
Z

En efecto, la aplicacidn

D(A.M) x G

> FI(A,M,A)

definida por (d,g) —> <d,g> es Z-bilineal, donde

< d,g > e Fy(A,M,N)



es la Gnica aplicacién Z-1ineal que deja conmutativo el dia

grama

A < memeatt Lo AXMXM
= -
\\ 7\]'
g™
\ M

donde 1,) son las inyecciones canbnicas.

Para todo (a,x,y) € AxMxM tenemos
< d,g > (a,x,y) = dla,x) gly).

Se sigue que

<d,g>01=4d y <d,g>o0] = g.

La aplicacién D(A,M) x G —> FI(A,M,N) se prolonga enton-

ces en una aplicacidén Z-lineal Gnica

W0 [ 601 § gi) = ] < dy.g, >
1

1

Por otra parte, 1a aplicacidn

b PN > 0(AN) B G

definida por f —> (foi) B (foj) es Z-lineal y es claro q -

Y y ¢' son isomorfismos reciprocos.
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Sea q € Cl(A,M,N) y ¢ ta aplicacidn asociada con ¢
La aplicacién d:AxM —> A definida por d{a,x) = ¢(ax,y)-

- a ¢{x,y) pertenece al A-médulo D(A,M), para todo y en M.

- Si A es una Q-algebra conmutativa, asociativa y se-
parable entonces D(A;M) =0 [Referencia 1] y entonges
¢lax,y) = a ¢(x,y) paratodo ae€ A y para todo (x,y)e MxM,
es decir q'e C(AMN). Por otra parte segin la Gitima pro
pdsicién, D(A,M) g G = FI(A,M,N), es decir que Fl(A,M,N):O

si A es una Q-algebra conmutativa asociativa y separable.

El anillo A de los enteros algebraicos es un ejem -

plo de una Q-algebra separabVe. Cf [1].
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