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TEORIA DE CONTROL OPTIMO

INTRODUCCION

En el control automdtico, la Economfa y los problemas de

estadistica matemitica, en general,

+

en los problemas de

tipo inverso surgieron muchos problemas de optimizacién

los cuales no han podido ser resueltos por medio de los

nétodos cl&sicos del Cilculo Variacional. Para resolver

problemas de esta indole L. Pontriaquin y su escuela -

cred una nueva teorfa, llamada "Teorfa de Control Optimd'.

El esquema de los procesos considerados es £l sigulente:

hay una ley de la "naturaleza", con la posibilidad de la

"intervencifn humana®, es decir, se pueden controlar los

procesos considerados. Evidentemente, una intervenciln

humana en la naturaleza tiene ciertos objetivos. Estos -~

cbjetivos pueden ser de car8cter cualitativo, por ejemplo,

el objetivo de la actividad humana

ma de una posicifn a otra posicién

En general el objetivo primario de
tiene caracter cualitativo. Pero,

otro tipo de interé&s, por ejemplo:

es trasferir el siste-

deseada.

la actividad hunana -
adem&s tenemos también

producir bienes en una

cantidad maximal, o con un precio mInimo. Luego, el obje

tivo secundario tiene un carfcter cualitativo.



El teorema fundamental es el principio de Maximo de Pontria
guin con el cual se pueden resdlver, muchos de los proble -

mas planteados, por ejemplo:
a} La estabilidad de los reactores,

b} La observacisn de los reactores,

1

¢} La determinacién del funcionamiento m&s econfmico de los

reactores, los procesos contreolados,
d}) La identificacifn de log procesos mediante filtracibn,

e} La determinacién de la forma de los estratos, utilizan-
do los mé&todos sismicos {(es decir, el problema inverso

de la sismica).
f} La determinacidn de la estrategia optimal en un mercado,
g} La automatizacibn optimal de sistemas industriales.

La teorfa de control Sptimo utiliza de la matemitica profun
damente: el an&lisis, el an&lisis funcional, las ecuaciones
diferenciales, la geometrfa convexa, la teoria de probabili
dad, etc. BAs{, la teoria de control :Sptimo ha llegado a ser
una rama muy importante de las matem8ticas desde el punto de

vista préctico y tebrico.



NOTACIONES

:= = Utilizado para definir conjuntos, funciones,etc.

Los dos puntos "apuntan" hacia el objeto que se define.

f:A +B ~ Denota una funcién o aplicacibniel dominio
de £ es Df:= A,y el rango de f es Rf:= B.

IR -~ El conjunto de los nlmeros reales.

IR+- El conjunato de los ntimeros reales no negativos.

R - El espacio de los vectores reales de dimensién n.

x|l =(2 Ixi!)l/z- Norma de R" .

f o g - Funcibn compuesta de la funcifn g con £

x = £ o (t, x, u) - ecuacidn iferencial, donde ¢t es
la funcién idéntica sobre el dominio comfin de la trayec

toria x y el control u.

AT - Transpuesta de la matriz A.



I. EL PRINCIPIC DE MAXIMO DE PONTRIAGUIN

EJEMPLO INTRODUCTORIO:

Consideremos un punto material de masa 1 que se mueve

en una recta; supongamos gque Se ¢onoce que en los ins-~

1

tantes to y tl, el punto ocupa las posiciones Xy Y X4

y tiene velocidades X, Y kl respectivamente:

Supongamos que la ecuacidn del movimiento de este pun-
to est8 dada por X = u, donde u es una funcidn que
"controla" o "regula" dicho movimiento. Supongamos

que u € T, y estd sujeta a la condicibn ful < 1, en

tonces debe ser una funcibn:

usft _,t,}] ——> [-1,1]

Resolviendo la ecuacifin diferencial % = u se ve gue
hay una infinidad de funciones que la satisfacen; es
decir, existen soluciones u definidas sobre un cierto

u u r
intervalo [ to,tl] con valores en L—l,l], de las que

se obtienen funciones x, satisfaciéndose que X = u ,



2.

De consideraciones de tipo fisico, se sabe tambi&n que
existen funciones u de dicho tipo, tales gque las so-
luciones de la ecuacibn X = u satisfacen también las
condiciones:

u, _ u, _ "U._‘ u, _ ¢
x(to) = Xgyr X(tl) = xl.x(to) = xo,x(tl) = Xq-

El problema m&s sencillo en la teorfa del control opti-
mal consiste, por ejemplo, en encontrar la funcifn u

para la cual el funcional

N . = u_ u
T(u): = 7 -t

toma su valor mfnimo; a este problema, lo llamaremos:

Problema de la minimizacibdn del tiempo g problema

del tiempo minimo.



2.- NOTACIONES Y DEFINICIONES.

2.1. Demos dos nGmeros naturales arbitrarios n v r.
m . .
Sea U C R un conjunto arbitrario no vacfio, con
mds de un elemento (generalmente es un conjunto

compacto, un poliedro convexo, etc).

)

Sean x_,x; € R® dos puntos fijos y sea una fun-

cibén

£: RO x U > R

con f(x,u) = Ax + Bu, donde A € ]Rnxn‘, B € mnxk

son matrices.

En el ejemplo dado en (1), tenemos que:

r=1,n=2, u= [-1,1]

f: R2 X [1,1]

DEFINICION: Sea Cu el subconjunto de la clase

de fuhciones de R > U, definido de la manera

siguiente:

u é Cu: <==> (1) Du

¢



. u .
es un intervalce compacto, Yy to: =min D_ ,

_ _ u u
t = max D (Du = [.to » ty J),

(ii) u es continua a trozos (en los puntos de
discontinuidad se define como alguno de los lfmi

tes laterales).

A una funcibn u gque satisface las condiciones

(i) v (ii) la llamaremos CONTRQOL.

2.2. Tomemos u € Cu y consideremos el problema con

valor inicial:

x = Ax + By x(tg) = x_ . (*)

Consideremos la funcifn:

F(t,y): = Ay + Bu(t) (t & {f;, t?-J)

entonces el problema (*) es equivalente a:

. u
x = Fo(I,x), x(to) = X,

DEFINICIONES: Si x" es la soluci6n del problema (*),

entonces x? es la TRAYECTORIA correspondiente al

¢



control u; y a la pareja ordenada (xu,u) se le llama

PROCESQ.
Sea (xu,u) un proceso; entonces sabemos que:

(1) xu(tg) = x

Adem&s, generalmente no ocurre gue:

u,, u, _

DEFINICIONES: Si’ (xu,u) es un proceso tal que:

u, . u, _

entonces diremos gque (xu,u) es un PROCESO ADMISIBLE,

y al control u 1lo llamaremos un CONTROL ADMISIBLE.

NOTACION: Denotaremos por 'Qu a la clase de controles

admisibles; © sea:

Q. = u € Cu/u es admisible, .



Sea J el funcional definido como sique:

J: §

> R

>J(u): = t? - tg )

Cuando J alcanza el minimo absoluto; es decir cuando

existe u € Q, tal que:

J(a) = min J(u),
u € Q
u

diremos gque u es un CONTROL OPTIMAL , y al proceso

correspondiente PROCESQO OPTIMAL.

DEFINICION. Sea el subconjunto ) & R® dado por
T

NOTACION. El1 simbolo X, Xy guiere decir gque u
es un control admisible para los puntos X, Y X7 en
otras palabras, u "lleva" un punto desde la posicibn

inicial x hasta la posicién final X

Hemos definido ZT como el conjunto de puntos en rR?

desde los cuales se puede llegar al origen durante un

¢



tiempo no maycr que T; se puede demostrar gque cuando
se llega al origen en un tiempo -T* < T, se puede lle

gar también en el tiempo T.
LEMA 1:

. u u:o.u
XT={xeR / 3 u €y XA—0,t -t =T

PRFBA: Sea dado un punto en |} , y sea v el con -
T

trol que lleva dicho punto al origen de manera gue:

~t = T* < T,

=<

Definamos el control wu:[0,T] + U, como sigue:

v(t) si te[o,T*]
ul{t): =
0 si te[r*,T] ;

este control u es admisible, ya que u es continua a

trozos y 0 € U.

Para este control, se tiene que la trayectoria después
del instante T* est& gobernada por la ecuacidn dife -

rencial:

X = fi{x,0) = Ax + Bo ,



0 sea, tenemos el siguiente problema con valor inicial:

cuya solucibn es:
x(t) =0 (t € [r*,1]).

Este resultado significa gque si u es el control vy

t € [T*,7] el punto quedari en el origen.

LEMA 2. J es convexo, ¥ T € R .
T

PRUEBA. Sean los puntos iniciales xi Y xg en ]
’ T

tenemos que demostrar que el segmento que une a estos

dos puntos esti contenido en Z 7 O sea, si elegido
T

» € [0,1] y u: 1-1, el punto:

debe pertenecer a } .
T

1,2), entonces en virtud del LEMA 1

It

como x> ef
°© 7

existen controles ui:



uy [O,T] > U (i=1, 2},

tal que la trayectoria Xy correspondiente a u, lie~

i .
va el punto X, al origen.

Por otra parte, X4 satisface la ecuacibn diferencial:
X, = Axi + Bui (i = 1,2);

luego:

(}\xl 4+ q xz)' = A(Rxl + ux2) + B(Aul + uuz)

1o gue es correcto plantear ya gue X Y X, estén defi

nidas sobre el mismc intervalo. Por otra parte:

u2: = )\ul + uuz

es un control admisible, ya que es una funcibn continua

a trozos y

R . cu
Aul+ u, '

ya que U es convexo.

Llamando Xq: = kxl + UX,, se tiene que:
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si1 t: = (0, entonces:

1 2
x3(0) = Axo + MK = X

0w

luego la trayectoria parte del punto xg ; ademis:
x3(T) = 0,

o sea, la trayectoria llega al origen.

Hemos demostrado gue para cualguier punto xg del seg-

1 P . R
mento gue une a X, con X_ existe un control u, que

lleva el punto al origen en un tiempo T; luego:

3 - ov
X 3 ZT '

y de aqui se concluye que | es convexo.
T

El siguiente lema dice que cuando se trata de un punto

interior de Z » desde este punto se puede llegar al
T

origen en un tiempo menor que T; y en consecuencia, si

desde un punto de Z no se puede llegar al origen duran
T

te un tiempo menor gque T dicho punto debe estar en la

frontera de ) ,
T
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Q
LEMA 3: Sea x_ € ] . entonces existe un T*¢€ Rt tal
T

que T* < T, y un control u definido en [0,T*] tal

que lleva el punto x al origen en el tiempa T*.

(6]

PRUEBA: Ya gque X gue

o

]
€ | ., hay una vecindad de x_
"m

estd totalmente contenida en [ , y hay un poliedro con
T :
vexo que estd totalmente contenido en esta vecindad vy

tal gque contiene a X, como punto interior.

En la figura se explica lo que ocurre cuando Z C Rz.
T

Para cada vértice del poliedro existe un control que lo

lleva al origen durante un tiempoc T (por LEMA 1).

Sea € > o ‘"suficientemente pequeno” en el sentido si-~
quiente: dado un punto x, € R y (x,u) un proceso

que lo lleva al origen, el nfimero [x(e)- x_| es tan pe

ol

quefio como queramos; gr&ficamente esto se ve como:
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o
X € Lo
x(e) e }
T-¢
i
el
Ve T-¢
Esto se puede hacer con P
todas las trayectorias ! //ﬁ'/\ \\
que llevan los vértices /2:‘ j>C
P& € ¥
del poliedro al origen, pd T-€
como se indica en la fi
gura:

Esto significa que hemos dividido cada trayectoria en
dos‘partes: la "parte pegquena" que exige un tiempo igual
a ¢t para ser recorrida y la "parte grande" formada por

puntos de § .
T-¢

Hay un teorema geom&trico que dice:

"DPado un poliedro convexo P en Rn, existe un € > 0
tal que consideradas las bolas de centro en cada vértice
y radio e, y eligiendo un punto en cada una de estas
bolas, &stas determinan un poliedro @ convexo; y ademé&s

Q [+]
si a & P se puede escoger ¢ de manera gque age Q .

Entonces sea € > 0 de manera gque X, Sea un punto in-

terior del nuevo poliedro de vértices contenidos en | ,
T-€

¢
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y entonces x_ € } .
o
T-¢

Esto gquiere deciry gue existe un control u gue lLieva
el punto X, al crigen en un tiempo T¥%: = Twg v tal

gue

TEOREMA:Sea U C ch ur poliedro convexo.

Sea u un control admisible gue lleva un punto desde

la posicién X, € &' al origen, sea x la trayectoria
correspondiente. Para gue el proceso {(x,u) sea optimal
es necesario que exista uvna funcidn ¢ no nula gue sa-

tisfaga la ecuacibn diferencial lineal:

[ LY S
tal que para cada t € [t , £ |

i

max ¢ plt), Bv>
vey O

el , Bult) .

PRUEBA: La ecuacidn diferencial en este caso es:

X = Ax + Bu {1)

la ecuacidn diferencial auxiliar seré:
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b= -a"y (2).

Sea T: = tg - tg ¢ Y consideremos el conjunto E . Asi,

T

el punto inicial x, es un punto frontera de | , vya
T

gue si fuese punto interior se podrfa llegar al origen
en un tiempo menor que T y esto contradice el hecho de
gue u es un control optimal. Por otra parte, es claro

que x, no puede estar fuera de | .
T

Se sabe de la geometria, o del anflisis funcional gque si
se tiene un conjunto convexo y se fija un punto en la

frontera, existe un hiperplano (hiperplano de apoyo) gque
lo "separa™, en el sentido de gue todo el conjunto queda
a un lado del hiperplanoc. En el caso general este hiper
plano no est8 determinado univocamente; por ejemplo, si
en el plano el conjunto convexo es un cuadrado vy el pun-
to de la frontera es un vértice hay una infinidad de pla

nos de apoyo.

En nuestro caso ocurre lo sigquiente:

Hiperplano
de apoyo
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En la figura antericr n es el vector normal al hiper-
plano por X el cual esta dirigido hacia la parte del

espacio gque contiene a X + por lo tanto para cada
T

y € )] se tiene gue:
T

<y—xyn>30 . (5)

Sea ¢ la solucifn del siguiente problema con valor ini

cial:
V= -aTy w(tg) =n, (6)

vamos a demostrar gue para esta ¢ se cumple (4).

Razonando por reduccifn al absurdo, supongamos que exis

u

o’ tg} para los cuales no

’te v¥& U y un punto tE[t

vale la igualdad; en este caso existe tambi&n uyn inter-

lo [?1, 12] C:[tg, t?} tal gque:

CUle),Bvr > > Ly(t),But)> ¥ e [T1r T

Para u y v* tenemos gréficamente:



\\ /f”'“”/q

~ |

A \ : l

- - [

a ,

* |

vE e - - |
i i |

| I { |

_____ N B I ESEURN SR N .

u u
tO T 1 T 2 T 1

ul(t) si t ;{ [%l' 12]
v* »osi ot € [t 1,

este control u* es una funcidn continua a trozos.

Consideremos el siguiente problema:
L] u
X = AX + Bv* , x(tl) = 0 ;

sea x* 1la solucibén de este problema, entonces:

(1) x*:[t: , tﬂ —> Rr"

16.
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(ii) x*(t?) = Q.

Definamos x%: = x*(t ); este punto xg debe pertene-~

cer a X , porque se puede llegar desde este punto al
T

origen durante un tiempo T, luego en virtud de (5):
<{x% - x,m> >0 (7).

Sea x una solucibn de (1), y ¢ wuna solucidn cualquie

ra de (2),'entonces:
. \ _
<xw > = CaxsBu,p >+ < x,-aTy ),

pero:

Cxo=ATy > = Coaxgy >,

luego:

<x,w>I = <w,Bu> .

Entonces para el control u, de acuerdo a la regla de

Newton-Leibniz, se tiene:

u
t
1
- u - ) U .
[ a <1P,BU >“ <xl >(tl) <xl¢ > (LO) b
to -0
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y anflogamente para el control u*:

tu.

1
J <y,Bu* > = <x\,w> (e]) = <x*u > (£]).
t N,

Siendo ¢ 1la solucibén del problema (6) y restando las

igualdades anteriores, se tiene:

T
2
{ { (\b(t),Bu(t)> - <¢(t) JBu* D } = <x; —xo,n>.

T

En esta igualdad la funcién subintegral es negativa por

la manera en que hemos definido v*, luego:

<xg - xo,n> < 0'

y esto es una contradiccibn con (7).

1

Por lo tanto deber ser

e),av> < Qpwut)d> Mt e [tg.t‘;} :

Y v € v .
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Con este razonamiento hemos demostrado que para cada

t ep [%g,tg], la funcibn:

—> L y(t) ,Bv >

U 3 v

asume su m&ximo, cuando v: = u(t).

Al demostrar el principio de M&ximo para el casoc lineal,
consideramos gque U es un poliedro convexo; frecuente =
mente sucede que cuando en un problema general se trata
del caso convexo, las condiciones necesarias son tambi&n
condiciones suficientes; por ejemplo, cuando se tiene una
funcién convexa de una variable y la derivada de ésta en
un punto interior de su dominio es igual a cero, esta con
dicién es suficiente hasta para un minimo absoluto. Lue -
go es natural examinar este aspecto en la condicifn de Por
triaguin: si un proceso satisface el principio de miximo,
este proceso es optimal o no. Se puede demostrar que en
el problema de la minimizacién del tiempo y en el caso 1li-
neal la condicidn de Pontriaguin es casi suficiente, 1lo
que hace falta es afiadir una condicién m&s al poliedro coi
vexo U. Para preparar esta condicifn adicional haremos -

consideraciones previas.

Sea A una aplicacién lineal de R™ en R™ (no haremos di-

ferencia entre la aplicacifn lineal y la representacibn
4
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matrical de la aplicacifn), entonces:

DEFINICION: Sea A una matriz nxn Yy S un subespacio pro

pio de Rn; se dice que S es invariante respecta 4 la

aplicaci6én A si para cada x € S, se tiene que Ax € S.

Dada una aplicacifn lineal A:R" —>r" y un a € R" no nulo,
hay una condicifn necesaria y suficiente para que exista un
subespacio invariante § respecto de A tal gque a € S; es-

ta condicidén es:

-1
a,Aa,A%,...,a" ta

son linealmente dependientes.

Vamos a considerér el caso lineal donde:
f(y,v) = Ay + Bv,

y U es un poliedro convexo que satisface dos condiciones:

i) U contiene al origen, pero el origen no es un vérti-

ce, y

1ii) Cualquier arista w de U es tal que los vectores:

Bw,ABw,...,An-le,

son linealmente independientes; es decir, dada cualquier -

arista w de U y para cualquier subespacio invariante S
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respecto de A, se tiene que Bwfgfs.

Cuando se cumple (ii) se dice que U tiene la POSICION GE-

TEQOREMA: Sea (x,u} un proceso que satisface el principio

dada por:

f(y,vi: = Ay + Bv,

. r . ;
donde U es un poliedro convexo en R, que tiene la posi-
¢cifn general y que contiene al origen pero éste no es un -
vértice; entonces (x,u) es un proceso optimal para el proble

ma de la minimizacifh del tiempo.

Antes de dar una prueba de este teorema, veamos el siguiente

lema:

LEMA: Sea y una solucibn no trivial de & = -ATw , Sea

1 . Tu 4
[Tl, 12} CL[tO ; tl:{ .

Consideremos el conjunto:

m
(13
]

[y € R/ < y(t),y > = 0,t € [tq0 150} &

entonces S es un subespacio invariante respecto de A.

4



PRUEBA:

i) S es un subespacio:

Dados Xir Xy € 8 yv da, BE R, se tiene:

<PlE) joxy + Bry>=a <y(t),x;> + B<y(t), x, > = 0,

1

luego: .

axl + sz £ S

ii) S8 es un subespacio propio:

Razonamiento por reduccifn al absurdo: si fuese S=Rn,
entonces ocurrirfa que <y(t),y > =20 \v4 y € R?, de
donde y(t) = 0 para algin t € [Tl ,Té] ; pero &sto
no puede ser, ya que ¢ es solucibén de una ecuacibn
diferencial lineal y si en algfin punto de [Tl ,Ti]ES

cero, entonces es cero en todo el intervalo [to,tzj.

iii) S es invariante:

Sea x € S, entonces para cada te¢ [t ,7,] se tie

ne que < yY(t}, x> = 0, luego:

< (£),x> = 0 =>
D> (—-AT)\D(t)'x> = () =e==>

= <P(t),Ax> = 0 —>

=> Ax € S.
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PRUEBA DEL TEOREMA: Razonando por reduccifn al absurdo, su

pongamos que (X,u) no es un proceso optimal, y entonces
existe un control u gue esfa definido en un intervalo -~
[to,Ei] tal que El < t; y lleva el punto desde la posi-

cib6n inicial X, hasta la posicibn final Xy, que podemos
tomarla como el origen. Sea x la trayectoria correspon-
diente a u.

Sea ¢ la funcibn que aparece en el enunciado del princi-

pic de m&ximo, el cual se cumple para el proceso (x,u).

Calculemos <w(€1),x(fl) > s

<P(E) x(Ep)>=<w (£, x(E))> - <y, x(E) >

= <W(E)R(E) > - <ulr),xly) > = (<p(EDEE) > -

v
—
-

- <ple) ox(ty)

en lo anterior se toma en cuenta gue §(El) = 0, y que

X(to) = E(to) =x_ -

En la p&gina 17 demostramos que:
<y, x >‘ = <$,Bu > ,

entonces anfilogamente se ve que:

{ —
= <Y,Bu >,
¢

<P,xX >



De acuerdo a la regla de Newton-Leibnitz; tenemos:

e

Y
<w(¥1"X(E1) > = j {<¢, Bu> - <y,Bu >';

Yo

la funcifn subintegral es mayor que cero, ya que u satis
face el principio de maximo y <y,Bu > es el m&ximo para

la funcidn <¥y,Bv > (\/ v € U); por lo tanto:

<ylEy), x(&,) > > 0. (*)

Por otra parte tenemos gue:

.t1

_ _ _ _ (2
<¢(t1) Ix(tl) > o= <d)(t1) ,X{t1)> - <y (tl) ’X(tl}‘) - ¥ <P,Ba o>y
. f

! _{A
IR

pexc <y,Bu > debe ser maycr © igual a cero, ya guse

<g(t),Bv > < <yp(t),Bult) >

para cada t fijo en Lgl'tlj y cada v € U, y como 0 € U:
<¥(t),Bu(t)> > 0 para cada t € [ty,t,];

luego:

<zp(E‘l) > < 0 (%)
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PO

De (*} y (**) se concluye qua:
< @(?f ’ x(t1)> = 0.
Consideremos la funcidn:
[€,/8] 3 ¢ ———> <p(t),Bult) > ,
demostremos gque é&sta es la funcibn nula sobre el intervalo
[El,tlj H

hemos visto gue:

1
0= <“‘J(El)”‘(EJ‘,) o= <y(t),Bu(t) > 4i,
« |
t1
COre
<w(t),Bult) > > 0 (Yeelt, e,
entonces:
<p(t),Bult} > =0 (V te [‘E’lptl]} .

Ahora bien, sea U1 - la cara del poliedro U gque contiene
al origen, sea w una arista de Ui cuyos vértices son

u' vy ou":
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Para cada t fijo en Llllt1} cansideremos la funcifin:

> <‘p(t} FBV >

= ; ”
Ul o A

se tiene que:

<pit) ,Buft}> = @,

Sa

<y(t) ,Bv > >

para cada t fijo en Egl’tlj' y variando v en U,; por

otra parte:

<P(t) ,BG > = 0 .

Es conocido gue si una funcidn lineal asume en un punto in-
es

terior de un peliedro su miximo, entonces esta funcién
Por lo tanto, asume los mismos valcores en ' Y

constante.
u'; o sea, para cada t& [£),t,]

<£p(t),Bu° > =<y {t) ,Bu" >

<Y(t),Bw > = 0O (V v € [E.¢,0).

e



Por el lema anterior, Bw pertenece a algln subespacio inva
riante respecto de A, y esto contradice gque U tiene la
pesicibén general.

Consideremos de nuevo el ejemplo introductorio:

— —
H

t
<
<

[ S
M
. =
et
{——

de donde
wl = 0 y by ® - Uy
resolviendo:
wl(t) = ¢ (constante)
b, (t) = —ct+d (c? + a% # o)
La funcidn y: = (wl, ¥,) debe satisfacer:
max L p{t), By »= < ¢(t),Bult) >
v ¢ [-1,1] ' o '
o sea:
mnax w2€t)v = ¢2(t) uit)

ve {-1,1]




y haciendo los c@lculos correspondientes tenemos:

max {{~ct+d) v} = (-ct+d)ult).
ve[-1,1]

Hay cuatro posibilidades para la funcién

28.

[tg, t?]};t —> =ct+d, gue de acuerdo a las siguientes fi-

guras son:

(3) s .
u /// l \\‘ - t,u
= { 1
So ol SO
\ / ,u u
' , 7 t]_ to N I
| S S
‘ ‘ e 4
v
Anctamos Rw = {y€ M: y = ¢,{t), para algln t e{}g
2 w
Sea:
+ .
( 1) R CR 7 f 1O
L c
(2) sz C R, ., # {o}
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+ cm
(3-4) sz ?f.Ro , £ R

Rw = {0} no puede ser, porgue en este ¢asoc
2

b= (Ygeby) serfa la funcidn identicamente igual a

cero.
Entonces el

max { (~ct+d)v} ,
v [-1,1]

es en cada caso:

T e T u
i |
i 1
i i Ao
u u
to tl
]
u u
tc) t 1
R S S
i [
t i
—l be ~ - — L J—

+1 ey
to |
e
L
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Los puntos de discontinuidad del control u se llaman

PUNTOS DE CONMUTACION.

El estudioc de este problema a través del principio del mé&-
ximo nos da, como se ve, mis informacifn gue el estudio rea

lizado mediante la programacibn dinfmica.

Entonces, ya sabemos gque el contrcl vale 1; o vale -1; o
asume ambos valores pero con un sclo punto de conmutacibn ;

por lo tanto para determinar las trayectorias tenemos:

& K‘ *
(Xl = X2 Xl = X2
(1){ o (x1) <
Iﬁxz = 1 x2 = -1,
A

Resolviendo ambos sistemas, obtenemos que:

2
% Xq + B , para el sistema (I}; vy

X

Xy = = % X, + £ , para el sistema (II}.
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x. b
2
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En cada casc hay.solo una curva que llega al origen del

sistema de coordenadas; uniendo estas dos curvas tenemos:

La unién de estas dos curvas divide en dos partes el pla-
no; tomemos, por ejemplo, un punto P del plano que esté
"por encima" de la curva, y determinemos cull es la tra -

yectoria Sptima para llevar este punto desde su posicidn
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inicial hasta el origen.

Por el punto P pasan: una solucibn del sistema {(I! corres
pondiente al control u = 1 y una solucibn del sistema (II;}
correspondiente al control u = -1, como se indica en la fi-

gura:

o

e

lo gue indica que la trayectoria Sptima correspondiente al

punto P es:

'
}
§
i
|
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De manera an&loga, se ve que si tomamos el puntc "por deba

jo" de la curva, la trayectoria Optima correspondiente es:

X2?

' i
< |

En resumen, hemos demostrado que eligiendo un puntoc arbitra

rio en el plano hay solo una trayectoria que satisface el

principio de m&ximo.

Tomando en cuenta las condiciones suficientes, se obtiene in

mediatamente, que esta trayectoria misma es Sptima.
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EL CASO GENERAL

Demos dos nGmeros naturales arbitrarios n y r. Sea
m . . . ‘
U C IR un conjunto arbitrario no vacfo, con mis de un

+ .
elemento. Sean Dc::lRn . un conjunto abierto, y

£f: Dx U » R

es una funcibn continua, con sus derivadas parciales con

tinuas respecto a las n+l variables

3,f: DxU-+ R, 3 f:DxU>R .,

. . u u
Como controles, consideremos las funciones U:[Fo’ tl] - U,

continuas a trozos. Tomando dos puntos (to,xo), (tl,xl)e D,

un controcl u se dice admisible respecto al problema

x = f o(t,x, u)

x(to) X _, x(t1) = x

o 1

si t =t _, tg =t; ¥ el dicho problema de contorno tiene
solucidn.

Ahora consideremos tambié&n una funcional de tipo

4
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tl
J(x,u) = /j g o(t,x,u)

para mininizar, donde g, atg, Bxg son continuas sobre

D x U.

penotando el conjunto de los controles admisibles con

Q(xo,xi), nuestro problema esquematicamente es

)‘( = f O(t'x'u)

- n (A)
x(to) = X x(tl) = X4
€]
J{x,u) = ] g o{t,x,u) —> min!
L2
o}

H

En el caso considerado f{t,x,u) Ax + Bu, g(t,x,u) =1,

o bien, J(x,u) = t: - tg » la desigualdad

< Y(t),Bv > < <y(t), Bu(t)>

es equivalente a
< y{t), Ax(t) + Bv > + 1 <

< <y(t) Ax(t) + Bu(t)> + 1 .

4
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Por analogia con la fIsica, denotemos con H 1la siguien

te funcibn:

H(x,v,¥): = <y, AXx + Bv> + 1.

Esta funcidn se denomina funcibdn de Hamilton. Se ve in-
mediatamente, que la ecuacién original y la ecuacién au-
xiliar se expresan en términos de la funcifn de Hamilton

respectivamente:

»”
h

3"»’ HO.(X,UHP) ’

Y= -Bx‘Ho(x,u,w) .

Y el principio de méximo demostrado para el caso lineal

toma la siguiente forma:

max H(x{t), v, ¢(t)) = H{x(t), ult),p(t)).
ve U ’

Con esta reformulacifn tenemos la posiblidad de la genera
lizacién del teorema de principio de méximo. En el caso
del problema (A) definamos la funcifn de Hamilton de mane

ra similar:

H(t,x,u,¥) = <y,f(t,x,u)> + g(t,x,u)

El principio de M&ximo de Pontriaguin. Sean ué€ Q un

4
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control optimal, x 1la trayectoria correspondiente al
control u, es decir, x es la solucibn del problema de

contorno

;{ = Bw HQ(t,x;u,u))

(1)

u u
x(to) = xo, x(tl) = X,

En este caso existe una solucifn no nula de la ecuaciln

diferencial

¥ o= = 9, Hol(t,x,u,y) (2)

tal gque, para todo t ¢ {tg r t? ] se tiene

max H(t,x(t), v,y(t))= H{t,x(t),u(t),pl{t})).
vevu

OBSERVACION. La ecuacifn (1) no depende de la variable Y.
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II. CONTROLABILIDAD, OBSERVABILIDAD

Todavia no hemos examinado el conjunto XT de los puntos
en los cuales el sistema es controlable al cero. Si un
punto x_  no pertenece al | , entonces sobre [0,T] no

T

existe un control admisible que lleva el x_ al cero. Ade

O

no pertenece al ]} , T > 0, entonces el con
T

junto de los controles admisibles respecto a las condi -

Qés si  x

ciones de contorno

x(0) = xo ) x(T) = 0
es vacfio. Por eso el problema de la contrabilidad es un
problema muy importante del punto de vista de la optimi-

zacién.

Consideremos el sistema lineal

x = Ax + Bu (1)

donde A € R™™ , B = R™". sea el conjunto U el es
pacio Eﬁﬁ Luego, los controleg considerados son todas
las funciones continuas a trozos definidas gcbre un inter
valo compacto, con sus valores en R". El sistema {1) se

dice controlable al cero scbre [to,tl] del punto ‘xo, si
existe un control admisible wu:[t_,t;], tal que la ecua -

cifn diferencial
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x = Ax + Bu

x(to) = X x(tl) = 0

tiene solucibn. El sistema (1) se dice totalmente contro

lable al cero sobre [to’ti]' si para todo punto x_ € r",
el sistema (1) es controlable al cero sobre [to,ti] del

g t .
punto x_

Sea ¢ la matriz fundamental del sistema (1), donde

nxn
oz [t ety ] = [t ,t] > R

es decir, la aplicaci6én t - ¢(t,T1) es una solucibdn ma -

tricial del sistema homogeneo

b = Ay (2)

¢ (t, T)= idngx

Se sabe que la solucibn del sistema (1) con la condicibn

inicial x(tc) = X,, Se expresa mediante la f6rmula de Cau

chy:

t
x(t) = ¢(t.to) x, + J ¢ (t,s) Bu(s) ds (3)

t
C

Cuando A es constante, se tiene ¢(t,t0) = exXp A(t—to).

Cuando A y B son funciones matriciales, tienen lugar

’
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f6rmulas similares, luego todos los resultadados se pue-

den generalizar facilmente para este caso.

Definamos una matriz W(to,tl) de la siguiente forma:

t
W(to,tl) = J 1 ¢(t1,t) B.BT ¢(tl,t)T dt (4)

t
O

La controlabilidad total del sistema. (1) se caracteriza

mediante la matriz W(to,tl).

TEQOREMA. El sistema (1) es totalmente controlable al ce-

ro sobre [to,tlj si y solo si la matriz W(t_,t;) es po-

gitiva definida.

DEMOSTRACION. Supongamos gque W(to,tl) es una matriz po-
sitiva definida. Entonces es invertible. Sea x & R" un

punto cualquiera. Tomemos el siguiente control

u: [to,tl:] > ®’"

definido como sigue:

utt): = BT (e, wlie ,ty) ¢l e )% . (5)

Utilizando la f6rmula de Cauchy para el punto inicial vy

para el control (5), se tiene :
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t
1 T T -1
y(tl) = ¢(tl,to)x—f q>(tl.t) BB ¢(tlt) W (to,tl)q:(tl,to)x dt:

t
o]

= ¢(t,,t )x - - (t t)BBT ( t)Tdtw"l( Yot ,t )
=9 175! % b 1f ¢(ty, to'tl ¢ 17 %!

t
o

- -1 =0
= olty,t) x - Wit ,ty) Wt ,t;) =~ ¢lt,t) x=10.

Por110-tanto-el sistema (1) es totalmente controlable al

cero sobre el intervalo [to,tl].

Ahora supongamos que el sistema (1) es totalmente contro

lable al cero sobre el intervalo [to.tlj, pero la matriz

W(to;tl) no es positiva definida. Entonces debe existir

un vector x no nulo, tal que
<xg Wt ,t)x > < 0.

Por otra parte, tenemos

-t

1
T T
<Xq W(to,tl)x > = J <X, ¢(tl,t)BB ¢(t1,t) x > dt =
t
(o)
t
= f «gT d>(t1,t)Tx, BT ¢(t1,t)Tx > dt =
tO
t
= J [ BT ¢>(tl,t)Tx szt <0 .
t ¢

O
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En virtud de la continuidad del integrando, se tiene
T T
B ¢(ty,t) 'x =0 (t € [to,tlj (6)

Tomando en cuenta el hecho gue el sistema (1) es total

mente controlable sobre [to’tlj obtenemos que para el

punto x; = - ¢(t1,to)_1x existe un control

us e ,t,] + ®'

tal que
t
cp(tl,to)xl + I ¢(t1,t) Bu(t)dt = 0 ,
4 N v
o}
es decir,
ty
X = J ¢(tl,t) Bu(t)dt . (7)
. .
o
Calculemos la norma de x, utilizando (7)
t
2 1
x]]° = <x,%x > = <x, J ¢{ty,t) Bu(t)dt > =
-to
Y
= [ < X, 6(t,,t) Bu(t) > dt =
t
o
t
1 T T
= J < B ¢(tl,t) x  u(t) >dt=0.
t

o) ’
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Esto muestra que la matriz W(to,tl) es positiva defini

da.

OBSERVACION. Si el sistema (1) es totalmente controla

ble al cero, entonces la matriz W(to,tl) es positiva
definida, por lo tanto W(to,tl) es invertible. Si
W(to,tl) es invertible, entonces, tomando en cuenta la
primera parte de la prueba del teorema se obtiene la
controlabilidad del sistema. A partir de esto obtenemos
la siguiente afirmaci&n:
"El sistema (1) es totalmente controlable al cero sobre
[to,tlj si y solo si la matriz W(t_,t;) es invertible”.
Ahora, vamos a probar otra condicibn necesaria y sufi -

ciente para la controlabilidad total al cero del siste-

ma (1).

TEOREMA. El sistema (1) es totalmente controlable al ce

ro sobre [t_,t;] si y solo si, la condicibn de Kalman ,

es decir, la siguiente condicibn de rango tiene lugar:

rango (B, AB,.....,AnTlB) = n . (8)

DEMOSTRACION. a) Supongamos que (1) no es totalmente

controlable al cero sobre [t ,t,;] . En este caso la

matriz W(t_,t;) no es positivamente definida. Probare

mos que W(to’tl) es semidefinida positiva.

4
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En efecto, W(to,tl) es sim&trica y se tiene

t
1 T
< Wit £ )%,X > = < { A t) ggT At g v x> =
tO
t
1 T,
= J < eA(tl t)EBT éA (tl t) X,x > dt =
t
O
t P
= j 18T e® %1785 2ac > 0.
t
8]

Sienelpunto x# 0 la forma

X —> < W(to,tl)x,x >

se anula, entonces en virtud de la continuidad y la no-

vegatividad de la norma cuadrada

T
“ BT eA (tl-t) x “2

’

la funcibén

< LT

t —> ¢(t) = || X

tambi&n se anula en cada punto del intervalo [t_.,t;] .

Luego,

T y
BT eA (tl—t)x = 0 {9)
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La k-ésima derivada de (9) respecto a t es

T
BT eA (tlﬁt) T,k

('—A ) X = O (k=0,.-.,n"1)
(10)
Sustituyendo en (10) t: = t;, se tienen
BT (a)¥ x = 0 (k=0,1,...,n-1) (11)

Por lo tanto el rango de la matriz

(B, AB,....,A" 1p)

formada de las matrices AkB (k = 0,..., n-1) menor que

n, es decir la condicibn de Kalman no tiene lugar.

Ahora, supongamos que el

1 B) < n.

rangO(B,AB,..., An-
Luego, existe un vector x # (¢ , tal que

Blx=BT alx = ... = BY(AT) x =0 . (12)

Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton, existe un po-

linomio de grado n, tal gque AT es una rafz del polinomio,
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es decir, deben existir constantes Cor Cprev-aC

n-1 *

txles gue

n n-1 i
T
@ = ] e, (13)
=0
Por lo tanto, obtenemos

n n-1 i

BT(a) x= ] ¢ BT(A) x=0 (14)
iZ0

Utilizando'(IZ), (13) y (14) por inducci&n se demuestra

que
k

BT(AT)‘x = 0 {(para todo k) .

Luego, se tiene
T ATl (t,-t) T BT(AT)k
e 1 X =

B B e -0 x= 0.

-

B

Ahora, se demuestra facilmente, que la forma cuadritica
X —> < W(to,tl)x,x >

se anula en x # 0. En efecto,

t

1 T

t
o
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‘1 Alt,~t) T AT (t.-t)
= J <eg 'l B (B e i

X),x>dt =0 .

t
o]

Por lo tanto el sistema no es totalmente controlable al

cero sobre el intervalo [ﬁo,tlj.

OBSERVACION.

1) La condicibn de Kalman no depende del intervalo
[to,tl],'entonces la condici6n de Kalman tiene lu-

gar si y solo si, el sistema (1) es totalmente con
trolable al cero scobre un intervalo [to,tlj cual -

quiera.

2) La suficiencia del principio de m&ximo, se prueba
de manera similar en el caso, cuando el conjunto U
es un poliedro convexo que contiene el cerc en
su interior y la condicibn de Kalman esta satisfe-
cha por el sistema. Entonces tiene lugar el siguien

te teorema.

TEQOREMA. Supongamos gue el sistema (1) es totalmente
controlable al cero, y el conjunto U es un poliedro -
convexo gque contiene el céro en su interior. Luego ,
un proceso (x,u) es Sptimo, si verifica el principio de
miximo de Pontriaguin.

La condicifn de la controlabilidad es una condicibn -
4
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cualitativa, perteneciente a la teorIa de sistemas. En
tonces, el principio de m&ximo con, su cardcter cuantita
tivo tiene tambi&n un cardcter cualitativo en la teorfa

de sistemas.

Ahora consideremos el sistema (1) de nuevo con una ob-

servacibn;

y = Cx (15}

dondé C es una matriz de n x k.

El sistema (1) con la observacibn (15) se dice totalmen
te observable sobre un intervalo [fortlj si todo par
(u,y) de control‘y observacién determina unfvocamente el

estado inicial X, -

De otra manera esto es, si

t
y(t) = Clolt, e )%, + J ¢ (t,T)Bu(t)dT) : (16)
t
o
e
t
y(t) = C(p(t,t Ix, + J $(t,t)Bu(t)dT) Y te ft..t,] . @7
0’71 & o L
G

nton = .
enconces Xo Xl

OBSERVACION. La definicibén se puede reducir considerando

solamente un sistema controlado con el control nulo,puesto
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gue la definicién no depende esencialmente del control.
iy efecto, si un estado inicial xo,corresponde univoca-
mente a una observacibn respectiva del sistema controla
do con u= {§, entonces aeste estado inicial X también

corresponde univocamente a una observacibn respectiva -
del sistema controlado con un control u cualquisra. Su-
pongamos lo contrario, es decir, se tienen (16} y {(17).

Entonces la diferencia de {16} y (17} es

6 = C ¢(t,to) (Xo"xl) .

Luego, la observacién 0 corresponde a la condicién ini
cial X, = X4 .Pero el sistema controlado con u = 0

es observable univocamente. Por lo tanto, Xy = %y La
afirmacibn reciprocé es inmediata, es decir, si para to
do contrxol u, la condicidn inicial eéta determinada -~
univocamente por la observaciBn entonces para el control

u = 0 también la condicibn inicial gueda determinada uni

vocamente por la observacifn.

Ahora,definamos una matriz M(t,,t,} de la siguiente for

mas
£
. 1 9 T .
M(t_,t,] = I ¢ (L, ) C° C (L, t )dt . (18)
o’ 1 ¢ e} o
o

Vamos a ver como se puede caracterizar la observabilidad

del sistema (1} en t&rminos dq {18).
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TEOREMA. El sistema (1) con la observacifn (15) es total
mente observable sobre [t _,t;] siy solo si la matriz

M(to,tl) es invertible.

DEMOSTRACION. Supongamos que el sistema es totalmente -

observable. En virtud de la f6rmula de Cauchy la obser-
vacibén de la trayectoria correspondiente al estado ini -

‘cial xO, con control u = 0, es la funciédn

ys Etortl] -+ IRk ’

definida como sigue

i

yit): = € ¢(t,t 0% (t e [t .t;]).

Tomando en consideracifn esto, obtenemos

t1 .
J i (t,to) C
t

o]

T

ff

M(to,tl)xo C ¢(t.to)dt X, =

t
1 o
J o" (e, < yiorae (19)

t
c

]

Supongamos M(to,tl) x, = 0 . Entonces

‘1 T T
0 = < M(t_,t;) x_,x > = [ <UL, ) Cy(t),x > dt=

Yo

’
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1
. J <y(t), Colt,t)x, > dt = j < yle), y(e) > at
t ot

Tuego y(t ) = 0 \(/ te [to,tlj . Pero como la condicibn ini~

ciabe ,  gqueda univocamente determinada por la chservacifn,

debe ser X, = g. Luego M(to,tl) no es singular.

81 M(t_,ty) es una matriz invertible, entonces la ecua -
cibn (19) se resuelve univocamente respecto de la observa

cibn g,finalmente X, viene dado por la fSrmula

1

oo

- T T
X, 0= M(to'tl) ¢ (t,to) C” y(t)dat .

t
(9]

Ahora, consideremos un sistema autfSnomo con una observa -

cifdn autdnoma, es decir,

5.
W

Ax + Bu
(20)

"
n
O
>

PROPOSICION. Si el sistema (2) ez totalmente observable

sobre [O,tlj, entonces es totalmente observable sobre

el intervalo [t_,t +t;] para cada tj .

DEMOSTRACION. Si el sistema es totalmente observable so-

bre [b,tlj, entonces segln el teorema anterior la matriz

I
M(0,t,) = j et T ¢ T gt (21)




es invertible. Sea t_ € IR un ntmero cualquiera. Tfans

formando la integral mediante
= r
xe =t +t (te [0,t,])

se obtiene

t 7 sty o
ufo,t,] = J GRS S J A O
o
t
[s]

!

M(to,tO + tl}

t) T A

o ¢ Ce

Luego, la matriz M(to,to + tl) también es invertible.

Consideremos nuevamente la matriz M(O,tl),

la integral (21) mediante

rio=ty -t (te [0,t,])

se obtiene

rtl

M(Q,tl) =

T
A (tl-—x) c

(=t ) o)

Tansformando

C

T
A (57N

Tomando en cuenta esta filtima integral se ve que ella

queda definida por la matriz W(O,tl) correspondiente

sistema

dax.

al

(22)
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Luego se tiene el siguiente:

TEOREMA. El sistema (20) es totalmente observable sobre
[0, t;] siy solo si el sistema (22) es totalmente con
trolable a cero sobre [p,tl], por lo tanto, si y solo

si, la siguiente condicifn de Kalman tiene lugar

n-1 '
rango (c¥, a%ct,..., ") c%) =n. (23)

OBSERVACIONES :

1.- La condicibn 23 no depende del nfimero ty+r luego, si
la condicibn (23) de Kalman esti satisfecha, el sis-
tema (20) es totalmente observable para todo ty > 0
sobre el intefvalo [0, tij ..En este caso diremos

que el sistema es totalmente observable.

Ahora definamos el sistema conjugado del sistema(20)

de la siguiente maners

-

y = - ATy - CTV
(24)

T
x =By.

‘Seglin las condiciones de Kalman el sistema (20} es
totalmente controlable al cero, si y solo si, el zig
tema conjugado (24) es totalmente obserbable. Adem8s
el sistema (20) es totalmente observable si y solo si
el sistema conjugado (24) es totalmente controlable

al cero.



