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INTRODUCCIOMN

El presente trabajo persigue dos objetivos fundamentales:
Primero, dar una demostracidn bastante detallada del Teorema del
Isomorfismo de Swan. Segundo, dar una demostracidn de la functo-—
rialidad de este isomorfismo, la cual no se encuentra o no se men-
ciona en la bibliografia actual que trata del tema.

Por comodidad este trabajo se ha dividido en dos capitu-
los, el primero de los cuales estd dedicado exclusivamente a recor
dar ciertos hechos de la Topologia General y del Algebra, asi como
introducir ciertos formalismos y notaciones que serdn utilizados -
repetidas veces en el segundo capitulo. En este segundo capitulo
se enuncian y se demuestran los teoremas mis importantes de este
trabajo tratando de llenar al md&ximo los detalles.

Agradezco a la Srta. Carmen I. Ochoa Torres el trabajo -

de mecanografiado.
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CAPITULO 1

PARTICIONES DE LA UNIDAD EN ESPACIOS NORMALES

01

'1.

1.
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Definicidn: Un espacio topoldgico Hausdorff X se dice

normal si dados dos cerrados disjuntos A y B de X exis-
ten vecindades U y V en X disjuntos tales que UDDA y
vV 2O B.

El lema de Urysohn asegura que: si X es un espacio nor-
mal y si A y B son cerrados disjuntos de X entonces exis
te una funcidn continua a : X -+ [0,1] tal que

‘a(A) =0 y a(B) = 1.

En el Capitulo 2 usaremos varias veges el siguiente he-

cho.

Proposicidn: Sea X un espacio normal y sea U un abjerto
de X. Dado x € U existen abiertos V y W en X tales que

X € VC—V' WG We Uy existe una funcidn continua
a : X - [0,1] tal Qque a= 0 en Vy o= 1 fuera de W.

DEMOSTRACION: Pongamos A = {x}, B = complemento de U

en X, por el lema de Urysohn existe B : X - [0,1] conti
nua tal que B(x) = 0 y BIB = 1. Luego 3-1[0,1)62 U; -

pues si y € 8—1 [0,1) entonces B(y) <1 o seay ¢ B, -
de donde y ¢ U.

Tomamos V = 8'1[0,1/3), W= B_1c0,2/3) y a=8 3 lo cual
termina la prueba.

Definiciones:
a) Un cubrimiento {Ui} je7 de un espacio topolbgico X

se dice localmente finito si dado x ¢ X existe una -
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vecindad U de x que intersecta sb6lo un nimero finito

de los Ui’

b) Sea ¥ : X * R una funcidn continua no negativa
(p (x) > 0), el soporte de ¥ (sop ¥) es la clausura -

del conjunto de aquellos x € X tales que Y(x) > 0.
¢) Una particidn de la unidad (de un espacio topoldgico

X) es una coleccidn {wa} de funciones continuas no
negativas tales que {Sop y,} es un cubrimiento lo-

calmente finito de X y L ¢ (x) = 1 (la suma es fini
a
ta para cada x, pues {Sop ¥,} es localmente finito).

1.1.4 Proposicién: Sea X un espacio normal y sea {U,} un cu-

brimiento abierto y localmente finito de X. Entonces -
existe una particidn de la unidad {y,} tal que

sSOp waCfUa. Una tal particibén se dice subordinada al

cubrimiento iga}.

DEMOSTRACION: (de 1.1.4). Mostraremos primero que exis

te un cubrimiento abierto {V } de X tal que v, & U, -
para cada o. Podemos asumir que {Ua} estd indiciado -

por un conjunto de ordinales (por el teorema del buen -
ordenamiento). Supongamos definidos los Va para todo

@ < B y supongamos que {Vala < B}LJ{Ua, o > Bl cubren X.

Sea A(B) = X - (( Y Va) U ¢ \J U )). Entonces

a<B

A(B) UB y A(B) yth = X - UB son cerrados disjuntos;
B

como X es normal existen abiertos disjuntos VB y OB
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C

8 respectivamente, es claro que

conteniendo A(B) y U

VB -~ UB lo cual termina la construccidn de los Va.

Sea gy ¢ X » R una funcidn no negativa tal que ga= 0 -
fuera de UB vy g, > 0 en V& (posible por la normalidad

de X). Definamos y (x) = g (x)/ ¢ g (x); la suma del
%5 0o a “a

[y

denominador es finita y continua en x por que {U } es
a

localmente finito y sop waﬁ)v&.

Terminaremos este seccidn recordando que todo espacio -

compacto es normal.

§ 2. MODULOS PROYECTIVOS

1.2.1 Definicién: Sea A un anillo unitario. Un A-mddulo P

se dice proyectivo si dado un diagrama

cC - B— 0

. | £
p

donde la linea horizontal es exacta (es decir, o es solre)
existe un A-homomorfismo g : P * C tal quea o g = f.

Recordemos que dado un A-mdédulo M cualquiera, entonces -

existe un A-mddulo libre L y una sucesidn exacta

a
L * M ?* 0 (es decir, @ es sobre).

1.2.2 Un A-mbédulo P es proyectivo si y sblo si P es sumando di
recto de algin A-mddulo libre L.
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! fl: Sea P proyectivo, existe una sucesidn -

o
exacta L -+ P -+ 0. Consideremos el diagrama

a
L -+

id (idp = identidad de P).

@ ‘g —2»

entonces existe P+ L tal que o 0 g = idP, en conse-

cuencia P ® Ker @ 2 L (pues dado x € L se tiene que
y = x - go(x)e Ker 0, o0 sea, x = y + gd(x) y la descom-

posicidn es f{nica).

Reciprocamente, sea P un sumando directo de un mddulo 1i
bre L y sean 7: L » P, i : P » L la proyeccidn y la in-

clusidn canénica respectivamente. Entonces m o i = idP.

Consideremos el diagrama
a
C + B > 0
+ f

L - P
m
con o es epimorfismo. Ya que todo mddulo libre es pro-
yectivo, existe go * F » C tal que og, = f oTm, Sea
g = 851 entonces ag = Qg i = fomTmo1is= foldM = f.

Lo cual prueba que P es proyectivo.

Proposicidén: Si P,, P, son A-médulos proyectivos enton-

ces P = P, 8 P, también es proyectivo. (El1 reciproco -

también vale y en ambas implicaciones se pueden usar su-

mas infinitas).



