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INTRODUCCION:

E1 objeto de estas notas es dar condiciones suficientes para
que un homeomorfismo local f:P - Q, entre dos espacios métri
cos, sea un homeomorfismo. Las hipOtesis serdn de tipo =~
"Lipschitziano"; en ese sentido introducimos la nocidon de ho-

motopias Lipschitz y levantamiento de homotopias lipschitz.

Notaciones: Sean X, Y espacios métricos; una aplicacidn -

f:X > Y se dice lipschitz si existe una constante 1 > 0 tal

que d(f(xl), f(xz)) < M d(xl,xz) para todo X1» Xp € X. La

constante M es l1lamada una constante de Lipschitz para f y -
la menor de tales constantes (que siempre existe) es denotada

por ||fl].

Definicidn: Una aplicacidén continua f:X + Y (entre espacios

métricos) se dird localmente invertible Lipschitz; abreviado

L.I.L.; si

a) f es un homeomorfismo local.

b) Existe una constante m > 0 tal que para todo x € X exis
te r(x) > 0 verificdndose que
d(f(xl), f(x2)) >m d(xl,xz) para todo>ﬁ,xze B(x, r(x))
donde B{x,r) = {x'" € X : d(x,x') < r }.

En todo 10 que sigue P y Q denotardn espacios métricos y -

f:P > Q serd una apiicacidén L.I.L. La letra m > 0 denotard

una constante verificando b) de la definicidn 2).

Proposicién: Sea J C R un intervalo y sca a: J =+ P continua

tal que B = foa es lipschitz, entonces o es lipschitz vy
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mfall < |{8}].

DEMOSTRACION: Sean s, te J con s < t, ya que a([s,t]) es

compacto existe r = r(s,t) > 0 tal que para todo pea ([s,t])

se tiene d(f(py), flpy)) 2 m dlpys py) si pypy € Blpor). -

Por otra parte podemos tomar una particidn s.=s Sy <evs <S5, = t

del intervalo [s,t] de modo que d(a(si), a(si_l)) <r si

.

1 <1i<n. De aqui:

[l b}

n
da(s),a(t)) <z d(a(si)’a(s‘i-l)) _<_ﬁ11'

I kA d(B(s;)s Bls;_4)) <

n
iM%LL Lo(sy-s5.q) = U%U- (t -s).

i=1 -
1o cual termina la demostracidn.

Proposicidn: (Primer teorema de Levantamiento). Sea

B : [0,1] - Q wuna aplicacidn Lipschitz tal que g(0)=f(po)

para algin p,e P. Si P es completc entonces exista una dni

ca aplicacién continua a : [0,1] » P tal que of(0)= po ¥
fo o= B

DEMOSTRACION: Unicidad. Consecuencia dirccta del hecho que f

es un homeomorfismo local y la conexidad de [0,1].

Existencia; Ya que f es un homeomorfismo local existe un

intervalo J € [0,1] conteniendo t = 0 y existe una aplica
cién continua o : J + P tal que a(0) =p, y fla(t)) =

= g(t) para todo t g J. De la proposicion 3 y la comple-
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titud de P se sigue que o admite una(lnica) prolongacidn con
tinua o : J+» P (J = clausura de J) y el resultado se sigue
rdpidamente aplicando el Lema de Zorn. Esto termina la demos

tracion.

Definicidn: Diremos que un espacio métrico X es L-conexc si

para todo Xo, x; € X existe a : [0,1] » X Tipschitz tal -
que Q(O) = Xoo Ot(l) = Xl. .

Corolario: Si P es completo y Q es L-conexc entonces f es
sobreyectiva,

DEMOSTRACION: Trivial.

Notaciones: Sea K un espacio topoldgico compacto y sea X un

espacio métrico, entonces C(K,X) denotari el espacio de las
funciones continuas de K en X provisto de la métrica unifor-

me (d(al, az) = Sup {d(al(x),az(x)) : x e K }JH,GZE C(K,X)), -

1

C(S*,X) denatard el subespacio (cerrado) de C{([0,1], X) for

mado por aquellos elementos a tales que af(9) = af(l). HNo-

te que X se identifica de manera natural al subespacio de -
C(Sl,X) formado por las aplicaciones constantes.

Proposici6n: Sea K un espacio topolbégico compacto y defina

mos f, : C(K,P) = C(K,Q) por f,(a) = f, a. Entonces

fe es L.I.L.

DEMOSTRACION: Es fdcil verificar que f, es continua, Sea

ao € C(K,P); ya que K es compacto existe r = r(a) > 0 tal



que para todo x e K d(f(py), f(p,)) > m d(py,pp) si

P1» Pp € Blao{x), r). De aqui se sigue fadcilmente que
d(f*(al), f*(a«z)) 2 m d(ala 0.2) si 0,19 (!.2 € B(G.o, Y') (1)
1o cual prueba 1a parte b) de la definicidn 2).

Por otro lado, f es homeomorfismo local y por tanto, para to
do x ¢ K existe #€(x), 0 < 2(x) < r/2 tal que f apli-

ca homeomorficamente U, = B(ao(x), g(x)) sobre un abierto -

Vx de Q. Denotemos por fX : Ux -+ Vx el homeomorfismo obteni

do de f por restriccidén y escojamos X15 ==+ 5 X € K de mo
do que {U; = Blao(x;), £(x4)/2) 1 < i < n} sea un cubri-

miento de ao.(K). Pongamos Uy = U, » v, = v , f,=f ,
X501 Xy i

Wy = ao'l(U;). 1 <is<n. (Claramente {W, | 1<i<n} es un

cubrimiento de K).

Definamos
U= {ae C(K,P) | al¥;) €U,, i=1,...,n}
v = {B ¢ C(KSQ) (T/‘I.I) S_:V]-s i= 1, ..., n }

entonces U, ¥ son abiertos de C(K,P) y C(K,Q) respectiva
mente; a0 e U y folao) € V. Para terminar 1la demostra-
cidén probaremos que f, aplica U homeomorficamente sobre

V.

Sea B e V y sea x € Wifﬂ Wj, entonces ao.(x) € U [\Uj. Pon

gamos p, = f}l(s(x)) € Ui’ P, = fgl(s(x)) € Uj, entonces -
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5

flpy) = flpy)s <oy, aolx)) < dlpysanlxy)) + dlaclxy)s aolx))<
< 2lx;) + €(xy) <ry dlp,ys ao(x)) < r. De aqui
0 = d(f(py)s fp,)) > m d(py.p,y), To cual dice que py = p,.

En consecuencia la aplicacidn o : K » P definida por
a{x) = fgl(s(x)) si X ¢ W} estd bien Jdefinida, es continua

y satisface f, (o) = Bg. Ademds si x ¢ Wi entonces B(x) ¢ v,

y por tanto a(x) ¢ U, lo cual dice que ¢ ¢ U. Hemos pro-—

bado entonces que v ¢ f,(u); pero es trivial verificar que

f.(U) € v de modo que f, aplica u sobre v

Finalmente si a € U y x e W, entonces d(a(x), aolx)) <

i d(a(x). ao(xi)) + d(uo(xi)9 uo(x) < r; 1¢ cual dice que

U € B(oo,r) y el rosultado se sigue fdcilmente de (1). Esto

termina la demostracidn.

Definicidn: Sea K un espacio topoldgico compacto. Diremos -

que H : K x [0,1] » X (X espacio métricc) es una homotopia -
lTipschitz si H es coentinua y existe una constante ¥ > 0 tal
que d(H(x,t), H(x,s)) < M [ t - s] para todo x ¢ K, para -
todo s,t ¢ [0,I]. Esto equivale a decir que la aplicacidn

[0,1] » C(K,X), t - H(.,t) es lipschitz.

Corolario: (Segundoc Teorema de Levantamientc)., Sea K un -

espacio topoldégico compacto y H : K x [0,1] > Q una homotopia
lipschitz tal que H(x,0) = f(o(x)) para alguna o € C(K,P).

Si P es completo entonces existe una Gnica homotopia lipschitz
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G : Kx [0,1] »P tal que G{(x,0) = a(x) (x e K) y fo G = H.

DEMOSTRACION: Consecuencia directa de 10),9) y 4).

Teorcecma: Si P es arco-conexo completo y si C(Sl,Q) es L-co-

nexo entonces f es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: Ya que f ¢s homeomorfismo local bastard pro-

bar que f es biyectiva. Ahora, Q es L-conaxo por ser C(SI,Q)
L-conexo y en consecuencia f es sobreyectiva. Sean PosPy € P

tales que f(po) = f(pl) y sea a : [0,1] - P tal que a(0)=po,

a(l) = py» definamos B, By (0,17 » Q@ »por Bo(t)=f(a.(t)),

1

By(t) = f(pl) para todo t e€[0,1]. VYa que C(S",Q) es L-conexo

existe una nomotopia lipschitz H : |0,i] x |0,1| - Q tal -
que H(t,i) = Bi(t)’ 0 <t <1, i=20,1; H(O,t) = H(1,t) -

0 <t < 1. Por 10) existe una homotopia lipschitz

G : [0,1] x [0,1] » P tal que G(t,0) = as(t), 0 <t <1 y
fo G =H. Ya que H(t,1) es constante y f es homeomorfis
mo local se sigue gque G(t,1) es constante; en particular

G(0,1) = G(1,1). Pongamos
J = {t e |0,1]: 6(0,t) = G(1,t)}

entonces J es cerradsc y no vacio. Ademds J es abierto en
[0,1] por ser f homeomorfismo local y por que f G(O,t) =

= f 6(1,t) (0 <t <1); de aqui J = [0,1] y en consecuencia
Po = G(0,0) = G(1,0) = P 1o cual termina la demostracidn.

Corolario: Sean F,G espacios de Banach y sea f : E» F -

K

una aplicacibén de clase C (K > 1) tal que 1a diferencial



Dflp (de f en p € E) es no singular para todo p e E. Si -
existe m > 0 tal gue ||(Df|p)'1 |l<m para todo p etk

entonces f es un difeomorfismog de clase CK.

DEMOSTRACION: Consecuencia directa de 11); por que E es -

arco-conexo completo y C(SEF) es L-conexo.

13) NOTA: La definicidn 3) puede ser generalizada como sigue: -

Se dice que X es L-conexo por trozes si para todo XosXy € X

existe o : [0,1] - X continua tal que: (i) «a(0) Xos

a(l) X1 (ii) Existe una particidon t,=0 < ty <. <

<t =1 de [0,1] tal que la restriccidén de o a

[tij.1» t;1 es lipschitz 1 < i < n. Entonces los resulta—

dos de 6) y 11) permanecen validos.
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