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Resumen

En esta nota daremos un breve resumen de algunas propiedades geométricas
de los espacios de Banach.

Iniciaremos este trabajo dando a conocer la notacién que usaremos.

Por (E, || - ||) denotamos un espacio de Banach, por Sg = {z € E | ||lz|| = 1}
y Bg = {z € E | ||z|| £ 1} denotamos la esfera unitaria y la bola unitaria de
E, respectivamente.

En el afio de 1936, J. A. Clarkson [1] introdujo la nocién de espacio Unifor-
memente Convexo en la forma siguiente,

Definicidon 1 Un espacio de Banach (E,|| - ||) se dice Uniformemente Con-
vezo,((UR), Uniformemente Rotundo), si para cada ¢, 0 < ¢ < 2, eziste un
8(€) > 0 tal que las condiciones

2,y €Sp,llz—yl|>¢  implican ||z—32L-ﬂ|| <1-5(e).
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Esta propiedad puede ser expresada en términos geométricos como sigue: el
punto medio de una cuerda variable de la esfera unitaria del espacio no puede
aproximarse a la superficie de la esfera a menos que la longitud de la cuerda
tienda a cero.

Clarkson, ademds de dar la definicién de espacio (U R) mostré que todo espa-
cio (UR) satisface la propiedad de Radon - Nikodym, estableci6 las famosas
desigualdades de Clarkson para probar que los espacios L? y £,, 1 < p < 00
, son (UR), observé que el espacio ¢, satisface la propiedad de Radon * Ni-
kodym.

Los espacios de Banach Uniformemente Convexo han sido ampliamente estu-
diados y por tanto existe una gran cantidad de caracterizaciones de los es-
pacios (UR), ver [4], [8], [20]. Asi,tenemos que los espacios (UR) pueden ser
caracterizados en términos secuenciales:

Un espacio de Banach (E,|| -||) es un espacio (UR) si y sélo si,
para todas las sucesiones (2,), (yn) C SE ¥y liMuooo ||Tn+yn] =
2  entonces limp_ ||zn — ya)| = 0.

Otra forma de caracterizar los espacios (UR) es usando el médulo de Con-
vexidad Uniforme Definido por M. M. Day [2] en 1944.

Este mddulo de convexidad surge al considerar en la definicién de espacio
(UR) el mejor § para cada ¢ > 0 dado.

Definicién 2 Se define el modulo de Convezridad Uniforme de un espacio de
Banach (E,|| - ||) a la funcidn, 6 : [0,2] — [0,1] dada por

Sg(€) =inf{1 —-“i;-—y” : 2,y € Sg, ||z -yl Zs}.

Con ésta definicién tenemos que,

un espacio de Banach (E,|| - ||) es (UR) si y sélo si, ég(E) > 0,
para todo 0 < ¢ < 2.

La siguiente nocién, los espacios de Banach estrictamente convexos y su refe-
rencia mas antigua se encuentra en el trabajo de Clarkson [1], quién mostré
que todo espacio de Banach Separable admite una norma equivalente estric-
tamente convexa y que ésta propiedad no implica la propiedad de Radon -
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Nikodym; ain cuando V. I. Istratesco [8], sefiala que los espacios estricta-
mente Convexos fuerén definidos independientemente por Clarkson y M. G.
Krein.

Ahora, pasamos a definir los espacios estrictamente Convexos.

Definicién 3 Un espacio de Banach (E,|| - ||) se dice que es estrictamente
Convezo ((R), Rotundo), si para todo, z,y € Sg y ||z + y|| = 2 entonces
z=y.

En forma geométrica, ésta definicién nos dice que la esfera unitaria del espacio
no tiene segmentos lineales.

Los espacios estrictamente Convexos los podemos caracterizar usando el
modulo de Convexidad Uniforme como sigue,

Un espacio de Banach (E, || - ||) es (R), si y sélo si 6g(2) = 1.
La relacién existente entre los espacios (UR) y los espacios (R) esta dada por
(UR) = (R).

A continuacién pasamos a dar algunos ejemplos, de espacios de Banach que
satisfacen las dos propiedades definidas anteriormente.

Ejemplo 1:

o (IR",||-]|2), donde ||||2 denota la norma euclidiana, es un espacio (UR)
y por tanto tambien es (R).

o (B - |l), donde |lz|: = Xi;lzil y =z = (21,...,24) € R
(R™, || - ||l1) no es (R) y asi tampoco es (UR).
Ejemplo 2:

Los espacios (£, ] - J|»), 1 < p < oo definidos por,

b= S ek <o} v lisly= (3 |z,,|")l/p.

n=1
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Se tiene que para 1 < p < o (4,,]| : ||,) es un espacio de Banach (UR) y
por ende (R). Si p = 1, entonces ({4, ]| - ||1) es un espacio de Banach que
no es Estrictamente Convexo, pero como (41, || - ||1) es un espacio de Banach
separable usando el teorema 9 del trabajo de Clarkson [1] se tiene que existe
una norma equivalente || - || a || - ||1 tal que (¢4, || - ||) es un espacio de Banach
Estritacmente Convexo. Finalmente, si p = oo, entonces (£, || - ||co) €s un
espacio de Banach que no es (R).

.

El siguiente ejemplo nos muestra que existen espacios de Banach (R) que
no son (UR). Con este fin debemos recordar que Milman y Petit, en forma
independiente mostrarén que si E es (UR) entonces E es un espacio reflexivo,
ver [4].

Ejemplo 3:

Eziste un espacio de Banach Estrictamente Convezo que no es Uniforme-
mente Convezo.

Con éste fin consideremos el ejemplo construido por J. Lindenstrauss - L.
Tzafriri [9).

Sea (C[O,l], " . ”oo)a donde
Iflleo = max {|f(¢)|},

teo,1]

y consideremos la norma || - || sobre Cyp ;) definida por

IFl= Wflloo + Ifll25 f € Cronps

donde .
£l = [ 1 (2)PPae.

Entonces, || || es una norma equivalente a || - || en Cjo,1). No es dificil probar
que (Clo,1); || - ||) es un espacio Estrictamente Convexo pero no es (U R), puesto
que (Coay, || - ||) no es un espacio reflexivo , asi

(R) #= (UR).

Ahora, vamos a dar algunas generalizaciones de los espacios (UR).



En 1955, aparecen dos generalizaciones de los espacios (UR), una de ellas es
de caricter local, los espacios Localmente Uniformemente Convexos introdu-

cidos por A.R. Lovaglia [10], y la otra generalizacién es de caricter uniforme,
los espacios kR definidos por K. Fan - I. Glicksbery [6].

Definicién 4 Un espacio de Banach (E, || - ||) se dice Localmente Uniforme-

mente Convezo, si dados z € Sg y € > 0 existe un §(e,z) > 0 tal que para

todo .
YESEy|lz—y|l =€ entonces || || < 1-6(e, z).

Geométricamente, esta nocién difiere de los espacios (UR) en que se requiere
que uno de los puntos finales de la cuerda variable permanezca fijo. Es claro
que

(UR) = (LUR) = (R).

Los espacios (LU R) pueden ser caracterizados en términos secuenciales:

Un espacio de Banach (E,|| - ||) se dice que es (LUR), si y sdlo
si para todo z € Sg y (z,) C Sk tales que

lim ||z, + z|| = 2 entonces lim ||z, — z|| = 0.
n—oo n=+00

Los espacios (LU R) también pueden ser caracterizados usando el médulo de
convexidad local dado por,

Definicién 5 Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y ¢ € Sg. El mddulo de
convezidad local en z de E es la funcidn ég(e,z) : [0,2] — [0,1] dada por

0e(e,z) = inf{1 — || ” y € Sg, ||z —y|| > €}

Ahora tenemos que,

un espacio de Banach (E,||-||) es (LUR) si y sdlo sibg(e,z) > 0
para todox € Sg y0 <e <2.

Ahora pasamos a dar algunos ejemplos.

Ejemplo 4:



Existe un espacio de Banach (R) que no es (LUR).
Consideremos el ejemplo dado por A. R. Lovaglia [10]. Sea nuevamente el

espacio (Cga), || - || ). Sea (t,) una sucesién densa en [0, 1} que no incluye el
cero.
Se define una norma ||| - ||| equivalente a || - ||c en Co,j por,
2, o L 2 i
"Ifl" = I fllo + 2;1 '2_2‘;|f(tn)| para toda f € C[O,l]- R

Clarkson [1] mostré que (Clo,11s Il - Il) es un espacio (R) y Lovaglia probé que
tal espacio no es (LUR). Asi, tenemos que

(R) 7= (LUR).

Definicion 6 Sea k > 2 un entero. Un espacio de Banach (E, || - ||) se dice
que es kR (Fully Convezo) si para cualquier sucesion (z,) C Bg tal que

im |lzp, + - 4+ 2o )=k

ny Nk —00

entonces (z,) es una sucesion de Cauchy en E.

Esta definicién extiende la nocién introducida en 1939 por V. L. Smulyan,
los espacios 2R.

Miés tarde, en 1991 Bor - Luh Lin - Wenyao Zhany [11] generalizarén la
definicién anterior e introdujerén los espacios wR como sigue,

Definicién 7 Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach. Se dice que E es un
espacio wR si para cualquier sucesion (z,) C Bg tal que

im |en, + -+ zo, || = k, para todo k € IN

ny - Ng—+00

entonces (z,) es convergente en E.

El siguiente resultado nos muestra la relacion existente entre las distintas
propiedades geométricas de los espacios de Banach:



(UR)=2R=...=kR=(k+1)R= ... =2 wR = reflexividad
Y
(R)

Ejemplo 8:
Existe un espacio de Banach (R) que no es wR.
Con este fin usaremos el ejemplo 3. .

Recordemos que (Cio,}, || - ||) es un espacio Estrictamente Convexo donde
|| || es una norma equivalente a || - ||, pero no es reflexivo y por lo tanto
(Coap | - |I) no es un espacio (wR). Asi,

(R) #= (wR).

Ejemplo 9:

Existe un espacio de Banach (wR) que no es (UR).

Consideremos el ejemplo dado por T. Polak - B. Sins [16], que es una modi-
ficacién a un ejemplo de M. A. Smith [18].

Sea (£3,|| - |l2), para un z = (z,2%,...,) € £ sea Pz = (0,2%,23,...) y se
define en {; la siguiente norma,

llle = 12| + || Pzl

que satisface,
lzll2 < llzl|lF < 2|zl

y por ende ||z||F es una norma equivalente a || - ||2 en £3.
Ahora, sea T : {3 — £, una aplicacion lineal continua definida por

ree (02,5, 5, ).

,?,?,..._T-l—,---
Para cada z € ¢, se define la siguiente norma,
1/2
lzlla = (llzllF + ITzI13)

que es equivalente a || - ||; en 4,.



No es dificil mostrar que el espacio (€3, || - ||4) no es (UR), pero en [19] se
mostré que (£2,]| - ||4) es un espacio (2R) y por tanto es un espacio (wR).

Asi, tenemos que
(wR) = (UR).

En 1988, Nan - Chao Xun y Wan - Jian - Hun [14] localizan los espacios kR
e introducen los espacios LkR pero Bur - Luhlin y W. Zhang [11] generalizan
esta nocién y definen los espacios (LwR).

.

Definicién 8 Sea k > 1 un entero. Un espacio de Banach (E,||-||) se dice
que es un espacio LkR si para todo z € Sg y cada sucesion (z,) C Bg tal
que

im lz+z, +--+z,ll=k+1

Ny Nk ~+00

entonces x,, — T.

Observese que si k = 1, entonces F es un espacio L1R si y sélo si para cada
z € Sg y toda sucesién (z,) C Bg tal que lim,— ||z + z,|| = 2 entonces
lim, . J|zn — z|| = 0. Por lo tanto tenemos que

L1R coincide con LUR.

Definiciéon 9 Sea (E,| -||) un espacio de Banach. Se dice que E es un
espacio LwR si para cualquier sucesion (z,) C Bg y todo € Sg tales que

lim |z4+zn, +- -+ 2] =k+1 paratodok € IN

N1 N —+00

entonces lim, . ||z, — z|| = 0.

Ahora tenemos la siguiente relacién

LUR& LIR= L2R= --- = LkR= L(k+1)R=--- = LwR \

f fr f il f R
UR= 2R=---= kR= (k+1)R=---=wR /



Ejemplo 10:
Existe un espacio de Banach (LwR) que no es (LUR). En el ejemplo 9, vimos

que (€3, |- ||4) es un espacio (wR) y por tanto LwR, pero no es dificil mostrar
que (£2,] - ||4) es un espacio no LUR, por tanto
(LwR) = LUR

Ejemplo 11:
Existe un espacio de Banach LwR que no es wR.

Consideremos el ejemplo dado por M. A. Smith [18]. Sea (4,]| - ||4). Para
z = (2?) € {3, se define la siguiente norma,

2]l = max ¢ sup (|2°] +1271) , =l
$,,
i
la cual satisface la siguiente condicién

lzllz < ll=]l < 2li=ll2

por tanto || - || es una norma equivalente a || - ||; en ¢;.
Para k > 1 entero, sea Ri(z) = 32, z*ex, donde {ex} denota la base usual
de 132.

Ahora, definimos en ¢; la siguiente norma,
"
Mzllar = 327" || Rezlly
k=1

Il - lll es una norma equivalente a || - ||; en £,.
Finalmente, para £ = (z7) en £, se define la siguiente norma || - ||»r equivalente
a |- ll2 en &,

1/2
lzllar = (Nlzll® + J*())
donde -
Jz) =Y 277|272

Smith [18] mostré que el espacio (€2, || - ||a) es un espacio (LUR) y por tanto
(€2, ]| - llm) es un espacio LwR, por otra parte Smith probé que el espacio
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(£2,]| - |la) no es (2R) y en forma similar se puede mostrar que no es un

espacio (wR), por tanto,
(LwR) # (wR).

En el aiio de 1967, L. P. Vlasov [22] introduce los espacios (C LU R) que evi-
dentemente generalizan los espacios (LU R), pero en el afio 1975, B. B. Panda
- O. P. Kapoor [15] de manera independiente definen y estudian los espacios
que poseen la propiedad (M) y estas dos propiedades son coincidentes.

Definicién 10 Un espacio de Banach (E,|| - ||) se dice que posee la propie-
dad (M) (6 CLUR) si para todo z € Sg y (x.) C Bg tales que lim,_,o ||zn +
z|| = 2 entonces (x,) es compacto en Bg.

En [15] se observa que
(LUR) <= (R) + Propiedad (M).

El autor en [12] ‘generaliza la propiedad (M) e introduce los espacios de
Banach que tienen la propiedad (k — M).

Definicién 11 Sea k£ > 1 un entero. Decimos que el espacio de Banach
(E,)| - ||) satisfave la propiedad (k — M) si para todo x € Sg y (z,) C Bg
tal que

Iim  |&p, + - +za[=k+1

Ny Ng=~+00

entonces (z,) es compacto en Bg.

Observese, que si k¥ = 1 entonces un espacio de Banach (E, || - ||) posee la
propiedad (1 — M), si para todo = € Sg y cada sucesién (z,) C Bg tal que
lim,— ||zn + z|| = 2, entonces (z,) es compacto en Bg. Por tanto,

Propiedad (M) <= Propiedad (1 — M),
y ademas,

Para k > 1, LkR <= (R) + Propiedad (k — M).
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Recientemente, el autor en [13] generaliza la propiedad (k — M) e introduce
la propiedad (wM)

Definicion 12 Un espacio de Banach (E, || - ||) se dice que satisface la pro-
piedad (WM) si para todo = € Sg y cada sucesidn (z,) C Bg tal que

k
lim |lz+ Y zul|=k+1, paratodo k € N

ny Nk —00 .
=1

entonces (x,) es compacto en Bg.

Propiedad (M) « Propiedad (1 — M) = ... = Propiedad (k — M)

Y
Propiedad (wM) < ... < Propiedad ((k + 1)M)

Ademas,

LwR <= (R)+ Propiedad (wM).

Nota final:

Este trabajo fué preparado durante mi estadia en el irea de Postgrado -
Universidad de Carabobo - Con el fin de dictar una charla sobre algunas pro-
piedades geométricas de los espacios de Banach, a profesores y estudiantes de
la licenciatura en educaciéon mencién matematicas de la Facultad de Ciencias
de la Educacién, (FACE) de la Universidad de Carabobo.

Muchas gracias a todas aquellas personas que de una u otra forma colabo-
rar6n por hacer plancenteroa mi estudio en la U.C.
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