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INTRODUCCION

Sea R un anillo conmutativo con identidad con anillo total .
de fraciones‘T(R). Un elemento no nilo de R es un elemento regular
si no es divisor de cero ybun ideal de R es regular si contiene un
elemento regular. Un anillo R es un anillo Priifer si todo ideal
regular finitamente geherado es jinvertible. Un anillo R es un
anillo de Marot o anillo con la propiedad (P) si cada ideal
regular de R es generado por elemento regulares. Estos anillos
tienen propiedades muy similares a los dominios y su clase es
suficiente amplia pues incluye a los anillos Noetherianos, anillos
con pocos divisores de cero y a los anillos aditivamente regula-
res. Para un estudio particular de estos anillos ver Marot [18],
J. Huckaba [13] o R. Matsuda [19].

El objetivo de este trabajo es estudiar algunas generali-
zaciones de los anillos de valuacién y propiedades de los anillos
Prifer. Toda notacién no explicada se entiende que es la usada en
la literatura, en particular en los trabajos de R. Gilmer [8] y
M.D Larsen and P.J. McCarthy [16].

1.ANILIOS DE VALUACION

Un dominio de integridad R es de valuacién si para cada
par de ideales A y B de R, se verifica que A < B 6 B < A. En con-
secuencia, para un dominio de integridad D, las siguientes propo-
siciones son equivalentes: '



(1) D es un dominio de valuacién.

(2) Si a,b € D, entonces (a) ¢ (b) 6 (b) <€ (a).

(3) Si x es un elemento del cuerpo de fracciones K de D,
entonces x € D 6 x T € D. ’

La generalizacién de los dominios de valuacién a anillos
con divisores de cero ha sido hecha en diferentes direcciones de
forma tal que han aparecido nuevos anillos y conceptos.

Asi, si tomamos la misma definiciébn que en el caso de
dominios, obtenemos los llamados anillos de cadenas, esto es, R es
un anillo de cadena si para cada par de ideales A y B de R se
tiene A < B 6 B € A; 0 lo que es lo mismo, el conjunto de ideales
~de R estd linealmente ordenado por inclusién.

Sea S un anillo conmutativo y R un subanillo de S. P.
Samuel en [21] define las siguientes tres generalizaciones de los
dominios de valuacién:

(P Existe un ideal primo P de R tal que para todo anillo V,

1)
con R <€ V¢ S,R=#=V y todo ideal primo Q de V, se tiene
QnR=P.,

(Pz) El complemento S-R es multiplicativamente cerrado.

(Py) Si P ( X;, X,,

entonces P (sl,...,sr) = 0 para todo conjunto { SqrSosec-sS, }

.-+ X.) es un polinomio dominado sobre R,

de elementos de S-R, donde un polinomio dominado sobre R

es un polinomio de la forma

= (1) n(r) 3(1) s(r)
XorewosX) = X0 L00X + L ag X)' U Lux]

P (X r
S

1'

Donde ase R y (n(l1). n(2),..., n(r)) > (&6(1),....6(r)),
donde el orden estd dado por el orden del producto de r
copias de los numeros naturales.

Cuando S es un cuerpo, Samuel demuestra que (Pl), (Pz) \'4 (P3)
son equivalentes y R es un dominio de valuacién del cuerpo S. En
el caso general de S un anillo conmutativo, también se tiene que
(Pl) implica (Pz) y (P3); (P3) implica (Pz)' pero las otras posi-
bles implicaciones no son ciertas en general.

Manis{17] define a R como un anillo de valuacién si R



satisface (Pl). Nosotros estamos interesados en el caso en que S
es el anillo total de fracciones de R, y nos restringiremos en lo

que sigue a este caso.

Diremos que el anillo R es un anillo de valuacion de
Samuel o un anillo de S-valuacidén si T(R)-R es multiplicativamente
cerrado, donde T(R) es el anillo total de fracciones de R. Si R es
un anillo de S-valuacién entonces R es integramnete cerrado
en T(R) y si R es integramente cerrado entonces R es la
interseccién de todos los sobreanillos de S-valuacién de R.
PROPOSICION 1.1. Sea R un subanillo de R, tal que RyR es multipli-
cativamente cerrado y sea P= {x € R|sx € R, para algin s € R.- R }

1
Entonces P es un ideal primo de R.

DEMOSTRACION. Si x,y son elementos de P, entonces existen s y r en
Rl—R tal que sx € Ry ry € R. Ademas no podemos tener sy e« (Rl—R)
y rx € (Rl-R) porque entonces (sy) (rx) = (sx) (ry) e Ry Rl—R es
multiplicativamente cerrado en contradiccién con el hecho que (sXx)
(ry) € R. Por tanto debemos tener por ejemplo sy € Ry asi s(xty)
€ R, es decir, x+y € P. También si x €« Py z € R, entonces xz € P.
Por consiguiente P es un ideal de R. Para demostrar que P es un
ideal primo, sean x, y € R tal que xy € P, entonces existe s €
(Rl—P) tal que s(xy) € R. Si x ¢ P, entonces sx ¢ R, Yy 8X = r €
R.-R, y asi tenemos que y € P, puesto que ry = sXy € R. Esto de-

1
muestra que P es un ideal primo de R.

PROPOSICION 1.2. Sea R un subanillo de R, tal que R,

cativamente cerrado, entonces R es integramente cerrado en R

-R es multipli-
1°

DEMOSTRACION. Sea s un elemento de Rl—R que es integral sobre R,

por lo tanto s satisface una ecuacién

n n-1
s +a, .8 t...t a;s + a; = o .

con nz1lya € R.

0r @preees 8 4



Podemos elegir esta ecuacién de tal forma que n sea de menor grado

posible. Se tiene

Puesto que R,~- R es multiplicativamente cerrado, se tiene dque

1

sn~1 4 4 s"2 ...+ a. eR.
n-1 1

Pero esto contradice la minimalidad de n si n > 2. Si n =1, la
ecuaciébn anterior se reduce a s + a, = 0 es decir, s € R, una
contradiccién. Por lo tanto R es integramente cerrado.

A continuacién estudiaremos los anillos de valuacién de
'Manis. Para ello introduciremos algunos conceptos previos.

Si R es un anillo y A es un ideal de R, S un sobreanillo
de Ry Q un ideal de S, el par (S,Q) se dice que domina al par
(R, A) si Q nR = A.

Sea R un anillo con anillo total de fracciones T(R) y sea
P un ideal primo y regular de R. Decimos que (R, P) es un par de
valuacién si se satisfacen las siguientes condiciones equivalentes:

(1) Si (S,Q) domina a (R,P) donde S es un subanillo de T(R) y

Q es un ideal primo de S, entonces S = R.

(2) Existe una funcién sobreyectiva v de T(R) en un grupo
abeliano totalmente ordenado G a la que se le adjunta el
el simbolo «, tal que para todo x, y € T(R) se tiene:

(1) vV(xy) = v(x) + v(Y)
(i1) v(x+y) > min { v(x), v(y) )}
(iii) v (1) = 0, V(0) = w

{ x e T(R) | v(x) 20}y
{ x e T(R) | v(x) > 0 }.

Ademas, R
P

(3) Existe un cuerpo algebraicamente cerrado L y un homomor-
fismo de R en L que no puede ser extendido a ningun

sobreanillo de R.



Manis [17] demostré la equivalencia de (1) y (2) y Kelly y
Larsen [14] han demostrado la equivalencia de (3), (1) y (2). Por

lo tanto, tenemos la siguiente definicién.

DEFINICION 1.3. Si (R, P) es un par de valuacién o R es un anillo
total de cocientes, R es un anillo de valuacién o un anillo de

valuacion de Manis.

Entonces, si R es un anillo de valuacién existe una

valuacién v: T(R) » G v { » } tal que

R={xeT(R) | v(x) 20} yP={xeT(R) | v(x) >0 }.

Esta generalizacién de los dominios de valuacién mantiene
casi todas las propiedades que tenemos en el caso clasico. Por
ejemplo, si T(R) # R, entonces P es un ideal regular de R, pero en
general P no es maximal (ver Boisen y Larsen [2]). También es
oportuno mencionar que sobreanillos de anillos de valuacién no son
en general anillos de valuacién.(Ver Kelly and Larsen [14]). Si P
es un 1ideal primo de R, Griffin [10] define el anillo de

fracciones ampliado R con respecto a P como el siguiente anillo

[P]

Ripj

{ X € T(R) | xs € R para algin s € R-P }.

Noétese que si (R,P) es un par de valuacién, entonces, R = R.

[P]

También Griffin ([10], Lema 5) demuestra que la imagen en
Rp de cualquier par de ideales de R, uno de los cuales es regular,
estdn linealmente ordenados si y sélo si R[P] es un anillo de
valuacién.

Para un ideal A de R, la extensién de A a R[P]esté definida

como sigue:

[A] R[P] = {x € T(R)| xs € A para algun s € R-P}.

En el caso cléasico de dominios tenemos que todo dominio de

valuacién es un dominio de Prifer. Para anillos con divisores de



cero no tenemos este resultado. E1 siguiente teorema, debido a
Boisen and Larsen [2], caracteriza 1los anillos de valuacibn
Prifer.

TEOREMA 1.4. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(1) R es un anillo Priifer y (R,P) es un par de valuacién.
(2) R es un anillo Priifer con un unico ideal regular
maximal P.
(3) (R,P) es un par de valuacién, y P es el Unico ideal

regular maximal de R.

TEOREMA 1.5. Si R es un anillo de S~valuacién y Priifer, entonces R
es un anillo de valuacién.

DEMOSTRACIOR. Puesto que R es un anillo de S-valuacién, T(R) - R es
multiplicativamente cerrado. Sea P el ideal primo de R definido en
la proposicién 1.1, esto es,

P={ xeR | xs € R para algin s € T(R) - R }.

Demostraremos que (R,P) es un par de valuacibén en T(R).

Puesto que R es un anillo Priifer, entonces por M. Griffin

({10}, teorema 13) tenemos que (R[p]’ [P] R[p]) es un par de va-
luacién.

Por definicién, R[p] = { x € T(R) | xt € R para algan t «
R-P}). Entonces R ¢ R Si x € (R - R), existe t € R-P tal

[p]° [P]
que xt € R; pero esto implica que t € P, por definicién de P, con-
tradiciendo el hecho que t € R-P. Por tanto R = R[P]'

PROPOSICION 1.6. Si R es un anillo de valuacién, entonces R es un
anillo de S-valuacién.

DEMOSTRACION. Sea (R,P) un par de valuacién, entonces existe una
valuacién v de T(R) sobre G v { » } tal que

R={xeT(R) | v(x) >0 }.



Sean x, y dos elementas de T(R)-R; luego v(x) < 0 y v(y) < 0. Por
tanto v(xy) = v(x) + v(y) < 0, esto es, xy € T(R)-R. Es decir, R

es un anillo de S-valuacién.

Sea R un anillo y P un ideal primo de R. El core C(P) de P
en R es el conjunto de todos los x € R tales que para cada elemento
regular r € R, existe un elemento s € R-P tal que xs/r € R. Si P
es un ideal regular de R, entonces C(P) consiste exclusivamente de

divisores de cero.
Griffin ([10], Lema 5) ha demostrado el siguiente.

LEMA 1.7. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un
anillo R con un ideal maximal P:

(1) R[P] es un anillo de valuacién.
(2) Para todo a,b € R, se tiene que ambos estan en C(P) o
existen x,y € R, no ambos en P, tal que ax = by.

(3) Las imaAgenes en R, de dos ideales de R tales gue ambos no

P
estan contenidos en C(P), estan ordenadas por inclusién.

Asi tenemos el siguiente resultado. Ver también, D. D. Anderson
and J. Pascual ([1], Teorema 3).

PROPOSICION 1.8. Sea R un anillo de valuacién y Prifer con ideal
maximal regular P. Entonces el conjunto de los ideales regulares

de R estéd linealmente ordenado por inclusién.

DEMOSTRACION. Puesto que R es un anillo de valuacién y Prifer,
R[P] = R y por parte (3) del Lema 1.7, tenemos gque en RP las
imdgenes de dos ideales regulares estén ordenadas por inclusién.
Si M es otro ideal maximal distinto de P, entonces en RM’ la ima~
gen de cualquier ideal regular es Ry - Por tanto, el conjunto de
ideales regulares estd ordenado linealmente.

La condicién necesaria de la siguiente proposicién se debe a M.
Boise and M. D. Larsen ([2], teorema 2.5 ) y la demostracién se

incluye por completitud.



PROPOSICION 1.9. Un anillo R es un anillo de valuacién Priifer si y
s6lo si para cada sobreanillo R, de R,R; es un anillo de Ss-valua-

cion.

DEMOSTRACION. Asumamos que R es un anillo de valuacién Priufer y
sea R, un sobreanillo de R. Si T(R) = R, entonces la demostracién

es obvia. Si T(R) # R sea M un ideal maximal regular de R

ll
es también Prifer, por tanto

'
puesto que R es un anifio Prufer, R,
s6lo tenemos que demostrar que M es el unico ideal regular maximal
de R;. Sea P el dnico ideal regular maximal de R y puesto que
todos los elementos regulares de M estdn en R, M n R es un ideal
regular y se tiene M n R £ P. Sea X € M-R,entonces existe y € P
tal que xy € R-P. pero Xy € M es una contradiccién. Por tanto M <
p.

Sea N un ideal regular maximal de R entonces N esté

’
contenido en P. Puesto que R es un anillo ée valuacién Prifer
entonces se debe tener M €« N 6 N £ M. Por maximalidad tenemos
"N = M. Por tanto R,es un anillo de valuacién Prifer y por
Proposicién 1.6 R, es un anillo de S-valuacién.

1
Reciprocamente, asumamos que para cada sobreanillo R, de

: 1
R,R; es un anillo de S-valuaciébn. Por Proposicién 1.2 R, es inte-
gramente cerrado y por Larsen y McCarthy ([16], teorema 10.18) R
es un anillo Prlfer. Pero el Teorema 1.5 demuestra que R es un

anillo de valuacién Priifer.

Un ideal P de R se dice fuertemente primo si xy € P para
X,y € T(R), entonces x € P 6 y € P. Por tanto, un ideal P de R es
fuertemente primo si y sdélo si T(R)-P es multiplicativamente ce-

rrado.

LEMA 1.10. Si R es un anillo de S-valuacién entonces el ideal
primo P = { x € R | Xy € R para algiun y € T(R) - R } es un ideal
fuertemente primo de R.

DEMOSTRACION. Por proposicién 1.1, P es primo. Sea X,y € T(R) tal
que Xy € P, entonces X,y no pueden ambos pertenecer a T(R)-R, es
decir, x 6 y estédn en R, y por definicién de P, x 6 y estéan en P.



Si ambos x,y estan en R, puesto que P es primo, tenemos que X 6 y
estdn en P. Por tanto, P es fuertemente primo.

Si P es un ideal fuertemente primo de R, denotamos por
[P:P] el sobreanillo de R formado por todos los elementos x € T(R)
tal que xP < P.

PROPOSICION 1.11. Si R es un anillo conmutativo y P un ideal
fuertemente primo de R. Entonces:
(1) [P:P] es un anillo de S-valuacién.

(2) [P:P] es integralmente cerrado en T(R).

DEMOSTRACION. (1) Sean x,y € T(R)-[P:P], entonces existen P, Y P,
en P tal que P, X ¢ Py P, Y ¢ P. Puesto que P es fuertemente pri-
mo (plx) (p2y) ¢ P. Por tanto (xy) P € Py xy ¢ [P:P], y asi queda
demostrado que [P:P] es un anillo de S-valuacién.

(2) Por la parte (1), [P:P] es un anillo de S-valuacién y por
la Proposiciébn 1.2 se tiene que [P:P] es integramente cerrado.

Una pregunta natural es: ¢ cuando [P:P] es un anillo de

valuacién ?. la siguiente proposicién da una respuesta positiva

para anillos de Priifer.

PROPOSICION 1.12. Si R es un anillo Priifer y P es un ideal fuerte-

mente primo de R, entonces [P:P] es un anillo de valuacién.

DEMOSTRACION. Hemos demostrado en la Proposicién 1.11 que [P:P] es
un anillo de S-valuacién y [P:P] es un sobreanillo de R, entonces
[P:P] es un anillo de valuacién Priufer.

Segun J. Huckaba [13], un anillo R es un anillo de quasi-

valuacién si para cada elemento regular x en T(R), x 6 x_l estd en
R. Sea R un anillo de valuacién y v la valuacién asociada a R; sea

X un elemento regular de T(R) entonces v(xx—l) = v(x) + v(x_l) =

0, por lo tanto, v(x) > 0 6 v(x_l) > 0, es decir, x 6 x_1 estédn en
R. Asi tenemos que todo anillo de valuacién es un anillo de quasi-

valuacién. Por supuesto, el reciproco no es cierto.

PROPOSICION 1.13. Si R es un anillo de S-valuacién entonces R es

un anillo de quasi-valuacién.



DEMOSTRACION. Sea x un elemento regular de T(R), entonces si ambos
Xy x-1 estdn en T(R)- R tenemos que x.x_1 =1 ¢ T(R)- R, luego x

6 x~1 esta en R.

COROLARIO 1.14. Si P es un ideal fuertemente primo de R, entonces

[P:P] es un anillo de quasi-valuacién.

DEMOSTRACION. Por proposicién 1.11, [P:P] es un anillo de S-valua-
cibébn, y por Proposicién 1.13 se tiene que [P:P] es un anillo de

quasi-valuacién.

PROPOSICION 1.15 Sea R un anillo y consideramos las siguientes
condiciones en R.

(1) R es un anillo de valuacién Priifer.

(2) R es un anillo de valuacién.

(3) R es un anillo de S-valuacién.

(4) R es un anillo de quasi-valuacién.
Entonces, (1) = (2) = (3) » (4). Si R es un anillo con la propie-

dad (P), entonces todas las proposiciones son equivalentes.

DEMOSTRACION. Las implicaciones (1) = (2) s (3) » (4) ya han sido
demostradas. Supongamos gue R tiene la propiedad (P).

(4) = (1). Demostraremos que R tiene un unico ideal regular
maximal. Puesto que los ideales regulares principales de R eétén
linealmenete ordenados, el conjunto ({ r, } de los elementos re-
gulares no invertibles estd contenido en algin ideal maximal M.

8 } el

conjunto de todos los elementos regulares de N. Puesto que R es

Supongamos que existe otro ideal regular maximal N. Sea { r

Marot, debemos tener que N = ( { rB } ), por tanto N ¢ M. Por
maximalidad, se tiene M = N y R tiene un unico ideal regular
maximal. Para demostrar que R es un anillo de valuacién Prifer
serd suficiente demostrar que R es Prifer. Si I es un ideal
regular finitamente generado, entonces I puede ser generado por
elementos regulares, digamos I = (rl,..;,rn). Puesto que R es un
anillo de quasi-valuacién, I es principal, I = (a) con a regular.
Por tanto I es invertible y esto demuestra que R es un anillo
Prifer.

10



PROPOSICION 1.16. Sea R un anillo local, esto es, neotheriano con
un Unico ideal maximal. Si R no es un anillo total de fracciones
Yy R es un anillo de valuacién, entonces R es un dominio de valua-

cion.

DEMOSTRACION. Puesto que R es un anillo local, R es un anillo
Noetheriano con un uUnico ideal maximal P. Entonces P es
finitamente generado y regular, digamos P = (al,...an). Puesto
que R es Noetheriano, podemos asumir dque cada a; es regular, y
como R es un anillo de valuacién, entonces P es principal. P = (a)
coh a regular. Por el Teorema de Interseccién de Krull, tenemos

p'= (0). Sea x # 0 € P, entonces existe un entero n tal que x €
1

p" Yy X ¢ Pn+l, por tanto x = aa", donde A es invertible, por

tanto x es regular y esto demuestra que R es un dominio de valua-

cién.
2. ANILLOS PRUFER.

Los anillos Prifer han sido estudiados por varios autores.
D.D anderson y J. Pascual [1] caraterizan los anillos Prifer en
términos de los ideales regulares. A continuacién estudiaremos al-
gunas propiedades de los anillos Prifer. Sea R un anillo y n un
entero positivo, diremos que R tiene la propiedad ( n) si (x, y)n

= (xn, yn) para X, Yy € R.

Los dominios Priifer tienen la propiedad (n) para n > 1.
Este concepto fue introducido por Gilmer en [6] y [7], donde él
demuestra el siguiente Lema.
LEMA 2.1. Si A = (al,..,am) es un ideal finitamente generado de R
y cancelativo, entonces para cada entero positivo n, al= (a?,...,
n
am).

Los anillos Prifer tienen propiedades similares a 1los
dominios Prifer. En el siguiente Teorema se establecen algunas de
estas propiedades.

11



TEOREMA 2.2. Sea R un anillo Prifer y A , B ideales finitamente

generados de R con A o B regulares, entonces para n > 1, se tiene:

(1) (a+B)" = a™ + B".

(2) (A n B)" = A" 4 B".

(3) (A" : B™) = (a:B)y" y (B" : Ay = (B:a)".

DEMOSTRACION. v
Supongamos que A es un ideal régular y A= (al,...,as), B
(bl""’br)'

(1) A+B = (al,...,as, bl""br) es un ideal reqular de R, Yy
por consiguiente A+B es invertible y por lo tanto un ideal
cancelativo de R. Por Lema 2.1 se tiene

n n n n n n
(A+B) = (al,...,as, bl,...,br) = (a reee g, bl""’br)'
Es claro que A" + B's (a+B)" y (a+B)" = (a],..,ag,b]..,b)
n n n n n n
= ( ayse-eaay ) + ( bl""’br )y SA + B .
Por tanto, (a+B)" = a" + B,
(2) Puesto que A es regular también lo es An, y por el Teorema

(3)

1 de D.D Anderson and J. Pascual [1], tenemos
(a™ + 8™y (A" A B") = A" B"
Y, '

(A+B) (A n B) = AB

por tanto,

n

]

(a+B)™ (A ~n B)™ = (a" + B™) (A" n BT

Yy como (A+B)n = a" + B" es un ideal cancelativo, tenemos
(A n B)? = A" 5 B™.

Puesto que A es un ideal invertible, se tiene que

(An(Bn': An) =B" n An y Bn A = A(B:A), por lo tanto

(B n A)n = An(B:A)n. De esta forma tenemos que

An(Bn:An) = An(B:A)n y A invertible implica que

(B":a™) = (B:a)".

12



También tenemos dque (An:Bn) = (An:(Bn + An)) = (An: (B+A)n).
Pero A+B es regular, por lo tanto (An:Bn) = (A: B+A )n. Consecuen-
temente (An: Bn) = (A:B)n.

PROPOSICION 2.3. Sea R un anillo Prifer y b un elemento regular,

entonces ((b):(a)) es invertible.

DEMOSTRACION. Puesto que b es un elemento regular y (b) : (a) =
((b): (a,b)), tenemos

(a,b) ((b) : (a)) = (a,b) ((b): (a,b)) = (b) n (a,b) = (b)
Por tanto (a,b) ((b) : (a)) = (b). Puesto que ( (b) : (a) ) es un
factor de un ideal invertible, se tiene que ( (b) : (a) ) también

es invertible.

PROPOSICION 2.4. R es un anillo Priifer si y sélo si (A:B) + (B:A)
= R para A y B ideales regulares finitamente generados.

DEMOSTRACION. Asumamos que R es un anillo Priifer. Por el Teorema 4
de D.D Anderson and J. Pascual [1], se demuestra que

AB

(A n B) (A+B) = A(A n B) + B(A n B)
AB(A:B) + AB(B:A)

I

Puesto que AB es invertible se tiene

R = (A:B) + (B:A4).

Reciprocamente, si (A:B) + (B:A) = R para A y B ideales regulares
de R, entonces,.

AB = (A:B) AB + (B:A) AB

pero

A nB2B(A:tB) YAnBR2A(B:A)
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por tanto,

AB

A(B(A:B) + B(A(B:A)

A(A n B) + B(A n B)

(A+B) (A n B)

y por consigquiente, AB < (A+B) (A n B). Como quiera que la inclu-

[a}

sién (A+B) (A n B) < AB es siempre cierta, se tiene
AB = (A+B) (A n B).

Por Teorema 4 de D.D Anderson and J. Pascual [1], se tiene que R

es un anillo Prifer. Esto demuestra la Proposicién.

N6étese que para un anillo Prifer R y elementos regulares a

y b de R, se tiene:

((a) : (b)) + ((b) : (a)) =R

También, si R es un anillo con la propiedad (P), satisfaciendo 1la
igualdad anterior para elementos regulares, entonces R es un ani-
llo Priifer, puesto que dado un ideal A = (a,b) con a y b elementos

regulares, tenemos:
(a,b) ((a) n (b)) = (ab).

Por lo tanto (a,b) es un ideal invertible.

Sea (a,b) el ideal generado por a y b donde a 6 b son
elementos regulares, entonces (a,b) = (rl,...,rn)rdonde los r,
(i=1,...,n) son elementos regulares de R. Pero si cada ideal de R
con base de dos elementos es invertible, entonces cada ideal de R
con base finita de elementos regulares es invertible (ver Gilmer
[8], Proposicién 22.2). Por lo tanto R es un anillo Prilifer. En
general, anillos con la propiedad anterior no son necesariamente
anillos de Prifer. Gilmer en [7] da un ejemplo de un anillo de

valuacién con esta propiedad pero R no es un anillo Priifer.
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Si R es un dominio de integridad, la propiedad que para

cualquier par de ideales A, B de R, se tiene (A n B)n = A" A B" es
llamada por Gilmer [9] Propiedad (n) ". El demuestra que si R es
un dominio integramente cerrado con la propiedad (n) " para algun

entero n, entonces R es un dominio Priifer. Sin embargo, anillos
(con divisores de cero) integramente cerrados en los cuales la
Propiedad (n)" es valida sélo para ideales generados regularmente,
no son necesariamente anillos Prifer. Pero si R es un anillo de
Marot integramente cerrado entonces la Propiedad (n)" ciertamente
implica que R es Priifer. Esto se demuestra en el siguiente Teore-

ma.

TEOREMA 2.5. Sea R un anillo de Marot integramente cerrado y sea n
un entero mayor que uno. Las siguientes proposiciones son equiva-

lentes:

(1) R es un anillo Priifer.
(2) Si A y B son ideales regulares finitamente generados de R,

entonces (A n B)n = al 5 B,

DEMOSTRACION. (1) =» (2) es Teorema 2.2 (2) = (1). Sea (a,b) el

ideal generado por elementos regulares a y b. Demostraremos que

(a,b)n = (an, bn) y para ello comenzamos mostrando que si X es un
elemento regular y x" e A" donde A es un ideal regular de R fini-
tamente generado, entonces x € A. (xn) = (xn) n A= (x n A)n.

Esto es,

(x™) = ((x) n 2)" < ()" A
Yy buesto que x es regular, tenemos (x) € A. Para demostrar que
(a,p)" = (a" t 18 ¢ (a®, bM)
para todo par enteros t y s tal que t+s = n. Obsérvese que si c =
at bS, entonces ¢ = (at %) = (aMFBM)S e (a", P™)" y por tanto
c € (an, bn). Luego (a,b)n= (an

Gilmer [8], el ideal (a,b) es invertible. Sea A un ideal regular

, bn), sera suficiente demostrar que a

, bn). Por Proposicién 24.2 de

finitamente generado de R, puesto que R es un anillo de Marot,
entonces A es generado por elementos regulares y en R, todo ideal
con base de dos elementos regulares es invertible entonces por
Proposicién 22.2 de Gilmer [8], A es invertible, lo cual demuestra

que R es un anillo Prifer.
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La siguiente proposicién es de utilidad.
PROPOSICION 2.6. Sea R un anillo Prifer, a y b elementos regulares

de R, entonces el ideal ((a) : (b)) es generado por dos elementos.

DEMOSTRACION. Puesto que R es un anillo Priifer, por el Teorema
2.4, tenemos que

((a) : (b)) + ((b) : (a)) = R.

Por lo tanto existen s € ((a) : (b)) y t € ((b) : (a)) tales que
s + t =1. Puesto que t € ((b) : (a)) existe un elemento r € R tal
que ta = rb. Sea c un elemento de ((a) :(b)), entonces c = ¢cs + ct,
Yy cb/a € R por tanto tenemos que c = cs + (Eg) r. Consecuentemen-

te, s y r son los generadores de ((a) : (b)).

PROPOSICION 2.7. Sea R un anillo con identidad y (R una "red"

A}AGA
de subanillos de R tal que cada R, es un anillo Priifer y R=UAeARA'

Entonces R es un anillo Prifer.

DEMOSTRACION. Sea A un ideal finitamente generado y regular de R,

A= { dl’ d .,dn } R. Puesto que { RA } es una "red", existe un

2'°°

A en A tal que A = { d d d ) < RA . Por hipétesis

’ AN ]
1 2 n o

2,...,dn } RA es invertible. Sea BA el inverso de

(o}
17 2,...,dn } R . Entonces R = R . R = { dl,...,dn} RAo

ALl A
(BA R). Consecuentemente { 4

A= (d, d
A={4d, d
,--+,d_} R es invertible con inverso
1 n

BA R.
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