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INTRODUCCION

En este trabajo se obtienen algunas formulas para contar
el numero de vectores isotropos de la forma cuadratica traza

sobre un cuerpo finito . Las tecnicas utilizadas aqui son del

élgebra lineal , puesto que todo cuerpo finito E de p" elemen-
tos , se puede mirar como un espacio vectorial sobre el cuerpo

primo F de p elementos .
Existen otros metodos de conteo de vectores isotrépos de

una forma cuadratica diagonalizada del tipo

2

qix) = x12 + x22 + oo.. +oEX

donde x; esta en F s para toda 1 §i §n v € es un repre-

2
sentante del cociente F¥/ F* | Por ejemplo , ver Jacobson
[S5]1 , Capitulo &6 .
La forma cuadrética traza es de mucha utilidad cuando se

estudian espacios cuadraticos del tipo ( q , V) donde V es un

espacio vectorial sobre un cuerpo E , el cual es a su vez una

extension de F. En esta situacion q induce una forma cuadrati-

.

ca q'= vy ————— F definida por q = Tr o q .
Otro aspecto importante consiste en la posibilidad de re-

presentar elementos en el espacio dual de E , mediante la tra-

za . 5i se tiene una aplicacién lineal ¢ : E —mm—— F ,
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entonces existe un elemento x en E tal que para todo y en E

se cumple ¥ (y) = Tr ( xy ) .

Finalmente , si la forma cuadratica traza se diagonaliza

se tiene entonces para cada vector x = ( Xy seeey X ) en E

Tr ( x2 ) = ay x12 + as x22 + ... + a. x

non

donde los a; estan en F .

Luego cada vector isotropo en E , es una solucion de la
ecuacion

31)(12"‘---- +an Xn2=0.

Este tipo de problema ha sido bastante estudiado desde
Gauss , hasta Siegel y Weill . En 1949 Weill publicé unos re-—

sultados en relacion a este problema en su famoso articulo

Y Sobre el numero de soluciones de ecuaciocnes en cuerpos fini-

tos "




1. CONTANDO VECTORES ISOTROPOS EN LA TRAZA

Sea p un numero primo y n cualquier numero natural. Con-

sideremos F = Fp un cuerpo finito de p elementos y sea E = Fpn

.

una extension de F de grado n.

La aglicacién lineal Traza de E sobre F , se define me-—

diante

X > Tr (x) ,

donde

c recorre todos los elementos del grupo de Galois Gal(E : F).

Considerando E como un espacio vectorial sobre F , se

puede definir una forma bilineal simetrica b s sobre E median-

te
b : Exg —m F

b (x,y) = Tr (xy).
Esta forma bilineal induce una forma cuadrética q sobre

E por medio de

qQ: E—m—3 F
Q (x) = b (x,x ) = Tr (x2) .

De esta forma se obtiene un espacio cuadratico ( E s 9 ),




.
al cual denoctaremos simplemente por la letra E , cuando no

haya riesgo de confusion.

Un vector v en E-se llama vector isétrogo si v # 0 y ade—
mas qi{v) = 0 ,

El objetivo de este trabajo es hallar el numero de vecto-
res isétrnpos de E , para todos los valores de p y n.

Asumiremos que p es un numero primo distinto de dos . El

caso p = 2 merece un tratamiento especial y sera estudiado al

final .

Nétese que para todo vector isétropo v se tiene que v2
pertenece al nﬁcleo de la traza . Si N (E,q) denota el n&me—
ro de vectores isétropos en E , y T es el numero de cuadra-
dos , distintos de cero en el nucleo de la traza s Se obtie-
ne entonces N (E, g = 2T .

En lo sucesivo se obtendran formulas para el calculo de

T 5, con lo cual se podré determinar N (E,q).

2. ALGUNOS CAS0S5 ELEMENTALES

En primer lugar, cuando n = 1 se tiene E = F . En este
caso la forma cuadratica traza esta dada por q (x) = %2 . Lue-

go se tendra qi{v) = 0 si Yy solo si v = 0. Por lo tanto se con-
cluye N ( E, q) = 0 , para n = 1 .

Para estudiar el cason = 2 , necesitamos la siguiente
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PROPOSICION 1 . Sea E una extension de grado dos de F = Fp .

Denotemos por T al numero de cuadrados no nulos en el nucleo

de la traza Tr : E > F . Se tiene entonces :
i) T =0 » Si -1 es un cuadrado en F,
ii) r=p —- 1, si -1 no es un cuadrado en F.

DEMOSTRACION : Nétese que E se puede representar en la forma

E=F (8) , donde 8 satisface un polinomio irreducible de gra-

do dos sobre F del tipo %2 — o y CONn « en F. N

Si se mira al cuerpo E como un espacio vectorial sobre F,

.

se tiene la siguiente descomposicion :

E =F & Fé.

Luego la aplicacién lineal traza viene dada por
Tr : E—mm F
X = a + b —m—— 2 a.
Por lo tanto el nucleo de la traza se puede escribir co-

mo

Ker Tr = { x e E| x =b8 , b e F .
Denotemos por E2 al conjunto de todos los cuadrados en E,

y sea x € Ker Tr N EZ . Luego existen elementos b,c y d en F ,
tales que
x = b8 = (c +dé )2 =c? + d2x + 2cdd .
Igual ando terminos semejantes nos quedan las ecuaciones
c? + d2« = 0 (1)

2cd = b (2)



_4_
Observese que si x # 0 , entonces se tendra c #0yds#O0

De esto se sigue «x = - (c/d)? s usando (1). Luego si -1 es un

cuadrado en F se va a obtener que « es un cuadrado en F , lo
cual contradice la eleccion de « . Concluimos entonces que la

unica posibilidad para x es 0 , en este caso . Con esto se

prueba la parte i).
A fin de probar la parte ii) , veremos que para cualquier
eleccion de b # 0 en F , se pueden escoger c vy d en F tal que

(c +dd )% =bo .
Supongamos que en el sistema de ecuaciones 1), 2) se tie—

ne que b es fijo. Entonces el sistema se puede expresar como
-~ e/d)2 = « (3,

cd= b/2 (4).
Poniendo t = c/d en ambas e;uaciones tenemos
-2 = « (3
t d2 = b/2 (6).
Se ve entonces que hay dos soluciones : t y -t para la
parte 35) . Notese que cuando d recorre F entonces los valores
de t d? y —t d? recorren tambien F . Luego se puede hallar d

en F tal que la ecuacion &) se satisface . Por lo tanto el

sistema original tiene solucion para toda b # 0 en F. Con es-

to se demuestra la parte ii). 0O




3. CASO GENERAL : EXTENSIONES DE GRADO IMPAR

Denotaremos por F2 al conjunto de todos los cuadrados de

elementos de F .

LEMA 1. Sea E una extensién finita de grado n , del cuerpo

F = Fp . Entonces

i) B2 NF=F , sin es par , .

ii) E2 nF =F2 , si n es impar.

DEMOSTRACION. La parte i) es equivalente a afirmar que todos

los elementos del cuerpo base F son cuadrados , cuando se los

mira en el cuerpo E.
Puesto que toda extension de F de grado par ,contiene una
vextensién de grado dos , haremos la prueba solo para el caso

n =2 . El caso general se sigue entonces facilmente de este

caso especial.

Sea entonces E = F (8) , donde 6 satisface el polinomio

2

irreducible x“ - « sobre F, siendo « no cuadrado en F. Dbsér—

vese que F2 representa el conjunto de todos los cuadrados en

Fs, v « F2 = { « a | @a e F ¥ representa al conjunto de todos

los no cuadrados en F. Luego se tendra
F=F2 U «F2 (1)
Puesto que « es un cuadrado en E , se sigue de (1) que

todos los elementos en F son cuadrados en E. Esto concluye la
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prueba de i).

La parte ii) equivale a decir que lds elementos no cua-—

drados de F , son no cuadrados al considerarlos como elementos

en E.

La prueba sera por contradiccion.

Supéngase que a € F es no cuadrado en F , pero es un cua-
drado en E. Esto es, existe un g en E tal que pz = a . Luego

2

el polinomio x< - a es irreducible en F . Consideremos el

cuerpo K = F ( g ) , el cual es una extension de grado dos de
F 4 v esta contenido en E. Se tiene entonces la siguiente re-

lacion entre los grados

LE: F1l1=ILE<:KI1LK:F1=21LEFE

K J.

Esto contradice la condicion [ E : F 1 =n impar . Por

lo tanto la parte ii) queda probada. O

Recordemos que si E es una extension finita de F s S@
puede considerar a E como un espacio vectorial sobre F . En
este sentido se tiene la siguiente :

DEFINICION Sea a un elemento distinto de cero en E . Entonces

la recta a traves del origen dada por a , F a se define me-
diante

Fa=4{ax | x e F 3} .
El numero total de rectas a traves del origen , el cual

denotaremos por s , esta dado por
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LEMA 2 Sea E una extension de F de grado impar . Entonces

para todo entero positivo k , con k § s , se tiene que exis-

ten elementos yy , ... , Yy, en E tales que

i) Cada y; es un cuadrado en E

.

ii) Los y; yacen en rectas diferentes , esto es si i # j

se debe tener F y; # F Y; » para todo 1,3 § k .

iii) El conjunto formado por la union de las k rectas

satisface lo siguiente : La mitad de los elementos no nulos

son cuadrados en E, , y la otra mitad son no cuadrados .

DEMOSTRACION . Si E = F , basta tomar y; = 1 , para probar el

resul tado.

»

Supéngase que E # F , entonces usaremos induccién sobre k
8 k=1, tomese yy = 1 . Claramente , i) y ii) se satisfacen
Para probar iii) se observa que Ey =F 1 =F . Obviamente , la
mitad de los elementos no nulos de E; son cuadrados en E y la
otra mitad son no cuadrados. Con esto queda probada la parte
iii)

Supongamos ahora que para t < k , existen elementos

Yy s---3 Yy verificando las propiedades i) — iii) . En el

cuerpo E la mitad de los elementos no nulos son cuadrados y
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lo mismo se cumple para Ey . De acuerdo a esto , se deduce la

existencia de un elemento Y++1 ©n E N Ey , el cual es un cua-
drado Qn E . Afirmamos entonces que los elementos Yive=esYisl
satisfacen i) - iii)

Claramente i) e=s cierto por la forma como se escogié Yi+1

Tambien 1i1i) es facil de verificar. Finalmente se tiene
-

Etvr = Ex UF vieyq
Notar que en la recta F yg,y la mitad de los elementos .

no nulos son cuadrados , al igual que en Et . Por lo tanto

E{4+y satisface la tercera condicion . Con esto queda probado

el lema .

COROLARIO 1 Sea n_impar y E una extension de grado n de F .

Sea s el numero de rectas a traves del origen en E. Entonces

existen elementos yy ,...., Yg €n E , tales que
i) Cada y; es un cuadrado en E .
ii) F Yi mnF Yj = {07 , para toda 1 # 3 , i,]J § s.

iii) E=F yqy UF yo U ....U Fvyg -

DEMOSTRACION Usar el lema 2 en el caso de k¥ = s . [J

COROLARIO 2 Sea n _impar y E una extension de grado n de F.

Sea Tr :+ E —— F 1la aplicacién lineal traza . Entonces

se tiene



| Ker Tr NE2 | = B .

DEMOSTRACION Puesto que la traza es una aplicacién F -lineal

se sigue que el nucleo de la misma consiste de una union de

rectas . De acuerdo al corolario 1 se pueden tomar elementos

yil ,...,yik » los cuales son cuadrados en E y ademas sa-

.

tisfacen
Podemos afirmar entonces , usando el mismo razonamiento
del lema 2 , que la mitad de los elementos no nulos del nucleo

son cuadrados y la otra mitad son no cuadrados . Por lo tanto

se obtiene

| Ker Tr NE2 | = J1Ker ;r L =1 +1
2 -

Con esto finaliza la prueba. 0O

CASO GENERAL : EXTENSIONES DE GRADO PAR

LEMA 3 Seanpar , n > 2 vy E una extension finita de F , de
grado n . Entonces existe un subcuerpo K de E , 21 cual es una

extension de F y ¥ tal que [ E:K 1 = 2.

DEMOSTRACION Consideremos el grupo de Galois 6 = Gal ( E : F )

el cual es ciclico de orden n . Ademas 6 = < ¢ > s donde ¢
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es la aplicacién de Frobenius definida mediante

$¥: E—m— E

Entonces el subgrupo H = < ¥2 > tiene orden n/2 . Usan-—

do el teorema fundamental de la teoria de Galois se deduce la

existencia de un cuerpo K , tal que F c K CE vy ademas
L K:F1=n/2 y [E:K1=2,
El cuerpo K se define explicitamente
K=4{x e E ] n (x) =x , para todo p en H 3.

Con esto queda probado el lema .

COMENTARIO Notemos que E es una extension de grado dos de K y

por lo tanto existe un elemento & en E , tal que E se descom-—
pone como K- espacio vectorial

E =K+ K 8.

A continuacion invocaremos un resultado muy bien cono-

cidos acerca de la traza .( Ver [2] ,Capitulo 4 ).

.

Si se tienen E y K dos extensiones de F , como se vio en

el lema anterior , se definen dos trazas

Tr E : E > F

R —— E:: o (X)),

donde o recorre el grupo 6 = Gal ( E:F ),

Y




Tr E : E — K

a+bo ———> Z2a.

Estas dos trazas estan relacionadas mediante

T E = 71r K o Tr E .
F F K

De aqui se sigue Ker Tr E = Ker Tr E . 81 miramos a E

como un grupo aditivo , se tiene

E=K+ K8

E
K + Ker Tr
K

de donde se sigue

E = a + Ker Tr E (1)
a ¢ K K

Analogamente , existen elementos ay ,...., a, en K tales

que

Ker Tr E - a;

L _ 4 @i *Ker Tr 5 s (2
1 =

donde k ,el numero de distintas clases laterales y esta dado
por
k = | Ker Tr E | 7/ | Ker Tr E | = pn~1 , pn/2
esto es
kK = ph/z—1

A continuacion contaremos el numero de cuadrados en el

nﬁcleo de la traza de E sobre F , apoyéndonos en las férmulas
(1Y y (2) .

NOTACION : Al igual que antes , sean E y K dos extensiones de

F 4 tales que F Cc K o E yv [ F: K1=n/2, [ E:xK]1=2. En-



tonces se tienen las notaciones :

T = numero de cuadrados no nulos en Ker Tr E .

TK = nﬁmero de cuadrados no nulos en Ker Tr E .

LEMA 4 . Con las notaciones anteriores se tiene

i) . =0, si -1 es un cuadrado en F o n/2 es par ,

ii) 1, = IK| -1 , si -1 no es un cuadrado en F y n/2 es

impar.

DEMOSTRACION . Observese primero que E es una extension de gra-
do dos de K y que por lo tanto se pueden usar los resultados

de la proposicién 1 . De acuerdo a esto se tendra

T = 0 , si -1 es un cuadrado en K o' T = Kl - 1 en casc
contrario . Aplicar ahora el lema 1 a los cuerpos K y F 4, con
lo cual se obtiene :

-1 es un cuadrado en K , si y solo si -1 es un cuadrado en F

o[ KiF 1 = n/2 es par .

Con esto queda concluida la prueba. [

LEMA S Sea aen K , a # 0 . Entonces el numero t de cuadrados

en cualquier clase lateral a = a + Ker Tr E sy viene dado por

£ = pn—l—ZTK.

2 ( p"/2 - 1)

Ademés s este ndmero no depende del elemento a .




DEMOSTRACION . Probaremos primero que dadas dos clases latera-
les distintas 31 Y 32 s existe una biyeccién entre ellas que

envia cuadrados en cuadrados y no cuadrados en no cuadrados .

Consideremos

n: ay + Ker Tr E —————— ay + Ker Tr E

X —— a5 al—l X

.

Entonces n es claramente una biyeccién « Por otro lado el

i

elemento aj 32_ es un cuadrado en E , dé acuerdo al lema 1 ,

1

por lo tanto ay 32_ X s un cuadrado en E si y solo si x es

un cuadrado en E. En otras palabras , n manda cuadrados en
cuadrados y no cuadrados en no cuadrados.

Finalmente recordemos la relacién 1)

E = a + Ker Tr E
a e K K

Contando los cuadrados no nulos en ambos lados tenemos
lE2 | =1 = (¢ |KI-1)t+ 7

BT =1 = (p"2 -1 ¢+ Tk
2

De donde se sigue

¢ = p" -1 - 2 T -
2 ¢ p"2 - 1

PROPOSICION 3 . Sea E una extension de grado n del cuerpo F,

con n par , entonces el numero de cuadrados en el nucleo de
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la traza Tr : E ———— > F , el cual se denota por T viene
expresado por

n—1 n/2 , opn/2-1 _ 4

2 L

i) T =R —.B

si n/2 es par 0 -1 es un cuadrado en F .

ii) .= gn-—l + Dn/2 - Dn/2-—1 -1,
2

si n/2 es impar y —1 no es un cuadrado en F .

.

DEMOSTRACION i) Hemos visto al comienzo de esta seccién que
el nicleo de la traza se descompone en clases laterales

k
Ker Tr E = ] a;
F 1

i v Ker Tr E ’ (3)
i = K

donde k = pn/2-1,

Contaremos los cuadrados en ambos lados de la ecuacion
(3) . Se tiene entonces

T = # cuadrados en Ker Tr E +

( k -1 ) #cuadrados en a + Ker Tr E s 8 0

(4)

n -
n/2—1_1) [p i 2‘TK :l
2 (p"/2 - 1)

De acuerdo al lema 4 tenemos T, = O ;3 lo cual puede
ser reemplazado en (4) para obtener

(pN/2-1 — 1y (p" -1
2 ( p"/2 - 1)

T =

(pN/2-1 _ 1 y( pn/2 + 31 )
2
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n-1 _ ,n/2 , ,n/2-1 _ 4
2

=B

ii) En este caso se tiene T, = K| - 1 = p"/2 -1 . a1

sustituir T en (4) nos queda

n/2
T=pM2 — g+ p/2L -y | p" -1 -2 (p =1 ]

_ n/2 _ n/2 -1 _ p/2 + 4 -2
= p 1+ (p 1) | z ]
- p"/z P Dn~-1 - Dn/2 - Dn/2-—1 -1
2
- ph—1 4 pn/2 _ ,n/2-1 _ 4

2

Con esto el caso ii ) queda probado . O

S CASO ESPECIAL p = 2

Sea F = Fp un cuerpo de dos elementos y E una extension

de grado n de F. Al igual que antes , nuestro objetivo sera

contar el nﬁmero de cuadrados en el nﬁcleo de la traza .

LEMA & . Si la caracteristica del cuerpo E es igual a dos ,

entonces todos los elementos de E son cuadrados.

DEMOSTRACION . Consideremos la aplicacién

$: g ——>E
K ——— x2 .

Entonces se verifica ¥ (xy) = ¢ ( x5 ) , si vy solo si
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Xy = X , para x4y y %3 en E . Para ver esto , notese que

X = =X , para todo ¥ en E . Luego se sigue que ¥ es inyectiva

y por lo tanto sobre . Esto termina la demostracion . a

PROPOSICION 4 . Sea E una extension de grado n de F = F, .

Luego el numero de vectores isotropos de la forma cuadratica

traza , viene dado por

N (E ,q =21 -3 |

.

DEMOSTRACION . Observese primero que hay tantos vectores isé—
tropos en E como cuadrados no nulos en el nicleo de la traza .
De acuerdo a esto y al lema anterior , se tiene

# vectores isétropos = | Ker Tr N E? | - 1

| Ker Tr | - 1

=21 -3 .

6 RESUMEN

Podemos juntar todos los casos de n y p en una tabla.
Como siempre E es una extension de grado n del cuerpo primo

F = Fp y N (E ,q) denota el numero de vectores isétropos de

la forma cuadratica traza.

Se tiene entonces :
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p | } N (E,q)
I l
| |
| I
= 2 | n impar | pn~1 -4
! |
= 2 | n par , n/2 impar | p"""1 + p"'/2 - p"/2 -1 _ 4
| |
{ v -1 no cuadrado en F |
I I
#2| npar, n/2 par o | ph—1 - pn/2 4 pn¢2-1 _ 4
i |
I -1 cuadrado en F i
I |
=2| n>o I 2n-1 _
i 1
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