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IHTRODUCCION. En este articulo consideramos la ecuacién de Lot-

ka-Vo]terfa

u [a(t) - b(tlu - c(t)v] * (0.1}

v [d(t) - e(t)u - £(t)v]

donde a,..., f: IR - IR son funciones continuas positivas y 1-
periddicas. Este sistema describe un modelo para dos especies
en competencia en un ecosistema periddico. Para mds informacidn

el lector puede consultar [3] [[4] [[5] etc.

Nuestro objetivo es probar algunos resultados de existen-
cia, (no existencia} y estabilidad (inestabilidad) de una solu-
cidén 1-periddica de (0.1) con ambas componentes positivas. Es-
tos resultados, salvo algunos detalles propios del autor, son un
resumen de varias ideas expuestas en [ 1].[ 2]yl 5]. Quizds
los argumentos mds interesantes que usamos aquf son 10s de 1:5],

cuya lectura recomendamos ampliamente.

En 10 que sigue, U(resp. V) denotard la idnica solucidn l-pe
riodica positiva del sistema de logistica x' = x [a(t)-b(t)x]
(resp. y' =y [d(t)-f(t)y]). Probaremos los siguientes resulta

dos:



0.1. TEOREMA (a) Supongamos que:

max{(d/f) < min(a/c) (0.2)

max(d/e) < min(a/b) (0.3)

Si (u,v) es una solucidon de (0.1) con ambas componentes positi -

vas entonces

Tim [u(t)-u(t)] = 1im v(t) = 0 . '
t->o t>+w

En particular el sistema (0.1) no posee soluciones l-perio

dicas con ambas componentes positivas.
(b) Supongamos que
“max(a/c) < min(d/f) (0.4)

max(a/b} < min(d/e) (0.5)

Si (u,v) es una solucién de (0.1) con ambas componentes positi -

vas entonces

Tim u(t) = Tim (v(t)-v(t)) = 0O
t>teo tortoo

0.2. TEOREMA. Supongamos que (0.2) y (0.5) son satisfechas. Su

pongamos también que
max{c/f) < min(b/e) (0.6)

Entonces (0.1) posee una solucidén 1l-peri6dica (uo,vo) con ambas

componentes positivas tal que



Tim  (u(t)-u (t) = Tim (v(t)-v _(t)) = 0O
t>+ ¢ t> 4+ 0
cualquiera sea la solucidon (u,v) de (0.1) con componentes positi

vas. En particular (uo,v ) es la dnica solucidn 1-periédica de

0
(0.1) con ambas componentes positivas.

0.3. TEOREMA. Supongamos que (0.3) y (0.4) son satisfechas es -

L]

trictamente. Supongamos ademdas que
max(b/e) < min(c/f) (0.7)

Entonces el sistema (0.1) posee una Gnica solucién l-periddica
(uo,vo) con ambas componentes positivas. (De hecho (uo(O),vo(Oﬁﬂ
es un "punto de silla" para la aplicacidn de Poincaré asociada a

(0.1). Ver detalles al final del articulo).

E1 articulo termina estudiando en detalle el caso en que

a/b, a/c, d/e y d/f son constantes.

1. UNICIDAD. En esta seccidn probamos que la condicidén (0.6)
(resp. (0.7)) implica la existencia de a 1o sumo una solucidn
l-periddica de (0.1) con ambas componentes positivas. Parte de
nuestro estudio estd basado en algunas propiedades de sistemas

lineales de la forma

x“ = - a(t)x - B(t)y » y' = - v(t)lx - &(t)y (1.1)

donde a, B, Y, 8§ : I - IR son funciones continuas positivas de-

finidas en un intervalo abierto I de R.
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1.1. PROPOSITION. (a) Sea (h,k}] una solucién no trivial de (1.1);
si h(to) k(to) = 0 para algin t, € I entonces h.k<0en I O(EOﬁﬂ
y h.k >0 en I N(-, to).

(b) si [0,1] eI y o(t) es la matriz fundamental de (1.1) con
#(0) = identidad entonces los autovalores de (1) son rea-
les positivos y su producto es menor que 1. En particular

¢(1) tiene un autovalor en (0,1). '

(c) Supongamos que I = IR y que a,B8,Y,8§ son l-periddicas; si
(h,k) es una solucién l-periddica de (1.1) no trivial enton

ces h.k < Q.

DEMOSTRACION. (a) Sea Q(t) una solucién positiva de la ecua -

cién x' = [a(t) +6(t)] x y pongamos F(t) = Q(t}h(t)k(t); en-
tonces F' = -Q(Yh2 + kaz) < 0y el resultado se sigue facil -
mente.

(b) De la parte (a) se sigue que los elementos de la diagonal
de ¢(1) son positivas mientras que las restantes son nega-
tivas. En particular los autovalores A,u de ®(1l) son rea-

les con X +u > 0. Por otra parte

1
Aou = det o(1) = exp(- Jol:oc(t) + 5(t)] dt)

de donde 0 < A u <1 y termina la prueba de (b).

(c} De la parte (a) se sigue que h(t) k(t) # 0 para cada teIR.
Si fuera hk > 0 se seguirfa de (1.1) que hh'< 0 (k k'<0)
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To cual contradice la periodicidad de h. Esto termina la de

mostracidn.

1.2. COROLARIO. Si (0.6) (resp. (0.7))es satisfecha entonces el
sistema (0.1) posee a 1o sumo una solucidén l-periédica con ambas
componentes positivas.

DEMOSTRACION. Supongamos que (ul,vl), (u2,v2) son soluciones
l1-periddicas de (0.1) con comporentes positivas y pongamo;

h = -1 +"u2/u1 » k= -1+ v,/vy ; entonces (h,k) es una solucidn

l1-periddica no trivial del sistema

| U2 v ~ Ul V2

X' = - bu2 X - e

x- fv, vy
uyq vy 2

y por la proposicidn anterior h.k < 0. Podemos asumir sin pér-
dida de generalidad h > 0 > k; equivalentemente: Uy > Uy

V2 < Vl.

Por otra parte; de la relacidn
(uy/ugd' 7 (up/ug) = blug-u,) + elvy - vy)

concluimos que

Jl b( )dt Jl ( ) dt (1.2)
0 U2 - Ul C Vl V2 .

y de manera semejante que

1 1
[“etuy - upae = [ fly - vpee (1.3)
0



Supongamos ahora que (0.7) es satisfecha, entonces de (1.2) vy

(1.3) obtenemos

1 1 1
max(b/e) J e(u,-u,)dt > J b(u,-~u,)dt = J c{v,-v,)dt >
0 2 1 - Jg 2 71 a 1 "2 —
1 1
> min(e/f) [ Flvpmvp)dt = min(e/f) | elupmupdat
0 Q

.

lo cual implica max(b/e) > min(c/f); contradiciendo (0.7) y ter
minando la prueba en este caso. E1 caso en que (0.6) es satisfe

cha se prueba de manera semejante.

NOTA. E1 Corolario 1.2 fué probado en [ 2] bajo Ta hip6tesis
(0.6).

2. LA APLICACION DE POINCARE. Las ideas expuestas en esta sec-
cién fueron tomadas de [ ]. En lo que sigue P (resp. PO) deno
tard el primer cuadrante cerrado (resp. abierto) de IR2. Dado

p € R° denotamos por (u(t,p), v(t,p)) la solucidn de (0.1) de-
terminada por la condicidn inicial (u(0),v(0)) = p. Dicha solu

cion estd definida en [0,») y es acotada en ese dominio.

Recordamos que la aplicacién de Poincaré T: P > P viene
dada por T(p) = (u(1l,p), vtl,p)) y goza de las siguientes pro -

piedades:
1) T(Po) < P0 5 T(PIPO) c PlPo

2) p e P es punto fijo de T si y s6lo si (u(t,p), v(t,p)) es



.

solucidn 1l-periddica de (0.1). Ademds dicha solucién tiene

sus componentes positivas si y s6lo si p ¢ Po'

3) Si Tn(q) +~ p entonces p es punto fijo de T y u(t,q)-u(t,p) ~ 0,

v(t,q) - v(t,p) - 0 cuando t > + o

Sea Fix(T) el conjunto de puntos fijos de T y pongamos
Py = (0,0), Py = (u(o),0), Py = (0,¥(0)) (ver definicién de Uy
V en la introduccidn), es conocido que Pys P1s Pp SON 10; inicos
puntos fijos de T en el borde aP de P. Dado p e Fix(T) pondre-
mos ws(T,p) = {q e P: Tn(q) -~ p}. Este conjunto se conoce como

la variedad estable de T en p. Es bien sabido que WSCLpO)={pO};
W (T,p ) 2 (0,=) x {0} y W3(T,p,) 2 (0} x(0,=).

2.1. TEOREMA ([ 5]). La sucesidn {T"(q)} es convergente para ca

da q € P. Es decir:

P=1U {WS(T,p): p e Fix(T)}.

DEMOSTRACION. Si qe 3 P 6 si T{q) = q el resultado es tri-
vial. Supongamos ahora que q ¢ P0 y T(q) # q; entoncgs
(ugCt)ovy(t)): = (ult,a), v(t,a))s Cuy(t),vy(t)):= (u(t+l,p),v(t+l,p))
son soluciones diferentes de (0.1) y razonando como en la seccidn

precedente vemos que ocurre uno de los siguientes casos:

1) Existe t, > 1 tal que (uz-ul) v2-v1) < 0 en (to,w).

2)  (up-ug) (vy-vq) > 0 en [1,=).

Ahora, teniendo en cuenta que Tn(q) = (u{n,q), v(n,q))
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. n . -
concluimos que las coordenadas de T (gq) son sucesiones mondtonas

a partir de algin entero ng > 1. ET resultado se sigue ahora

del hecho que {T"(q)} es acotada.

2.2. PROPOSICION. (a) Supongamos que

1
J la(t) - c(t) v(t)] dt > 0 (2.1)
0

entonces . NS(T,pz) = {0} x (0,»); mientras que si el signo en

(2.1) es invertido (<) se tiene que ww(T,pZ) es un abierto deP.

(b) Supongamos que
1
Jo‘l:d(t) - e(t) U(t)l] 4t >0 (2.2)

entonces wS(T,pl) = (0,») x {0} y si asumimos la desigualdad

contraria entonces WS(T,pl) es un abierto de P.
DEMOSTRACION. (Esbozo) Los autovalores de T'(pz) son

1 1
exp(fo[a(t)-c(t)vm] at) y exp(—JO FOE)V(t)dt)

y el resultado (a) se sigue de la teorfa de los puntos fijos hi-
perb6licos [ 6] 6 de los argumentos mds sencillos de [ 5]. La

parte (b) se muestra de manera similar.

2.3. COROLARIO. Supongamos que (2.1) y (2.2) son satisfechas
entonces (Q0.1) posee una solucidén l-periédica con ambas compo -

nentes positivas.
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DEMOSTRACION. De la proposicidn anterior y el teorema 2.1 se
tiene que P0 = U {WS(T,p)': P € Fix(TI(\PO};luego PorWFixUW £ 0
y esto termina la prueba.

NOTA. Si en el Corolario 2.3 se asume ademds que Fix(T) es fini
to; puede probarse (ver [ 5]) que T tiene un punto fijo en P, s

cual es un atractor (local).
2.4. COROLARIO. Supongamos que

1

1
jo aCt) - c(t) V(t)] dt <0y [O|jd(_t)-e(t)um] gt < 0

(2.3)
entonces (0.1) posee una solucidn l-perifdica con ambas compo -

nentes positivas.

DEMOSTRACION. En caso contrario tendremos Fix(T)= {p,» pl,pz}
y P[{po} = WS(T,pl) V) ws(T,pZ). Es decir, Pl{po} serfa reu -
nién de dos abiertos disjuntos y no vacios. Esto contradice la

conexidad de Pl{po} y termina la demostraciodn.

2.5. NOTA. Sea p e P_ un punto fijo de T y pongamos u(t)=u(t,p)
v(t) = v(t,p); entonces T'(p) = 3(1) donde &(t) es la matriz

fundamental; con ®(0) = identidad; del sistema

1]

X' x [a-bu-cv] - bux-cuy

y' y |[d-eu-fv] - evx-fvy

ya que a - bu-cv=u'/u y d- eu- fv = v'/v entonces, po-
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niendo z = x/u, w = Yy/v, el sistema (2.4) se transforma en

z'!' = -buz-CcVYW, W =-euz-+°Fvw. (2.5)

Sea p(t) la matriz fundamental de {(2.5) con ¥(0) = identi-
dad; entonces V(1) y ¢(1) son matrices similares y en consecuen-
cia tienen las mismas autovalores. Por la proposiciéon 1.1 Tlos
autovalores de (1) son reales positivos y con producto ménor
que 1. Supongamos en fin que (0.6) 6 (0.7) es satisfecha, en -
tonces un razonamiento parecido al usado en el Corolario 2.1,
muestra que (2.5) no posee soluciones l-periddicas no triviales.
Es decir, 1 no es autovalor de y(1). En conclusién, si (0.6) 6
(0.7) es satisfecha y p € Po es un punto fijo de T entonces los
autovalores de T'(p) son reales positivos diferentes de 1 y uno

de ellos estd en (0.1).

La nota 2.5 generaliza el Teorema 4 de [ 3], el cual fué
mal utilizado en [ 5] para probar su Teorema 5.8. Serfa inte-

resante dar una prueba correcta de este resultado.

3. PRUEBA DE LOS RESULTADOS PRINCIPALES. Probaremos aqui 1los

resultados enunciados en la introduccién.

PRUEBA DEL TEOREMA 0.1. Comenzaremos probando que Fix(T) =
= {po, Pis pz} . Para ello asumamos 1o contrario; entonces T
tiene un punto fijo en P0 y asi (0.1) posee una solucién 1l-perid

dica (u,v) con ambas componentes positivas.

(a] Supongamos que (0.2) y (0.3) son satisfechas y pongamos
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u = min(u), vy = max(v}. Escojamos ahora tys ty € R ta-

Tes que vy = v(to) y u = u(tl); ya que v‘(to)=u‘(t1)=0

concluimos que

d(ty) = e(t ) u(t )+f(t )vy > e(ty)up +f(t vy

a(ty) = b(t;) u ¥ cltydv(ty) < blty) v+ c(ty)vy

.

En consecuencia

alty1f(ty)-c(ty)dlt) < bt IF(t )-c(t le(t )]u, (3.1)

b(tl)d(to)-a(tl)e(to) 3_]}(tl)f(to)—c(tl)e(to)]vM (3.2)

Pero de (0.2), a(ti) f(to) - c(tl) d(to) >0y como u, >0 se
sigue de (3.1) que b(tl) f(to) - c(tl) e(to) > 0. Ahora de
(3.2) concluimos que b(tl) d(to) - a(tl) e(to) > 0 1o cual con
tradice (0.3) y prueba que Fix(T) = {po, Pqps p2}.

Por otra parte max(V) < max(d/f) y de aquf

1 1 -,
- , Ny = a(t) S
J mto-evingar = [ e [2E} v ]ae >

1
> [min(a/c) - max(d/f)] J c(t)dt > 0
0
AsT NS(T,pZ) = {0} x (0,») y por el Teorema 2.1 Po<: WS(T,pl).

Esto termina la prueba de la parte (a). La prueba de la parte

(b) se realiza de manera semejante (uM = max{u), v = min{(v)) y
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esto termina la demoStraciodn.

NOTA. Parte de las ideas en la demostracidén anterior fueron en-

contradas en [ 7.

PRUEBA DEL TEOREMA 0.2. Es claro que (0.2} y (0.5) implican
(2.1) y (2.2) respectivamente; asf por el Corolario 2.3, T posee
un punto fijo en Po’ el cual por el Corolario 1.2 es Gnico. EI

.

resultado se sigue ahora del Teorema 2.1.

NOTA. ET Teorema 0.2 fué probado en [ 2] usando una técnica un

poco diferente.

3.1. TEOREMA. Supongamos que (0.3) y (0.4) son satisfechas es-
trictamente y que (0.7) es satisfecha. Entonces T tiene un dni-
co punto fijo p en P ; T'(p) tiene un autovalor en (0,1) y el
otro autovalor en (1l,»). Ademds wS(T,p) es el gréfico‘de una
funcién continua ¢:[0,r) ~ [0,) estrictamente creciente tal que

P(0) =0 y YP(t) 4+ si t>r y r < +o

DEMOSTRACION. Ya que min(U) > min{a/b) y min (V) > min (d/f) se
sigue facilmente que si (0.3) y (0.4) son estrictas entonces
(2.3) es satisfecha. En consecuencia los Corolarios 2.4 y 1.2
dicen que T tiene un dnico punto fijo p en PO; ademds la nota
2.5 dice que T'(p) tiene un autovalor en (0,1) y el otro es
real positivo diferente de 1. Supongamos que ambos autovalores
de T'(p) estdn en (0,1), entonces NS(T,p) es abierto y de 1la

proposicién 2.2 y el Teorema 2.1 se tendria que P\ {po} es
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unién de tres abiertos disjuntos. Esto prueba que T'(p] tiene
un autovalor en (0,1) y otro en (1l,o). E1 resto de la prueba se

sigue del Teorema 4.8 de [ 5]

NOTA. Sin hacer uso de las hipdtesis (0.2) - (0.7) y siguiendo
la exposicién de || ] se muestra la existencia de una funcién
continua y estrictamente decreciente ¢:[0,U(0)] » [0,V(0)] tal
que ¢(0) = V(0), ¢(U(0))= 0, cuyo grdfico es invariante por T

y tal que los puntos fijos de T, distintos de Po> estdn ubicados
en dicho grdafico. Haciendo uso de este hecho es fdcil probar
que la "variedad inestable" del punto fijo p, dado por el teore-

ma anterior, es precisamente el grdfico de ¢.

4. UN EJEMPLO. Supondremos en esta seccién que a/b, a/c, d/e y

d/f son constantes. En este caso el sistema (0.1) toma la forma

ut = b(tlufag - u- B v], v' o= fltly [y, - sju-v] (4.1)

para ciertas constantes positivas Qs -e98ye Haciendo el cambio de va

riables (u,v)<—>(u/ao, v/ro) es sistema (4.1) se transforma en

u' = g(t)u [1 - u-oav], v'=h(t)v [1- Bu - v] (4.2)
donde a,B son constantes positivas y g,h: IR > IR son funcio -
nes continuas positivas y l-periddicas.

Nuestro objetivo es ver que el sistema (4.2) tiene el "mis-

mo" comportamiento que el caso constante. Usando las notaciones
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de las secciones precedentes tenemos U = V = 1; Py = (1,0) vy
p, = (0,1). Ademds las condiciones (0.2) - (0.5) son equivalen-

tesa a<1l, B>1, a>1, 8 >1 respectivamente.

Es facil ver que las condiciones (0.2) y (0.5) implican, en
una gran cantidad de casos (b/e = constante 6 f/c = constante),
la condicién (0.6). Sin embargo es bastante sencillo construir
ejemplos de sistemas (4.2) que satisfacen (0.2) y (0.5) pero no
(0.6). En lo que sigue T: P -+ P denota la aplicacién de Poinca-

ré asociada a (4.2).
4.1. PROPOSICION. Supongamos que Fix(T) N P0 0.

(a) Si oB =1 entonces a=8 = 1.

(b) Si aB # 1; eﬁtonces (1-a) (1-8) > 0 y Fix{(T) N P0=_{p3h

donde

Py = 1oqg (1 -a, 1-8) (4.3)

En particular (4.2) posee a (u(t,p3), v(t,p3)) = p; como Gnica

soluciébn 1l-periddica positiva.

DEMOSTRACION. Ya que Fix(T) N P0 # @, el sistema (4.2) posee
una solucidn l-periddica positiva (u,v). Usando las notaciones

y argumentos de la prueba del Teorema (0.1) concluimos que

(1 - ocB)_uL >1-a>(1- aB)uM
(4.4)
(1 -oaBlvy >1-8>(1- aBlvy,
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La prueba de la parte (a) se sigue rdpidamente de (4.4). Su
pongamos ahora que 1 - a8 > 0 ; de (4.4) se sigue que a < 1
B <13 ug >uy ¥y v >vy De aquf (1-a) (1 -8) > 0, y (u,v)

es constantemente igual a P3-

Supongamos ahora que 1 - o B < 0, entonces (4.4) dice que
o >1 y B >1, en particular (1 -a) (1 -B) > 0. También tene

mos .

1 -a 1 -8 . (4.5)

Supongamos que (u,v) # (u(.,pg)s v(..p4)); siguiendo 1a

prueba del Corolario 1.2 concluimos que

(u(t) - =22 ) (v(t) - T=51<0  (te R)

ti

Esto contradice (4.5) y muestra que (u(t),v(t)) p;. La prue-

ba es ahora completa.

4.2. TEOREMA. (a) a =1, B =1 siy sdlo si Fix(T) contiene

el segmento de recta que une Py COn py,.

(b) a<1,8<1, si y soélo si Fix(T) N P, se reduce a

un punto p con ws(T,p) = Po‘

(¢) o<1<B ,a<B siysélosi
u(t) -1, v(t) ~0 (t » =) (4.6)

cualquiera sea la solucidn positiva (u,v) de (4.2).
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(d) o >1>8 a >B siy sélosi u(t) >0, v(t] »1 (t-» «
cualquiera sea la solucidn positiva (u,v) de (4.2].
(e) a>1,8 >1siy sélo si Fix(T)nN P0 se reduce a un punto

Py T'(p) tiene un autovalor en (0,1} y otro en (1,»).

DEMOSTRACION. (a) Si a =B = 1 es obvio que Fix(T) contiene
el segmento l}l, P,]. Reciprocamente, si Fix(T] 2 [}I,pzj se
sigue de la proposicidn 4.1 (b) que oB =1 y el resultado se

sigue de la parte (a) de esta misma proposicién.

(b) Si a <1 y B <1 entonces Py € Fix(T) N P, ¥ por la pro
posicidén 4.1, Fix(T) N PO = {p3}. Ahora del Teorema 2.1 y

la proposicién 2.2 concluimos que wS(T,p3) = P,
Rechrocamenté; supongamos que Fix(T) n Py = {pl v
wS(T,p) =P . Si fuera 1 - aB = 0 se tendrfa a =g =1 y en

0
consecuencia Fix(T) contendria el segmento de recta que une Py

con p,. Esto prueba que aB # 1 y por la proposicién 4.1, (1-a)-
(1-8) > 0.

No puede ser o >1 y B > 1 porque, de acuerdo a la pro-
posicidn 2.2, se tendria WS(T,p) # Po' Esto termina la prueba

de (b).

(c) Si a <1 <B el Teorema 0.1 dice que (4.6) es satisfecha.
Supongamos ahora que o = 1 < B8; por la proposicién (4.1)
tenemos que Fix(T) O Po = . Por otra parte, el Teorema

2.1 y la proposicién 2.2 dicen que P, = WS(T,p) U WsChpz)
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Y que WS(T,pl) es un abierto de P, donde P, =P [{po}. De-
bemos probar que Po‘: wS(T,pl). Si este no fuera el caso
se tendria que la frontera de NS(T,pl)'es un subconjunto A
de P0 no vacio e'invariante por T. en consecuencia (Teorema
2.1) T tendrfa un punto fijo en A. Esto contradice

Fix(T) N P, = # vy termina la primera mitad de la prueba.

Supongamos ahora que (4.6) es satisfecha para cada soTucién
positiva (u,v) de (4.2); de los Corolarios 2.3 y 2.4 y del Teore

ma 0.1, parte (b) se concluye que
(0,8) € {(x,y) e P: 0 < x <1<y} U{(x,y) eP: x>1=y}

(4.7)

AFIRMACION. No puedé ser a >1 = 8. En efecto, supongamos que
esto fuera cierto y tomemos una solucién positiva (u,v) de (4.2)
con u(0) + v(0) < 1; entonces existe t, > 0 tal que

u(ty) + v(t,) = 1. Pues, en caso contrario se tendrfa v'(t) > 0
(t > 0) 1o cual contradice el hecho que v(t) » 0 (t » +»). Es
cojamos t, > 0 tal que u(t) + v(t) <1 si 0<t< t, v
u(to) + v(to) = 1 entonces v'(t) >0 si 0 < t< t, ¥ v'(to)=0.
Por otra parte v'/h es diferenciable y

)2

(v'/h)'(tg) = (o = 1) gt duty) v(ty,)" > 0

Luego, vVv'/h es estrictamente creciente alrededor de to y de

aqul v'(t) <0 si te (to -e, t_ ) para algin €; 0 < e < t,-

0
Esto contradice v' > 0 en (O,to) y prueba la afirmacién.
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Ahora de (4.7) se tiene a <1 < @ y por la parte (a] no

puede ser o = B8 = 1. Esto termina la prueba de (c].
(d) Es andloga a la prueba de (c).

(e) Supongamos o > 1, B > 1; del Corolario 2.4 y la proposi -
cién 4.1 tenemos Fix{(T) N Py = {p3}. Ya que (u(t,p3),
v(t,p3) = pjy se sigue de la nota 2.5 que T'(p) tiene 1los
mismos autovalores que A(1), donde A(t) es la matri; funda

mental, con A(O)=identidad, de un sistema de la forma

x' = - G(t) [x +yy] . y' o= - H(t) [Bx + y] (4.8)

con G, H: R > IR funciones continuas positivas l-periddi-

cas y vy, 6 constantes positivas tales que y§ =aB.

De la nota 2.5 tenemos que los autovalores de A{(l) son rea-
les positivos con producto menor que 1. Por otra parte wS(T,p3)
no es abierto (pues en caso contrario P | {po} seria unidon de
tres abiertos disjuntos) y asf A(l) tiene un autovalor en [1l,»).
Supongamos que A =1 es un autovalor de A(l) y sea (x,y) una solu
cién l-periddica no trivial de (4.8). De la proposicidon 1.1 te
nemos x.y < 0 y sin pérdida de generalidad podemos asumir que

x >0 > vy.

Elijamos t, € R tal que x(tz < x(to) (t e R), enton-

ces x'(t))=0 y existe una sucesion t; >t 't <t tal que

o’
x'(tn) > 0. De aqul; teniendo en cuenta que x'/G es diferenciable,
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conc¢luimos que
| . : x'(tn)
(x'/6) (t,) = 1im (t -t 16(t, ] =0

U

lo cual equivale a decir que y'(t ) > 0. Esto muestra que
dx(to) + y(to) < 0; pero sabemos que x‘(jo) =0 luego x(to) =-yy(to)
y en consecuencia (1 - y8) y (to) < 0. Ahora teniendo en cyenta
que y < 0, deducimos 1 - y8 > 0. Esto contradice oB > 1 y

prueba la primera mitad de (d).

Reciprocamente, supongamos que Fix(T) N P0 = {p} y que
T'(p) tiene un autovalor en (0,1) y otro en (1,o). De la proposi
cién 4.1 (a) se tiene a8 # 1 (en caso contrario Fix(T) conten -
dria el segﬁento que une p; con pz). Y por la proposicién 4.1(b)
(1-a) (1-B) > 0. Si fuera o <1, B < 1 se tendrfa de la parte

(b) de este teorema que WS(T,p) = Py en consecuencia T'(p) ten

0
drfa sus autovalores en (0,1]. De agui o >1 y B8 > 1, lo cual

termina la demostracion.

En Ta parte (b) del teorema 4.2 también puede probarse que

T'(p) tiene sus autovalores en (0,1).

En la parte (a) del Teorema 4.2 puede probarse, usando 1los

argumentos del Corolario 1.2, que Fix(T) = I}ls sz-
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