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INTRODUCCION

La larga cadena de resultados que conforman el desarrollo del
método Directo o Segundo Método de Liapunov, llamado asi desde la pu
blicacidon de la famosa memoria de su iniciador, tiene su antecedente
mas inmediato en el Teorema de Lagrange de la Mecdnica Analitica, el
que da una condicion suficiente para que cierta posicion de un siste
ma mecanico conservativo sea un punto de equilibrio estable del sis-
tema. Este teorema, que fue formulado por Lagrange y mas tarde de -
mostrado por Dirichlet, puede enunciarse del siguiente modo: ''Si en
cierta posicién del sistema la energia potencial V = V(x) tiene un
minimo, entonces esta posicidén es un punto de equilibrio estable'.
Aquil se supone que el estado del sistema se describe por cierto vec-
tor x(t) € E" y su derivada x(t), y que existen dos funciones conti-
nuas K = K(x,x) y V = V(x) (energfa cinética y energfa potencial)que
satisfacen la ley de conservacidén K+V = etc. Si estas funciones son
de clase C], las posiciones de equilibrio pueden definirse como aque
Ilas en las que grad V = 0. Al estudiar un punto de equilibrio pue-
de suponerse que es el origen x=x = 0 y ademds que V(0)=0, ya que es

ta funcidn se define salvo una constante arbitraria.

En la estdtica, Torricelli habfa enunciado cierto principio (an
terior a é1) para las posiciones de equilibrio estable, una versién
del cual podrifa ser: "En un sistema de cuerpos sGlidos en equilibrio,

el centro de gravedad ocupa la posicidn relativa mas baja posible'.
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El Teorema de Lagrange puede considerarse una generalizacidn del Prin

cipio de Torricelli.

Un poco mas tarde, Routh aplicd el Teorema de Lagrange y encon -
trd un criterio de estabilidad para ciertos movimientos periddicos
Muchos eminentes matematicos y fisicos del siglo XIX se ocuparon de
cuestiones de estabilidad-Lagrange, Kelvin, Routh, Zhukovskii, Poin-
caré-pero el problema general de la estabilidad del movimiento en su
forma clasica fue resuelto por Liapunov en 1892 y, por cierto, enuna
forma completamente satisfactoria. Liapunov considera una funcién V,
hoy 1lamada funcién de Liapunov, que generaliza la energia potencial
del Teorema de Lagrange, demostrando que bajo ciertas condiciones,el
punto de minimo de esa funcidn es una solucidn estable o ''equilibrio"
del sistema. El nicleo del Método Directo de Liapunov estd constitui
do por tres teoremas: sobre estabilidad, estabilidad asintética e ines
tabilidad, respectivamente, cuyas demostraciones son relativamente fa
ciles, y se basan en el uso de la funcién V y de su derivada a lo lar

go de las soluciones del sistema.

Durante 30 6 40 afios los trabajos de Liapunov apenas si tuvieron
continuadores, pero a partir de la década del 40 se produce‘un desa-
rrollo cada dia m3s vertiginoso en un gran nimero de temas originados
o relacionados con los métodos de Liapunov y la teoria de la estabili
dad, y se reconoce cada vez mas su importancia tebrica y practica ,

tanto en la ingenierfa como en otras ramas de las ciencias aplicadas.
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En la disertacién de Liapunov (la memoria de que hablamos es su
Tesis Doctaral) es ya importante la misma definicién de estabilidad,
que se introduce por primera vez con rigor matemdtico. Esta nocidn
probablemente es la que mas diversas acepciones tiene en toda la Ma-
temdtica. Después de los conceptos de estabilidad y estabilidad asin
tética introducidas por Liapunov, aparecen la estabilidad uniforme ,
asintdética uniforme, exponencial, equiasintética, global, cuasi-asin
totica, y muchas otras, asi como sus combinaciones, como la estabili
dad asintética uniforme global o la cuasi uniformemente asintética.
Adem3s se estudian conceptos relacionados como la estabilidad segun
Poisson y otros tipos de acotacién. Considérese ademds que estas de
finiciones corresponden a cierta ''clase' de esfabilidad: la estabili
dad respecto a perturbaciones instantaneas. En cuanto a perturbacio
nes ''permanentes'' o ''de accién continuada'' (Duboshin) existen la es-
tabilidad total, la integral, la estabilidad en media, etc. Paré es
tudiar los movimientos periddicos se utiliza la estabilidad orbital
(Poincaré). Posteriormente se han introducido la estabilidad even -
tual, la estabilidad practica, los distintos tipos de estabilidad''en
variaciones!, la estabilidad absoluta (para sistemas de control), la
estabilidad respecto a una funcién (Corne), la estabilidad de conjun
tos, las estabilidades Lp, la estabilidad parcial (Rumidntsev), 1la

estabilidad relativa, y muchas otras.

Los prefijos y combinaciones de palabras no son ni con mucho su

ficientes, y llega a hacerse necesario numerar las definiciones. Se
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- comprende que haya existido una enorme proliferacidon de trahajos, v
al mismo tiempo, esfuerzos encaminados a lograr regularidad en ese

caos de conceptos y de terminologfias.

Uno de los primeros intentos en tal sentido los realiza Massera
[7i] aunque reconoce que considera s6lo una parte de los conceptos -
(aparte de que en esa fecha alin eran relativamente pocos). En. ese
trabajo, plantea la necesidad de considerar también perturbaciones en
el flujo del tiempo e introduce distintas topologias en el espacio de
los “relojes" (funciones de [0,#0) en [0,+°); estas ideas no se han
desarrollado posteriormente. Massera argumenta su opinién de que no
debe existir un concepto de estabilidad Gptimo y que en cada situa -
cién debe utilizarse uno que corresponda no s6lo el fendmeno que se

estudie, sino al punto de vista que se adopte. Hoy en dia se mantie

ne la opinidn de que es efectivamente asT.

Otros intentos de crear una teorfa unificada han sido realizados
bor Movchan, Gilbert y Knops, etc., y sobre todo por Hahry [FQ] donde
se establecen unas 80 definiciones de conceptos relacionados con la
estabilidad. En [?6] mediante el uso de cuantificadores, se efectud
“una divisién en estabilidad de Liapunov (19 de cuyos tiposrse refie -
ren con la nomenclatura en uso) y de Poisson (se mencionan 9 nombres)
y se establecen propiedades relativas a la comparacibén entre los ti -
pos de estabilidad. Otro empefio bastante fructifero que continGa al
anterior es [}#ﬂ (aquT llegan a considerarse formalmente 184,320 con

ceptos diferentes).
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En resumen, no puede decirse, hasta el momento, si algiln tipo de
estabilidad es m3s importante que otros. No obstante, juzgando por
las aplicaciones y la frecuencia de su estudio, podemos pensar que la
estabilidad asintdética y la global, consideradas en este trabajo, se

encuentran entre las mis importantes.

Para el anh3lisis de la estabilidad de los sistemas no lineales se
puede utilizar en determinados casos el método de la primera aproxima
cidon (que histéricamente ha jugado un papel relevante). Pero el Gni-
co método general que se aplica a sistemas no lineales es el Segundo

Método de Liapunov, que presenta ventajas ostensibles.

En el gran desarrollo que ha tenido este método y la enorme pro-
liferacion de trabajos destinados a demostrar la estabilidad bajo con
diciones menos restrictivas que las planteadas originalmente por su
creador, pueden distinguirse dos enfoques fundamentales: el que utili
za el llamado Principio de Comparacidn cuyos comienzos deben buscarse
en los trabajos de Chaplyguin, Kamke, Wazevski y A. Stokes y que fue
desarrollado fundamentalmente por Corduneanu |:32:|, [33:[, [35] y exten
dido por Lakhsmikantem, Leela, Matrosov, Peiffer, Rouché, etc. y el
de trabajar directamente modificando los mismos teoremas e intentando
rebajar hipétesis. Por ejemplo, se trata de que V no sea definida po
sitiva, sino solamente no negativa, que V' no sea definida negativa,
que V no sea diferenciable, etc. Todo esto, por supuesto, tiene su
fundamento en las necesidades de la practica. En esta lTnea se ins-

criben los resultados de los capitulos | y Il del presente trabajo.
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Este enfoque ha sido el mas trabajado, y resultaria extremadamen
te engorroso relatar siquiera los resultados mids importantes y la si-
tuacién actual en todos los aspectos relacionados con nuestros resul-
tados. Digamos, no obstante, que en los Gltimos tiempos la teoria
cldsica de Liapunov se ha desarrollado consideramente para los siste-
mas autdnomos, pero mucho menos para los sistemas no auténomos‘(que
en este trabajo se consideran), y el encontrar funciones de Liapunov
que satisfagan tales o cuales hipotesis de algin teorema que dé cier-
to tipo de estabilidad es aiin un serio problema, y por eso es sumamen
te conveniente tener criterios que exijan menos condiciones a las fun

ciones de Liapunov.

En los resultados que se obtienen en los capftulos | y II, la
idea comlin es que se exige a V' determinada mayoracidén solamente en
cierto conjunto y no en toda una vecindad de la situacidn trivial,con
lo cual no se le exige que sea definida negativa y ni siquiera no po-
sitiva. Tampoco se exige a la funcidn V que tenga cota superior infi-
nitamente pequeiia (ver observacién 1.4). Esto hace que los criterios
sean muy flexibles y relativamente faciles de aplicar en casos en que
los criterios clasicos no funcionan, como se puede comprobar en los
ejemplos que planteamos. En particular, pueden aplicarse a casos en
que la regidn de atraccidn es asintSticamente contractiva [43]. Los
resultados de los capitulos | y Il generalizan teoremas clasicos co-
mo los de Liapunov, M;lkin y Krasovskii, y otros mis recientes —como

el de Haddock [L6].
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En los capitulos Il y IV se utilizan también funciones de Lia-
punov, pero con el objetivo de demostrar la existencia de variedades
invariantes para ciertos sistemas diferenciales. Esta propiedad cua
litativa, asi como el estudio del comportamiento de las trayectorias
en las cercanias de esos conjuntos excepcionales, ha sido un tema de
estudio de primera magnitud en la Teoria Cualitativa desde los tiem-
pos de Poincaré, quien introdujo el concepto de variedad invariante
(en su caso, curva invariante). Los primeros resultados sobre Esta-
bilidad Condicional se deben a Liapunov (bajo condiciones de analiti
cidad) y Poincaré. Perron estudié casos no analfticos ni lineales,
pero aln bajo condiciones muy restrictivas. No obstante, la versidn
usual del teorema correspondiente [:18] [:31] se conoce como Teorema
de Perron. Pliss Iblj demuestra la existencia de una variedad inva-
riante para un sistema auténomo con parte principal lineal, y Monakov
[Bé] [Bé] desarrolla el trabajo de Pliss, analizando el caso en que
la parte principal del miembro derecho del sistema estd constituida
por formas de grados mayores que 1 (y el miembro derecho es continua
mente diferenciable). Otros resultados, también con ciertas particu
larizaciones se dan en ]:15:] Y [:37:[ . Nosotros consideramos en el Ca
pitulo 11 una situacién mas general que en todos estos casos, en la
cual la parte principal no es lineal ni homogénea, y ademas hay depen

dencia del tiempo.

Respecto al Capitulo |V, para sistemas con 6rbitas periddicas se

han estudiado sobre todo perturbaciones que son también periddicas, o
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dependientes de un parametro pequefo (IBZ], I?SJ, etc.) y no conocemos
de antecedentes en la literatura sobre resultados semejantes al que se

plantea.

Los teoremas principales de los capitulos Il! y |V se demuestran
utilizando el principio de Wacevsky que hoy en dia constituye una he -
rramienta importante en la Teoria Cualitativa. Fue establecido inicial
mente para ecuaciones ordinarias con unicidad, y se extendid después a
ecuaciones sin unicidad, vy también’a ecuaciones diferenciales generali
zadas. Ademds, se ha aplicado a resultados de inestabilidad, de conti
nuacion de soluciones, etc. El procedimiento que introducimos para de

mostrar los resultados fundamentales de los capitulos IIl y IV tiene

su antecedente en ideas utilizadas en [37:[ y [16] .

En lo que sigue, los nimeros que aparecen a la derecha en una 17~
nea indican, como es usual, la férmula, desigualdad, etc. que aparece
en esa liTnea; pero también, segiin el contexto, puede representar la
proposicion que comienza después del dOltimo punto ortografico yAtermi
na en la formula o desigualdad en cuestién. Por ejemplo, en la Propo
sicién 2.2, donde dice "'si se satisfacen... (2.7)..." el nimero (2.7)
equivale a la proposicidn que empieza con ''Dados t, > a...'""'y termina

con la desigualdad que est3 en la lTnea de (2.7).



CAPITULO I

CONDICIONES SUFICIENTES DE ESTABILIDAD

§0 . INTRODUCCION.

En este capitulo se obtienen cuatro teoremas que dan condiciones
suficientes de estabilidad, equiestabilidad asintdtica, estabilidad
asintética y estabilidad asintGtica global, respectivamente, que gene
ralizan resultados conocidos (véase Observacidn 1.6). La idea b3sica,
comin a todos los resultados, est3 relacionada con el conjunto sobre
el cual se exigen condiciones a la derivada de la funcién de Liapunov
con que se trabaja. Se plantean ejemplos que aclaran los resultados

y sus relaciones con otros ya conocidos.
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§0. NOTACIONES Y DEFINICIONES BASICAS.

Consideraremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

d
=Yty (1.1)
donde y € " y Y:Ha h E” es un campo vectorial continuo. .
’

H = {(t,y) € ExE": t > a, ly| < h }.
a,h —

a€Eyh>0 son nimeros reales (puede ser también h= + =), E" es

X . . . n
el espacio real n-dimensional. |.| representa cualquier norma en E ;

E = El.

Se supone que en Ha h la funcién Y(t,y) satisface alguna condi -
9
cidn suficiente para la unidad de las soluciones de (1.1) por cadapun
to, es decir, para cada (t_,y ) € H existe una Gnica solucidn
o’’o a,h
y(t,yo, to) que satisface y(to,yo,to) =Y, Y estd definida en alglinin
tervalo maximal t < t < t, a la derecha de to: El valor t; se carac

teriza porque o es + ®, 0o ly(t,to,yo)l > h si t~> t; .

Si no hay lugar a dudas, pondremos H_ =H, y y(t,to,yo) y(t).
H
S denotard al conjunto de las soluciones de (1.1). La clausura, el
interior y la frontera de un conjunto A se denotan, respectivamente,

— O
por A, A, FrA'

Es conocido que de la unicidad se infiere la continuidad de 1a

funcién y(t,yo,to) respecto a todas sus variables. Ademas, de la
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existencia y la unicidad se deduce la sigquiente propiedad, denominada

"'econtinuidad integral® (|:18], I:IOO]).

""Dada ¢(t) € S y dados &, Ty t E>0y T >t > a, existe § > 0 tal
que si y(t) e Sy Iy(to)-¢(to)| < 8, entonces para todo t e[}o,Tj se

tiene que |y(t) - o(t)| < &".

Supondremos que para todo t > a es Y(t,0) =0, lo cual significa

que el sistema (1,1) posee la solucién trivial y = 0 (vector nulo de

n
E).
Si M es una matriz, |M| denotard su norma:

[M| = sup{ %ﬂ5+ : x e EM}
x

o equivalentemente; M es la rafz cuadrada del mayor valor propio de

MtM. Mt es la transpuesta de M. | es la matriz identidad en e,
DEFINICION 1.1.

Diremos que la funcién V(t,y) definida en H y con valores en E
es definida positiva, si existe una funcién w:{y € E"; |y| < h} » E
continua tal que para (t,y) € H es V(t,y) > W(y) > 0 si y#0, V(t,0)=0.

AW la llamaremos funcién asociada a V(t,y).

En lo que sigue, las funciones V(t,y) serdn consideradas a lo
largo de las trayectorias del sistema, y pondremos para una solucidn

y(t,yo,to) VYt,yo,to) = V(t,y(t,yo,tO)) o simplemente V(t). Si exis

dv(t)

te la derivada total qt

se dice que la funcidn V(t,y) es dife -
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renciable respecto al sistema (1.1) a lo largo de la trayectoria en
cuestidon. Si esta derivada existe para cualquier trayectoria en los
puntos de H, se dice simplemente que V es diferenciable respecto al
sistema. Para trabajar con hipdtesis menos restrictivas, suele asu-
mirse la existencia de solamente uno de los nimeros derivados de V(t).
Consideraremos la derivada superior por la derecha

V(t+T)"V(t) . (1'2)

DT v(t) = lim sup T

+
>0

Si V(t,y) satisface localmente una condicién de Lipschitz en H, pue-

de probarse que

0¥ V(t) = lim sup % {v(t+h,y+h Y(t,y))-v(t,y)} (1.3)
h-0

(véase, por ejemplo |100]). Y si V(t,y) € C](H) entonces es eviden-
te que

W W () + & ey (ey) (1.4)

%¥ (t,y) es el gradiente de la funcién V(t,y) respecto a (yl""’yn)=

n
=y, '"",'" denota el producto escalar en E .

De este modo, en ambos casos (V localmente lipschitziana o con-

tinuamente diferenciable) puede calcularse DV (t) 6 E!%%l a partir
de V(t,y) y del miembro derecho de (1.1) sin necesidad de utilizar

las soluciones del sistema. Precisamente en esto consiste la venta-
ja del 2do. método de Liapunov, que por ello se llama también ''direc

to''.
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DEFINICION 1.2.

Diremos que V(t,y) es una funcidn de Liapunov{ondremos}V(t,y}e¥)
si V(t,y) es definida positiva y continua en H y existe DV (t) para

cada solucién y(t) con (t,y(t)) € H.

+
En lo que sigue denotaremos por V'(t,y) a la derivada D V(t) vy

dv(t)
dt

‘también a en caso de que exista.

Si A H la restriccién V' (t,y) A significa que para (t,y) € A
se calcula (1.2) en t=t con V(t) = V(t,y,t), o bien (1.3) & (1.4) en

t=t, y=v.

Las diferentes definiciones de estabilidad que aparecen en la
literatura a veces tienen los mismos nombres y no son equivalentes
(véase [26], [k3] , [b4], etc.) de modo que precisaremos las que va
mos a utilizar. Se supone que el estado de equilibrio (solucién tri
vial) de (1.1) es aislado, o sea, no existey # 0 con |y | < h tal

que Y(t,y) = O para t> .
DEFINICION 1.3.
El estado de equilibrio y=0 es

(a) ESTABLE si:

Dados t,>2ay £ >0 existe § = § (E,to) > 0 tal que si lyol< 8

entonces para t > t_ es y(t,yo,to)l <Eg.

(b) ATRACTIVO si:
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Para t_ > a existe § = 8(t)) > 0 tal que dados £ >0 y y, con

lyol < § existe 1‘=T‘(€,to,yo) que verifica: si t > t0 + T entonces

ly(t,y .t )] < &

Con otras palabras: dado t, > a existe 6 =6(to) > 0 tal que si

ly | <8, entonces lim vy(t,y ,t ) = 0.
o oo 0’0

(c) ASINTOTICAMENTE ESTABLE si:
Es estable y atractivo.
(d) EQUASINTOTICAMENTE ESTABLE si:

Dado t_ > a existe 6==6(to) >0y dado £ > 0 existe un valor
T=r1 (E,to) tal que si Iyol<5 y t>t_+T, entonces Iy(t,yo,to)l <E .
Mis brevemente: es equasintdticamente estable si es estable y atracti

vo y ademds el limite en (b) es uniforme respecto de Yo paralyol < 8.
(e) GLOBALMENTE ASINTOTICAMENTE ESTABLE si:

Es estable, h = + « y dados to-i ayy, arbitrario, se tiene que

ly(t,y ot )] >0 sit >+,

En estas definiciones se sobrentiende que la solucidn y(t,yo,to)
estd definida para todo t > t,- Las definiciones originales de 'es-
table' y "asintéticamente estable! dadas por Liapunov [70] consideran
el instante inicial t, fijo. Aqui se plantea el caso mias general en
que t_ es arbitrario en el intervalo I:a,+ @) como en]:liO], |:96] ,|:93:],

etc. Tomando la definicién de Liapunov, puede comprobarse que si una
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solucidn es estable respecto a un instante inicial to’ lo es respec-
to a cualquier 6tr0'instante inicial té > to’ y lo mismo vale para
la estabilidad asintdética, pero el nimero § depende de t, Y esto es
importante en las aplicaciones. Es interesante sefialar que las pro-
piédades "estables'" y "atractivo'' son independientes; la combinacidn
"inestable (que significa no estable) y atractivo' puede darse.inclu
so en sistemas aut6nomqs de segundo orden, como muestra un ejemplo
construido por Vinograd DOQ]. La definicion de equiasintdticamente
estable es introducida por Massera en [78]. La estabilidad asintdti

ca global fue estudiada por Barbashin y Krasovskii D]].

Un andlisis muy cuidadoso de la definicion de estabilidad en re
lacién con la uniformidad aparece en [43] donde también se analiza
la importancia de tomar el instante inicial t, arbitrario en cierto

conjunto.
§2. CONDICIONES SUFICIENTES DE ESTABILIDAD Y ESTABILIDAD ASINTOTICA.
Consideremos la siguiente proposicién.

(o) Dados t >ay B >0 existe § = § (e,to) >0 tal que si

: /
y(t,yo,to) €Sy |yo| < § entonces para t > t_es V(t) <0 .
LEMA 1.1.

Si V(t,y) es definida positiva y se satisface (a), entonces la

solucidn trivial de (1.1) es estable.
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DEMOSTRACION.

(Supongamos (a) cierta y sean t >ay £ >0 (£ <h). Sea W(y)

la funcién asociada a V(t,y) y tomemos

6 = inf{W(y): ly] =&} >0. (1.5)

.~

Para 0 = eg consideremos § determinado por la condicién (a) vy
que ademads cumpla § < &. Sij y(t,yo,to) eSSy Iyol < §, necesariamen
te para t > to tiene que ser Iy(t)l < £ ya que si para algln valor
t=1t, >t es IY(t1)| = £ tendriamos segiin (1.5) que V(t1Xi W(y(thi

> 6 £ y esto contradice (o).

La demostracién de este lema, asi como la del Lema 1.2, estan
contenidas en las de los correspondientes teoremas de Liapunov []8] ;
los exponemos para mayor comodidad y para destacar que en los mismos
no se impone ninguna condicién sobre V'(t,y). Sea ahora la condicién

siguiente:

A. Existe V(t,y) € tal que dados to-z ay & >0 existen TE__>_'to Y

una funcién lg(t) €’C][3é,+w) que verifican

£.(t) >0; lim sup £,.(t) < £ V' (t,y)
2 o &= Re

< Ké(t) (1.6)

donde Ry ={(t,y) € H: t > Tes v(t,y) = Zg(t)}.

TEOREMA 1.1.

Si se cumple la condicién A, la solucidn trivial de (1.1) es es-

table.
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De acuerdo con el Lema 1.1 basta probar la condicién (0). Sean
t, >ay® >0, y consideremos la hipotesis A con § = 6/2 y corres -
pondientes T6/2 y Zelz(t). Como V(t,y) es uniformemente continua en
|}0,T6/2]><{|y | < h}y Vv(t,0) =0 tenemos que existe §, > 0 tal que

si |y] 5_6] entonces
para t E[EQ’TG/ZJ’ V(t,y) < 28/2(T8/2) . (1.7

Aplicando la continuidad integral en |3b’T6/2]’ para 6] dado existe

§ >0 tal que si y(t) e Sy Iy(to)l < 6] entonces

para t EEto’Te/ZJ es |y(t)] < 8, - | | (1.8)

Combinando estas afirmaciones concluimos que existe cierto § > 0 pa-

ra el cual, si y(t) e Sy |y(to)| < § se tiene que

para t Elto’Te/zj , V(t) < £6/2 (Te/z). (1.9)

En particular, V(TG/Z) < 29/2 (T6/2)’ Teniendo en cuenta (1.6)

la curva (t,V(t,yo,to)) no puede salirse de la regién

{t>71 0 < v(t) < 4£,,,(t)}.

6/2’ 0/2

De este modo, lim sup V(t) < 6/2 y por lo tanto existe T > t
- - o
t->+oo
tal que para t > T es V(t) < 8. Ese valor de T es comiin para todas
las soluciones y(t) con |y(t0)| < §. Aplicando la continuidad inte-

gral en I}b,T] , del mismo modo que se obtuvo (1.9) se‘comprueba que
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puede tomarse § de modo que para t SE}O,T] también se tenga V(t)< 6.

Queda demostrada la condicién (o).
COROLARIO 1.1.

Supongamos que para el sistema (1.1) se satisface la condicién

siguiente .

A Existe v(t,y) € &£ tal que para t,>ay £ > 0 dados, existe

>
Tg__ t, tal que

Vi(t,y)| <o (1.10)
%

donde Qg.={(t,y) € H: t > Tg, v(t,y) = €} .

Entonces la solucidn trivial de (1.1) es estable.
DEMOSTRACION.

Se satisface la hip6tesis A con Kg(t) £,
OBSERVACION 1.1.

De la demostracidn del Teorema 1.1 se desprende que la condicidn
A puede ser modificada tomando en (1.6) el signo < en la Gitima de-

sigualdad, pero considerando una regidn del tipo

e
EiY

Re

= {(t,y) eHd: t > T , Kg(t) < V(t,y) < Kg(t) + p(t)}

con p (t) > 0. En igual-sentido puede modificarse el corolario 1.1.
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OBSERVACION 1.2.

Para la demostracién del Teorema 1.1 no interesa que sea Rg ¥ 0.
Lo mismo es v3lido para los conjuntos Ro Y Dg que aparecen en los
teoremas 1.2 y 1.3. Sin embargo, puede comprobarse que si & es su
ficientemente pequefio y Tg suficientemente grande, -estos  conjuntos

-«

son no vacfos. (ver Apéndice I.1).
Consideremos ahora la condicidn siguiente:

(B) Dado t, > a existe § = G(to) > 0 tal que si y(t,yo,to) €S vy

|yo| < §, entonces V(t) > 0 si t >+,
LEMA 1.2.

Si V(t,y) es definida positiva y satisface la condicién (B) el

equilibrio y=0 es atractivo.
DEMOSTRACION.

Supongamos (B) y sean t,>ay el valor § dado por (B). Sea
la solucidn y(t,yo,to) con Iyol <§ vy tomemos £ >0 vy Gg como en
(1.5). De acuerdo con (B) sabemos que existe T = T(Gg, to,yo) =
= T(E,to,yo) para el cual se tiene que si t >t + T , es v(t) < GE.
Como en el Lema 1.1 esto implica que si t > ts + T, es ,y(t)] < E.

Queda probado que el equilibrio de (1.1) es atractivo.
OBSERVACION 1.3.

Si en la condicién (B) se considera que V(t) 7 0 si t >+
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respecto de y, con |yo| < §, entonces en el Lema 1.2 se obtiene que

también y(t) 3 0, ya que en ese caso T no depende de Y-
Consideremos ahora la condicién siguiente:

B. Existe V(t,y) ¢ jf tal que dado to_i a existen un nimero T > to y

P ] -
una funcién 2 (t) € C [T,+ ®) tales que

-

£(t) >0 1im 2(t) =0 V' (t,y)| < £'(t) (1.11)

t>4oo R
o

donde R, = {(t,y) e H: t > T, Vv(t,y) = £(t)} .
TEOREMA 1.2.

Si se satisface la condiciéon B, la solucién trivial de (1.1) es

equiasintoticamente estable.
DEMOSTRACION.

Como la condicién B es mas fuerte que A, por el Teorema 1.1 la
solucién trivial de (1.1) es estable. Sea t, > a. Consideremos
T 2t dado por la condicién B y tomemos § de modo 'que si y(t,yo,to)s
€Sy Iyol < 6§ se tenga que V(t) < £(t) para t, S t<T (esto  se
hace del mismo modo en que se obtuvo (1.9). De acuerdo con (1.11)es
V(t,yo,to) < £(t) para t > T. Entonces liTmV(t,yo,to) =0vyel limi

te es uniforme respecto a Y, Para [yof‘i §. Basta ahora aplicar el

Lema 1.2 y la Observacidn 1.3.

EJEMPLO 1.1.
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Sea el sistema de orden n
d 2
E% = ~qy + (1 + exp(t)) ]yl y

Tratemos de determinar valores de o para los cuales la solucién
trivial del sistema es equasintdOticamente estable. Consideremes

v(t,y) = Iy[2 y £(t) = T:T%;BTfY con 8 > 0. Se tiene que para

B<oay a>1/2 es

vty < 2'(t)

R
o

Por lo tanto, si a > 1/2 segiin el Teorema 1.2 hay equiestabilidad
asintética. Este ejemplo se analiza en [}3] donde se obtienen los

mismos valores de o pero se concluye solo estabilidad asintética.
OBSERVACION 1.4.

Ha sido utilizada por Liapuwov en su teorema sobre la estabili-
dad asintdtica, y considerada en [75] ,[78], [49], [148], [109], etc.,
la condicidn sobre V que Liapunov 1lamd de ''cota superior infinita -
mente pequefia'', también denominada por otros autores ''V es decrecien
te'' o ' es uniformemente pequefia''. Esta condicidn es la siguiente:
Dado & > 0 existe § > 0 tal que si |y|] <8yt >t entéhces v(t,y)<g
(Es decir; V(t,y) >0 si |y| = 0, uniformemente respecto de t > to).
Las hipdtesis del Teoremas 1.2 no implican que V(t,y) tenga cota su-

perior infinitamente pequefia, como lo demuestra el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 1.2.
Sea la écuacién

STe-zt>t >a> 2

(@)

La solucidn general es x(t) = X [exp - -[];-(t2 - ti )] por 1o que la

‘solucién trivial es equiasintéticamente estable.

Sean V(t,x) = tx2 y L(t) = %—. Se tiene que

R

' 1 1
Vi(t,x) [, =—5-1<~—==2'(t)
o t t?

de modo que se cumple la condicién B para cualquier T tO y eviden-
temente, V(t,x) no tiene cota superior infinitamente pequefia. Res -

pecto al Teofemav],Z véanse también apéndices 1.3 y |.L,
TEOREMA 1.3.

La solucién trivial de (1.1) es asintéticamente estable si se
satisface la siguiente condicion:

C. Existe V(t’y)be jf‘y para t_ > a existe un nimero k < 0 tal que

dado £ > 0 existen TE >ty (TE >4+ o gi £ ->0) y una funcién

hg(t) € Cl:Tg , + ©) que verifica
. + o
hg(t) <0 [TE hg(t)dt < k (1.12)

y ademas,



_23_

vi(t,y)l] < hg(t) (1.13)
P

donde Dg = {(t,y) e H: t > Tg, v(t,y) > gk
DEMOSTRACION.

La estabilidad es inmediata a partir del Corolario 1.1. Utitli-
zando el Lema 1.2 es suficiente probar que para lyol pequefio se tie-

ne que V(t) 0 si t > + =,

Notemos qde'la condicidén C implica la condicién A. (En efecto:
suponiendo C verdadera, dados tO y & tomamos Tg de la condicién C

y Kg(t) = £, con lo cual se verifica A).

Segln Ta demostracidon del Teorema 1.1, se satisface la condicién
(a) y podemos asegurar que existe § > 0 tal que si y(t,yo,to) €S vy

Iyol < 6, se tiene que

~k
: - 2 Ly
para t > t_, v(t) < > - (1.1L)
Supongamos-por el absurdo que
lim sup V(t) = A >0 . ' (1.15)

oo
Hay tres posibilidades:

(1) Existe T > t, tal que para t > T es V(t) > %-. Tomemos & <-% y
suficientemente pequefio de modo que sea Tg.i T. Entonces péra

t> T, (t,y(t) € D Integrando en (1.13) sobre [ﬁé,t} con
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(3)

-2k

t > Tg tenemos

v(t) < V(Ty) +J he(s)ds . (1.16)

£

De acuerdo con (1.12), para t suficientemente grande es

T

t
( h.(s)ds < k/2
1. &

y como V(TE) < - k(2) segdn (1.14) quedarfa que para esos valo-

res de T es V(t) < 0 lo que contradice la posibilidad de V(t,y).

Existe T > t, tal que para t > T es V(t) < A/2. Esto es eviden-

temente imposible, pues se supone (1.15).

. . . 4+ o .
Existen sucesiones {tm}m>1 y {Tm}sz crecientes a que satis

facen:

t <1 < t

m < T T v(t ) < A/2, vt ) > A/2 . (1.17)

Si tomamos £ = A/2 y m suficientemente grande de modo que sea

t, > Ty/p tendremos, en virtud de (1.13) y de que V(tm)_i A/2, que

la curva (t,V(t)) no puede salirse de la regién {t >t v(t) < a/2}

y eso contradice la Gltima desigualdad de (1.17). EIl teorema queda

demostrado.

OBSERVACION 1.5.

En la condicidon C se concluye el caso en que para todo § sea

+ o

Te
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y entonces k puede ser cualquier constante negativa, e incluso - e
(modificando ligeramente la demostracién en el Teorema 1.3). En es-

te caso no hay que asumir que TE >+ si & > 0.
OBSERVACION 1.6.

La condicidén C tampoco implica que V(t,y] tenga cota superior in
finitamente pequeifa. Esto puede verse utilizando el mismo ejemplo 1.2
con a 2, V(t,x) = txz, hg(t) =-& t/2. Tg > t, arbitrario y k = -,

Resulta
vt < £- 1 < he(o).
€

Los Teoremas 1.1 a 1.3 generalizan (en el sentido de que tienen
las hipbtesis mids débiles) los teoremas ;]ésicos de Liapunov y otros
resul tados posteriores. Por ejemplo, puede demostrarse directamente
que las hipdtesis de los teoremas de Malkin [?SJ (el cual da sélo es
tabilidad) Hhn ([48]) Haddock ([46]) etc. implican la condicién C

(ver Apéndice 1.2).

Otra razdén que héce pensar que debe ser dificil debilitar la hi
pétesis del Teorema 1.3 es la siguiente: como se sabe, la estabili -
dad asintética y la estabilidad equiasintStica son propiedad muy cer
cana (si el sistema es lineal, autbénomo, periédico o de dimensidn
uno, estas propiedades equivalen segiin demostrd Massera en [?8]);
pues bien, la condicion C no implica la estabilidad equiasintética ,

como lo muestra el siguiente ejemplo(el sistema estd tomado de[:96 :)) .
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EJEMPLO 1.3.

Sea el sistema

_.2
x=—Y_ - x
re
xet
y == t>t >a>3 ‘

donde r2 = x2 e2t + yz, r > 0.

Mediante el cambio de variables dependientes

X=re t cos 8 y=1rsen§

el sistema queda en la forma

F=0

D
L]

sen O

y a partir de aqui puede verse que la solucién trivial es asintGtica

mente estable, pero no equiasintdticamente estable.

Puede comprobarse que se satisface la condicidon C para

Vix,y,t) = r2 f(t) y hg(t) = %f'(t)

donde

f(t) =1+ =5 con 0<pc< 1.
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TEOREMA 1.4,

Sea el sistema (1.1} con h = + © y supongamos que se cumpla la
condicién C con k = - ©, Entonces la solucién trivial de (1.1) es

globalmente asintbticamente estable.
DEMOS TRACION.

Sean to >a vy Yy € " arbitrarios, y consideremos la solucidn
y(t,y ,t ) y v(t) = v(t,y(t,y ,t )). Probaremos que lim V(t) = 0.
o’ o o’ o
koo
Supongamos lo contrario, es decir:

Existe § > 0 tal que para cualquier T existe t > T con V(t) > §.

Se tienen dos posibilidades:

(a) Existe T, tal que para t >t es v(t) > 6§ .

En este caso, tomamos el valor Td de la condicién C, consideran
do ademas TSi_TO. Utilizando (1.13) e integrando en [Tﬁ,ﬂ] can
t 2_T6 tenemos
t
V(t)-v(T.) < h.(s)ds
§' — )
Ts

y para t suficientemente grande, se contradice que sea V(t) > 0.

(b) Existen sucesiones {tm} y {Tm}m>1 crecientes a + ® que sa -

mzl

tisfacen, para todo m > 1:

b < T, <ty Vig) <6 vt ) > 8.

Tomemos Td de la condicion C y m suficientemente grande de mo-

do que sea t_ > T.. Entonces la curva (t,v(t)) no puede salirse de
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la regién {t >t V(t) < 8} en virtud de (1.13). Esto contradice que
sea V(Tm) % §
Queda demostrado que lim V(t) = 0. En virtud de la demostra-
-0 :

cién del Lema 1.2 (valida también para el caso § = + ®) se tiene que

[y(t)| >0 si t >+,

.

En el capitulo siguiente, veremos aplicaciones de estos resulta
dos en los cuales los teoremas de Liapunov no parecen ser aplicables,

por lo menos de una forma razonablemente sencilla.

Consideremos la siguiente ecuacidn.

EJEMPLO 1.4.

dy _ -y -

gt ~t+1 Y EE tp 22> -l

yo(to+1)
t+1

Es una sencilla ecuacién lineal, cuya solucién general es y(t)=

y obviamente, la solucién trivial es equiasintéticamente estable.

Este ejemplo es considerado en |:78:| donde se demuestra que no
existe una funcién V que satisfaga las hipdtesis del teorema de Liapu
nov sobre la estabilidad asintStica, y ni siquiera las hipdtesis mas
débiles del teorema de estabilidad de Malkin |75] (es decir, tenemos
la certeza de que esos teoremas no son aplicables). Si tomamos
vit,y) = y2 y £(t) =t % con 0 <a < 2 se comprueba facilmente quées
aplicable el Teorema 1.2. También pueden aplicarse los teoremas 1.3
y 1.4 tomando cualquier Tg (que tienda a + » en el caso del Teorema

1.3) vy hg(t) = %%—f—
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CAPITULO II

ALGUNAS APLICACIONES Y EJEMPLOS

€0. INTRODUCCION.

Utilizando los resultados del capitulo anterior se analizan tres
tipos de sistemas y se obtienen proposiciones que dan condicfones su-
ficientes para un tipo u otro de estabilidad, plantedndose ejemplos
concretos que destacan su importancia. En el andlisis del tercer ti-

po de sistema se generaliza un conocido criterio de Krasovskii.
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s1. EL SISTEMA DF = A(T) 6(Y)-F(T,Y).

Sea'el sistema

%{i= A(t)g(y)-f(t,y) , (2.1)

g ">y f:la,+ ©)x E" > E" A(E) es

donde y = (y],...,yn) e E
una matriz cuadrada de orden n. Supondremos que A(t),g(y) y f(t,y)
son continuas y satisfacen alguna condicidn de unicidad. Supondremos

también las condiciones siguientes:
[A(e)] ~Q si t>+w (2.2)
f(t,0) =g(0) =0 te [a,+=) . (2.3)

Dados £ > 0 vy t, 2 a existen ag >0y Te_i t0 tales que

y.f(t,y) Sg > ag (2.4)

Syl =¢).

donde Sg = {(t,y): t>7T
PROPOSICION 2.1.

Bajo las suposiciones anteriores, la solucién trivial de (2.1) es

estable.
DEMOSTRACION.

Consideremos la funcidn V(t,y) = |y|2. Sean t,o>ay E>0.
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Tomemos un nimero

Me > max (oGl syl =g} vy mo>0 (2.5)

y de acuerdo con (2.2), un valor T, >t tal que si t > T, entonces

i * (2.6)

[ACe) ] <
vE Mg

y sea Tg = max {Tg , T]} . Si Qg = {(t,y):t > TE , Iylz = £} tene-

mos

1 %
= V' (t,y) =[A(t)gly)y-y.f(t,y)] < VE M. -a, =0 .

Basta ahora aplicar el Teorema 1.1.

Para analizar la estabilidad asintdtica consideremos las siguien

tes condiciones.

Dados t,2ay £ >0 existen ag >0y Tg 2t tales que
yflt,y)| > ap (2.7)
D
g
donde
12

Dy = Llt,y): £ 2T, |y]" > g} .

2
Dado £ > 0 existe B, > 0 tal que para |y|” > & es

g

ly] la(y)] < B, (2.8)
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PROPOSICION 2.2.

Si se satisfacen (2.2), (2.3), (2.7) y (2.8) la solucidn trivial

de (2.1) es globalmente asintéticamente estable.

DEMOSTRACION.

Sean t_>a y v(t,y) = yz. Fijemos £ > 0 y tomemos Tg de’ modo

que si
%
t3T£,|A(_t)|_<_ 55
£
Entonces
o
LI - _&
sVt i, <-
€
y se cumplen las hipdtesis del Teorema 1.4 con hg(t) = 0.
EJEMPLO 2.1.
Sea la ecuacidn
dx x3 5
Frialuny savelie (2+sent) x t,>a> 0.
Ln(tT+1)
Aqul tenemos
- 1 _ 3 _ 5
A(t) = — g(x) = x f(t,x) = (2+sent)x
Ln(t +1)

y como se cumplen las hipétesis de la Proposicidén 2.1, la solucidn

trivial es estable.
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EJEMPLO 2.2.

La solucidn trivial de la ecuacién

ax =—2X _  _(2+cos t)x3 t,>a>0 , a>0

dt ta(1+x2)

es globalmente asintSticamente estable de acuerdo con la Proposdicidn

2.2 si se toman

A(t) = t-a, g(x) = x2 f(t,x) = (2+4cos t)x3
1+x
s2. ELSISTEMA DY = = vy R y 4 p(1,Y) .

BT -

Consideremos ahora el sistema

Fa-lyl"y+ ey r>o0 (2.9)

- n. R .
donde nuevamente y € E" y f: la,+°) x E = E" es continua y satisfa
ce alguna condicidén suficiente para la unicidad, ademds de que para
t >a, es f(t,0) = 0.

Sean las siguientes condiciones:

Parat >a y & > 0 dados, existe Tg 2ty tal que
o =

y.flt,y)| <& . (2.10)
S¢

Para t, > a y & >0 dados, existen Tg >ty una funcién hg(t) que
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satisface .las condiciones (1.12) (con k < 0 independiente de £ ) y

tal que

y.£(e,y) | <lyl™? 4 he (¢) (2.11)
De

(AquT Sg es como en (2.4) y Dg como en (2.7)).

PROPOSICION 2.3.

Si se satisface la condicién (2.10) (resp. (2.11)) la solucién

trivial de (2.9) es estable (resp. asint6ticamente estable).

DEMOSTRACION.
Toﬁando v(t,y) = y2 y aplicando (2.10) se ohtiene

l r+2

V' (t,y) s€= 2{ - |y +y.fle,}g <0

g

y por el Corolario 1.1 hay estabilidad. Si se supone {(2.11) entonces

vi(t,y) < 2 hg(t)

D

g

y aplicando el Teorema 1.3 con Eg(t) = ZhE(t) hay estabilidad asinté-

tica.

EJEMPLO 2.3.

Consideremos el sistema:



_35-

- (u2+y2) u + Bvlu
2)

- (u2 + vi)v (2.12)

—P
< c
] 1

dond
onde 2

Se supone t0 =u = 0. .

Pongamos

L]

y = col(u,v) f(t,y)= cos(v2 u,0)

Entonces (2,12) es de la forma (2.9) con r=2. Se tiene que

(- £)
‘ <2 t+1 ’ g2

g

<g2

t>T
- £

= Bu2 "

g

y.f(t,y) s

siempre que t Z'TE > %-- 1. Por lo tanto se cumple (2.10) y la solu-

cién trivial de (2.12) es estable. En realidad, es asintdticamente

estable, pues

< 8 (u24v2)2

o= (B-141) (uBsv?)?
£ .

g

Y'f(t’Y) D

2 2
=Ru” v
De £

Mk

=(lyl* + (8-1) )lDg (2.13)

y si consideramos Tg > 2/8 -1, para t > Tg es 1. £ <-&/2<0y

t+1
de (2.13) se obtiene

'Ylh -5/2 _]) EZ .

y.f(t,y) 0. < + (2

Luego tomando hg(t) = (2-};/2 -1) Ez se satisface (2.11) y hayestabilidad
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asintotica.

§3. GENERALIZACION DEL CRITERIO DE KRASOVSKII

Sea ahora el sistema

(=%

T5 = Y(t,y) + Alt,y) (2.14)

donde Y(t,y) y A(t,y) estdn definidas en H y toman valores en E", son
continuas, y satisfacen alguna condicién de unicidad. Ademds Y(t,y)

admite derivadas continuas respecto a las componentes de y.

Sea el instante inicial to_z a. Se supone, naturalmente, que pa

ra

t>t Y(t,0) = A(t,0) =0 . (2.15)

Denotemos por J = %é-(t,y) la matriz jacobiana de Y(t,y) respec-

to a las componentes de y. Supongamos que exista una matriz constan-
te B simétrica y definida positiva tal que si Ai(t,y) 1 < i <n son
los valores propios de la matriz M = Jt B+EJ, entonces existen k> -1,

X(t)k> Oy T >t tales que si

1

t> Ty, A(ey) <-a) [y[m 1<iz<n (2.16)

y ademas +oo
J A(E)dt = + @ . (2.17)

t

(o}

Por iltimo, se supone que A(t) es una funcidn continua que satisface

A(t,y) = 0(A(t)) (t—>+o, |y| <Hh) (2.18)



_37_

To cual significa que

lim é}%%fig- =0

t >+

y el 1Tmite es uniforme respecto a vy.
PROPOSICION 2.4.
Bajo las condiciones sefialadas, la solucidn trivial de (2.14) es

asintbticamente estable. Si es h = + « entonces la solucidn trivial

es globalmente asintéticamente estable.

DEMOSTRACION.

Sea la forma cuadritica definida positiva V(y) = thy. Su deri

vada respecto a (2.14) es
Vi(y) = (Y+A) By + yiB(Y+A) . (2.19)

Demostremos en primer lugar que si se satisface (2.16) entonces

se tiene que para t z_T]

t t - A(t) k+2
Y'By + y BY < —5 ly] . (2.20)
En efecto
1
Y(t,y) = Y(t,y) - ¥(t,0) = j J(t,By) yds
0
de donde

t Ty
y BY = J y BJ(t,B8y)ydd
0

de igual modo se tiene

i
viey = J yt 3 (t,0y)By d8
0
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y sumando

to, . ot L
y BY+Y By = J y 'J (t,ey)B+BJ(t,6y):| ydé . (2.21)
0 -

. t )
Para cada (t,n) sea P(t,n) = J (t,n) B+BJ(t,n). ytP(t,n) y es una for
ma cuadrdtica para la cual existe una transformacién ortogonal y=T(t,nkz

tal que

t L 2
y P(t,n) y=}) A.(t,m)z7; z-= (z],...,z )
i=1 ' :

Por hip6tesis se tiene que para t z-Tl’ con n = By

Ao < =) Inl = - ameklyl
De este modo, si t T1
' P(e,m)y < - Alt) eklylk .gl 22 = - ap) 6k |y|k 2*
i=
y coﬁo ly| = |z| queda que
yER(En) y < - AGe) 6 [y
Sustituyendo en (2.21)
vyt oBvaviey < —J; M) [y[<2 6k gp = ML) | fk¥2
que es (2.20).
Usando ahora (2.19) y (2.20) tenemos
vi(y) < =2l ket g sVt ga (2.22)

k+1
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De acuerdo con (2.18) existe T, tal que

2
si lyl <h y t>T, lA(t,y) <—4—(-ki—1(§-)l—8-r [T%FJ : (2.23)

Sea Ts_i max{T1,T2} con TE >+ o sj £+ 0. Usando (2.22) y (2.23)

se tiene, para t 2.Tg

viy) < T8y g ga) (8] y] .
K+l
) [ k+2 . A [ & )72
et YT anam [ 8] } vl
k+1

={_k+1 [y +2_>(\'l£_i%[-l%)2 JIYI (2.24)

Sea otra vez DE ={(t,y) € H: t E.Tg ; V(t,y) > E}. Notemos que  si

yt By > £ entonces

1/2
g
vl 2 | 7o)
y por lo tanto K1
k+1 g ) 2
MR
Entonces de (2.24) se obtiene que
k+2
2
Y 0, 20 (T
k+2
-1 (t) £ )2
de manera que para hg(t) = Z0keT) {—H;T ) , se satisfacen las hipo-

tesis del Teorema 1.3, y si h = + © las del Teorema 1.4. Queda demos

trada la Proposicién.
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OBSERVACION 2.1.

Esta proposicion generaliza un conocido criterio de Krasovskii
[56] que se obtiene en el caso particular A(t,y) = 0, k=0, A(t) =
etc <0 . (Véase también el Teorema 55. de [49]). NGtese que los
valores propios pueden acercarse a cero con t > + © y también con
y > 0. El resultado es proximo a uno de Brauer ([?0] seccién 3) aun

que aqui consideramos un caso mas general. .
NOTA.

La demostracién de (2.20) es una extensién de la que se hace en

]ji] para el caso en que no hay dependencia de t y B=I.

. Demos aln otra variante para el andlisis de la estabilidad de
(2.14). Supongamos, para simplificar, que se tienen las hipdtesis

(2.16) y (2.17) en el caso particular B=[, y suprimamos (2.18).
PROPOSICION 2.5.

Supongamos (2.15) (2.16) y (2.17) (con B=l} y ademds que existe
una funcién continua a(t) > 0 tal que para t suficientemente grande

es

k+1

< alt) |yl con a(t)< A(t)

i . (2.25)

l Alt,y)

Entonces la solucién trivial de (2.14) es estable. Si ademds dado

£ > 0 existe Tg 2ty (Tg >+ o sji £ >0)y se verifica

k+1

- -

JT [ A (t) | u(t)]dt = - v (2.26)

la solucién trivial de (2.14) es asintSticamente estable.
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DEMOSTRACION.

Del mismo modo que se obtuvo (2.20) se comprueba que

-1 (t)

t 2 . 2.2
yo Y(t,y) < =57+ Iyl (2.27)

2 .
Tomemos V(y) = y~. S i Q€ ={t _>__Tg ,|y|2= £} se comprueba facilmente
que V'(y)'Q < 0y por el Corolario 1.1 hay estabilidad. Sea -<ahora
€

adem3s (2.26). Pongamos

k+2
- 2
-A(t) 2
hg(t) = |-—E:T—-+ a(t)] € y Dg ={(t,y) € H: t E_TE . ,yl > [
Se tiene que K+2
2
V'(y)‘ < { ALt) +0L(t):|€
o k+1
E -
Luego se cumplen las hipGtesis del Teorema 1.3.
EJEMPLO 2.4.
Sea el sistema de segundo orden
dx _ _ - 3
Jo = Coxtxy g(t)y” + A](t,x,y)
< (2.28)
94y o cxexy - 3
I CX-XY g(t)x” + Az(t,X,Y)

c > 0 es constante y g(t) una funcién positiva. Obsérvese que uno de

los valores propios de la parte Lineal es nulo. Tenemos en este caso

-cx+cy-g(t)y3
Y(t,x,y) = B = |

cx-cy-g(t)y3
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A](t,x,y) -c c-39(t)(x2+y2)
A(t,x,y) = J(t,x,y) =

A, (t,%,y) c-39(t) (x+y7)- ¢

La ecuacidn caracteristica de J es

(-2 = [e-3g(t) (x%+y2)] 2

de donde se obtienen

3g(t) (xP+y?)

>
It

~2c43g(t) (x2+yd)

>
1l

Suponiendo que g{(t) es una funcién acotada, si la constante c es

. . ~ ce 2
suficientemente grande y h suficientemente pequefia, en la region x +

+ y2 f_hz se cumple

3 (Ey) < =300 (D) is1,2
de modo que se cumple (2.16) con A(t) = 3g(t) y k=2.
Como ilustracién tomemos g(t) = 3%-, X=2y
x3+ 3 x2-2x 2
A, (t,x,y) = Y A, (t,x,y) = L2 =2XY
1 2 2 3
t 2t
El sistema (2.28) queda en la forma
3.3
dx _ _ 1 3 xTHy
J H'E = -2x + 2y 3t Y + t2
. (2.29)
1 2 oxy? '
gl - 2x—2y— —— x3 + .LX_._)S_L
dt 3t 2t3
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Ahora se cumple (2.17) y es facil comprobar que para t suficientemen-

te grande es

< Al

t

kAi(t,x,y)

entonces se satisface (2.18) y por la Proposicién 2.4 la solucién tri
vial de (2.29) es asintSticamente estable. Por otro lado, si tomamos

a(t) =~—% , se verifican (2.25) y (2.26) para t > 6, luego también se
t

puede aplicar la Proposicidn 2.5.



CAPITULO ITI

UN RESULTADO DE ESTABILIDAD CONDICIONAL

§0. INTRODUCCION.

En este capitulo se demuestra un resultado de Estabilidad Condi-
cional bajo condiciones muy generales. La clave de la demostracion
del teorema es el uso del principio topolégico de Wacevski. Los le -
mas que preparan el teorema expresan propiedades cualitativas de las
soluciones que tienen interés independiente. Se dan distintas varian
tes considerando casos particulares cercanos a los resultados conoci-

dos.
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81. NOTACIONES E HIPOTESIS GENERALES. LEMAS 3.0 Y 3.1.
En este capftulo consideramos el sistema
(i
| v
k

k - .
donde x = (x1,...,xk) e E, y =(y],...,yn_k) e E" %y las funciones

f(t,x) + h, (t,x,y)
(3.1)

g(t,y) +h, (t,x,y)

f,g,h1 y h2 son continuas para t a, X € H1 YVY E H2 donde
Hy = e B x| <h} Hy =y e €5 |y] <)
h >0 y ae E son nimeros dados.
Se supone que el miembro derecho de (3.1) satisface alguna condi
cion suficiente para la unicidad de las soluciones por cada punto

(T, xo,yo) € |a,+) x Hy x H,.

Sean Vl(t,x) y Vz(t,y) dos funciones de Liapunov en [a,+°) x H,

y |},+w) x H, respectivamente (Definicién 1.2).

Para simplificar, consideraremos que son continuamente diferen -
ciables. Adem3ds vamos a suponer que la condicién de definida positi=~

va para las funciones Viy V2 se da de la forma siguiente, 'casi' equi

valente a la definicién 1.1 (Ver Apéndice I11.1).
vilt,x) > ¢, (x]) , t >a, xeH, (3.2)
Vo(t,y) > o, (Ix]) , t >a, yeH, (3.3)

donde ¢i e K, i=1,2. K es la clase de las funciones continuas de

[0,v) en E, = {r e E: r > 0} que se anulan en r = 0 y estrictamente"
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crecientes Y > es un nimero dado, 0 + < ([49]). Se supone, natural-

mente, que sea Yy > h, y
v,(t,0) = v, (t,0) =0 : (3.4)

Para T >a y & > 0 dados, consideremos la regidn

k

L=l s =ltxy) e ExES xe"K: ¢ 2T, v(t,x) <8, v,(t,y)< 8}

(3.5)

Notemos que tomando § suficientemente pequefio, en virtud de (3.2)

y (3.3) se tiene que

! € [a,+0) x Hy x H, . (3.6}
Siempre supondremos que § se toma de ese modo, ademids de que § < h.

LEMA 3.0.

Supongamos que para cualquier s > a, x € H], y € Hz, se tiene

BV] 3V2 ,
X. —5 (s,x) O Y. - (s,y) >0 - (3.7)

Entonces, para cada s > a, la regidn

0
Jo =1 Nit=s} = {(t,x,y) € ] : t=s, V,(s,x) <8, V,(s,y) <&}

. . ) +
es un conjunto estrellado en el subespacio (hiperplano) de = !

k

P={(t,x,y) ¢ ExEk x ET X t=s}

DEMOSTRACION.
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Pondremos 0 = (s,0,0) € ExEk x "7k

Comprobemos que 0 € P es un punto central de 2 En efecto, sea

s >a fijoy sea (s,x,y) € zs- El segmento que une ese punto con el
0 e P es

{(s, xx, x e [0,1]} .

Si un punto de este segmento estuviese fuera de 2 , para algin Xoeﬁhl)
serfa Vl(s, Ao x) > 8 o bien Vz(s, AO y) > 6. SuSongamos lo primero
(el otro caso es igual). Tomemos la funcidn

o(n) = V1(A X) = V](S,J\i). Como ¢ ¢ C], ¢(AO)_3 Sy ¢(1) <6, existe
A, e(AO,1) tal que

AV
do A -
o M) = By XL,k <0

y eso contradide (3.7). E1 lema queda demostrado.

Por ser estrellado, Zs

es simplemente conexo ([55]) Yy por eso
L es una regién tubular que

contiene en su interior al ''eje t'':

{(t,0,0) ¢ ExEX x "KL ¢ > 1)

Consideremos ahora las siguientes partes de Fr K

o = {(t,x,y) € Eﬁ t =T}
Q = {(t,x,y) € ): V](t,x) =8}
9, = {(t,x,y) € ): Vz(t,y)v= §}

Denotemos por Zse | Zsel el conjunto de puntos de entrada estricta

(salida estricta) de ) respecto al sistema (3.1) (ver [50], (58], [94],
etc.). o ‘
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Por la continuidad de las funciones h](t,x,y) i=1, 2 y de las de
rivadas de V, y V,, existen funciones Ki(t)’ Pi(t)’ wi(t) i=1,2 contj

nuas para t > a y tales que si (t,x,y) € X se tiene:

BV] 3V2
e (60| 2P0 |52 (6| < py0 (3.8)
3V1 V2
G I OISO R A ORI
ho(t,x,y) | <W (1) i=1,2. (3.10)

Consideremos que existen funciones ¢(t,r) y ¥(t,r) positivas vy

continuas en l:a,+°°) X I:O,h) que verifican:

oV
~3_l-(t,x).f(t,x) < -¢(t,V. (t,x)) t>a xeH (3.11)
X - 1 —_ 1
BVZ
R (t,y).g(t,y) > ¥(t,v,(t,y)) t>a yeH, (3.12)
LEMA 3.1.

Bajo las condiciones sefaladas, si se asume que

P](t) + K](t) w](t)

li <1 (3.13)
oo P 3(t,9)

P, (t)+K, ()W, (
lim sup —2 2{tV,(0) <1 (2.1k)
e ¥(t,8)

entonces para T suficientemente grande se tiene que

Le = @ URINQ; T =\ (2 UQ) (3.15)



DEMOSTRAGION.

Es suficiente comprobar que

V; <0 v >0
il (3.16)
Q] Qz
Utilizando (3.8) (3.9)(3.10)(3.11) y (3.12) obtenemos .
Vil < -o(t,8) + P (t)+ K (1) W, (t)

4

y de acuerdo con (3.13) se cumple la primera de las desigualdades (3.

16); la otra se comprueba de modo semejante.

En este lema, las condiciones (3.8), (3.9) y (3.10) indican sola
mente cierta regularidad (3.11) y (3.12) se inspiran en las 1lamadas
condiciones ''de muelle' mientras que (3.13) y (3.14) involucran cier-
ta limitacidn a las '"perturbaciones" hi(t,x,y). El contenido del le-
ma es simple; grosso modo: Las lineas del campo definido por (3.1) en

tran en L por Q] y salen por Qz.

§2. LEMAS 3.2 y 3.3.

~n
I
~

si (t,x,y) vy (t,i,i) estin en L, pondremos Ax = x-X, Ay =

Q]
-

Consideraremos en lo que sigue § < h/2 de modo que Ax € Hj.y Ay

Supongamos que las funciones h, de (3.1) satisfacen la siguiente
condicién '"de Lipschitz"

[, (5,50 =h, (6,%,9) | < L, (000, (6,00) 4, (£,00) ) (3.17)

Para dos soluciones (x(t),y(t) y (x(t),y(t)) pongamos




ACE) = Ly (0) | 5t (6,8x(1))

3,
B(t) = LZ(t) Sy (t,Ax(t))
oV,
| ¢ (£,0x(t)) |
U A (WO
oV

| =2 (t,8y(t) |
P =y ERTOT

y sea

E(t)

Vamos a suponer que

400
f E(t)dt <+ o
a

Asumiremos que Vz(t,y) satisface

V,(t,y) < 51y

2A(t) + 2B(t) + c(t) + D(t).
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(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

donde ¢3 £ Ky estd definida en [b,h). Esta condicidn equivale a que

Vz(t,y) tenga cota superior infinitamente pequefia (ver observacién 1.4).

Supongamos que existan una funcidn continua y positiva u(t) y un

nimero m > 1 tales que

oV

a7 (600 [a(6,7)-s(6,9)] 2 u(0) Vy(e,oy)

(3.23)
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donde
400
[ u(t)dt = + o (3.24)
a
y sea también
BV1 _ _
= (t,Ax).[%(t,i) - f(t,x)} <0 (3.25)

LEMA 3.2.

Bajo las condiciones (3.2)(3.3)(3.17)(3.21)(3.22)(3.23)(3.24) y
(3.25) sean (x(t),y(t)) y (x(t),§(t)) las soluciones de (3.1) que pa -
san por los puntos de L (To,xo,yo) y (To’xo’yo) (donde To es suficien
temente grande; esta condicidn se precisa mds abajo) y supongamos que

§ es suficientemente pequefio y que

v

](To, Axo) < VZ(TO, Ayo) (3.26)

donde Axo = xo - xo , Ayo = yO

las trayectorias correspondientes a esas soluciones abandona X con el

- ?0. Entonces necesariamente una de

crecimiento de t.
DEMOSTRACION.
Sea £(t) la solucién de la ecuacién

£h(e) = E(r) £%(¢) (3.27)

que verifica E(To) = 1, Haremos la demostracidn en dos partes:

(1) Probemos que mientras ambas trayectorias permanecen en I se satis

face la desigualdad

v, (t,8x(t) < g(t) vz(t,Ay(t)) (3.28)
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Pongamos F(t) = E(t)VZ(t,Ay(t))—V1(t,Ax(t)). Segin (3.26) F(TO)

" > 0. Supongamos por el absurdo que existe un valor t > T0 tal que
F(E) =0, F(t) >0 si T <t<it. (3.29)

De la primera ecuacién de (3.1) y usando (3.25) y (3.17) se obtiene :

oV

V .
Vi eax(6) = b (6 ax(e) + 5L (5 x(0). [f(6,3) - f(t,;)] +

BV] - = = - -
+ < (t,AX(t)) . ,_h1(t,x9Y) = h1 (t,x,y)]

3V,
vi(t,ax(t)) < | 5 (6,8x(x))

+ A0V, (66x(e) + (6,87 ()] (3.30)
Usando la segunda ecuacién de (3.1), (3.17) y (3.23) se obtiene

w6y () 2 W0 VEy(0) - 8(0) [¥, (e (£8x(0) + vyleav ()]

VZ
- |2 (eay)| 3.31)
de donde
o - BVZ
(6,87 (6)) = 8(0) [v,(6,0x(0)) + V(e (eD)]-| = e,y (o)
(3.32).

De (3.30 y (3.32) queda que
Frt) = &' (1) Vy(t,Ay(t)) + £(t) vy(t,ay(t)) - vi(t,ax(t))

> €1 (1) V,(6,0y(8)) - E(B(0) [V, (6,8x(0)) + vy (5,0v(2))]-

oV

- £(0)] 52 By AW vy (ax(a) + vy (esy(0)]-
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v
- ——1-(t, x(t))l .

t
Si evaluamos en t=t y usamos que F(T) = 0 obtenemos:
FD) > £ (D) v (Eay (0)-5(D) 8D [5(D) + 1] v, (Eay(D) -

BV

50| 72 (G| -A@ a0 + 1] v, &, ¥ @) -

| e (EBax(E)]. (3.33)

Notemos que VZ(E, y(t)) # 0 ya que si fuese 0, entonces seria Ay(t)=0
y segin (3.29) V](E,AX(E)) = 0 luego Ax(t) = 0 y se contradirfa la uni
cidad de las soluciones. Entonces podemos dividir en (3.33) por esa

cantidad y se obtiene:

_ PO L) - @ 20 -8 ED - b £(D)-
Vz(t,Ay(t))

- A(t) £(t) -A(t) - c(¥). (3.34)

Como para t > T_es £(t) > 1 de (3.34) se obtiene:

P piy - [0 ¢ @) ¢ (D # D(E)]iz(ﬁ
v, (£,8y(2) -

Es decir:

P ) - gD 2D -
v, (t,Ay(t))

de donde serfa F'(t) > 0 y eso contradice (3.29)..
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(2) Supongamos ahora que para todo t z-To ambas curvas integrales per

manecen en L .
De (3.31) y (3.28) se sigue que
vy (t,8y(8)) > u(t) Volt,ay(t)) - B(t)l%(t) + 1] V,(t,4y(t)) -

aVv
- | 52 (e

Como se cumple (3.28) es Vz(t,Ay(t)) > 0 y la desigualdad anterior pue

de escribirse

dv B
3;5 (t,ay(t)) > u(t) VQ(t,Ay(t)) - {B(t) 1+€(t)1 + D(t)} v, (t,4y(t))
(3.35)
Pongamos G(t) = B(t) |1+ &(t)| + D(t) y consideremos la ecuacién (de ti
po Bernoulli) - -
E=un" -6z . (3.36)

Analizaremos dos casos:

(a) m> 1,
La solucién general de (3.36) tiene la forma

1

S ——

t 1=-m
-I G(s)ds T%E' (1- )[T 6(z)dt
z(t) = e o < om0

Z(To)-’ = (m-1) Jtu(S) e

- °- T
(o]

ds >

(3.37)
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vilida si z(To) # 0. Ademds (3.36) posee la solucidn trivial z=0. Es

facil comprobar que

1
rt
1 - J E(s)ds
T .

(o]

E(t) = (3.38)

y como se supone (3.21) si To se toma suficientemente grandeé serd

.

- .
f E(t)dt < 1 y £(t)
T : -

o .
estd definida y es acotada en Bb,w+ ). G(t) también es integrable en
ese intervalo. Teniendo en cuenta (3.24), por pequefio que sea z(To)>O
de (3.37) se desprende que existe un valor T, > T, para el cual se

tiene

lim_ z(t) = + ' (3.39)
t*T]V

T] es el valor para el cual se anula la expresién entre llaves en (3.

37).

Si tomamos para (3.36) una condicién inicial z(To)~tal que z(T0)<

< V,(T_,Ay_), comparando (3.36) con (3.35) se sigue que existe T 2T

Vz(t,Ay(t)) >+ siot T, . (3.40)

Notemos que para la funcidn ¢3(r) de (3.22) pueden ocurrir las posibi-

lidades siguientes:.

(i)  lim ¢3(r) =+ o bien
r~>h ’

£ <+

(ii) 1lim ¢3(r)

r~h

En el caso (ii) ¢3 puede considerarse definida (ya que puede extender-

se como elemento de la clase K) en BL + ),
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De acuerdo con (3.40) y (3.22) tiene que ocurrir que
¢3([Ay(t)]) >4+ si t > T; . (3.41)

Entonces segin el caso tendremos

(i) |ay(e)| >h si t>T, o bien

(ii) Jay(t)] >+ = si t~> T,

(3.42)

.

Por otra parte, es facil comprobar a partir de (3.2) y (3.3) que

tomando § suficientemente pequefio, si
(t,x,y) € £ se tiene
Ix| < h/3 ly| < h/3 (3.43)

En este caso’

ay(0] = [Ty < @] + 3] <&

y esto contradice a (3.42).

(b) m=1.

En este caso la desiguaidad (3.35) queda en la forma

H(E)-6()] v, (e,8y(0)) (3.44)

dV2
a?—'(t,AY(t))_z

y se puede usar como ecuacidn de comparacién la ecuacidn 1lineal homogé

nea

%%= b(ﬂ -G(ﬂ] z (3.45)

cuya solucién general es:



{ ‘DJ(S)-C(S)]dS
T

(¢]

2(t)=z(T )e

luego si z(To) >0, z(t) »+o si t>+®, Se sigue como en el caso

(a) con T] = + © en este caso. EIl lema queda demostrado.
LEMA 3.3.

Supongamos (3.2)(3.3)(3.11)(3.12) y (3.22). Las funciones o(t,r)
y ¢(t,r) de (3.11) y (3.12) supondremos ahora que son crecientes en r

para cada t, y tales que para b dado, 0 < b < §, se verifique

40 400
j 8(t,b)dt = f (t,b)dt = + o . (3.46)

a a

Ademds, en lugar de (3.13) y (3.14) consideremos las condiciones mas

fuertes: para todo b € (0,6]

0 (¢(t,b)) (t~+ =) (3.47)

Pl(t) + K](t)w1(t)

P, (t) + Kz(t)wz(t) 0 (p(t,b)) (t-+ =) . (3.48)

Entonces, si (x(t),y(t)) es una solucién de (3.1) tal que para todo

t > T (t,x(t),y(t)) € £ , se tiene que
(x(t),y(t)) 0 * si t>+w (3.49)

DEMOSTRACION.

Supongamos lo contrario. Entonces teniendo en cuenta (3.2) y (3.

3) puede asegurarse que existen: 6] €(0,8), una sucesién creciente{tk}
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con t, ¥+, y una solucién (x(t),y(t)) de (3.1]) tal qu§

(tk’ X(tk), y(tk)) € 20 =3\ 21 donde
I, = {lexy) e L vyt <8y, v, (t,y) < 8,1 .

Pongamos s

1
5= ) € Tg ¢ Vy(e0) > Vyley)) 2= I\ I

Sean también las superficies

p, = {{t,x,y) € Ls vylex) = 8y, v, (t,y) < 8,1
D, = {(t,x,y) € 21: V](t,x) <85, vz(t,y) = 5.},
Los puntos de D] 02 son de entrada estricta en 21 y los " puntos de

DZ\ (D] U {(t,x,y) ¢ 21: t = T}) son de salida estricta de Z]. Esta

afirmacién se demuestra en el Lema 3.1. Ademds, sobre la superficie

Z={(t,x,y) e} :t>T, 8, j_V](t,x) = Vz(t,yl~< 8}

el campo va de Zé a Zg , Ya que

o

Vé(t,y) >0 Vi(t,x) < (3.50)

Z z

lo cual también se comprueba como se hizo para (3.16) utilizando que
V(e v, (t,y)) > (tsa]) y ¢(t,v, (t,x)) > ¢(t,8,). Esto significaque

Z separa Idcalmente los conjuntos z; y Zé (y no dos partes de uno de

ellos) -
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Consideremos los dos casos posibles:

(a) Existe un valor de k tal que

(tx(t), y(t)) € T2

De la segunda ecuacidén de (3.1) y utilizando (3.8, (3.9) y (3.12) se ob

tiene:

vy (t,y(t)) > - P (1) =K, ()W, (t) + Y(t,V,(t,y(t))) (3.51)

Notemos que segiin (3.50) y teniendo en cuenta que los puntos de Dz\
(D] ul(t,x,y) € XI: t = T}) son de salida estricta de 21, si la trayec-
toria que consideramos permanece en 2 para t z-tk’ tiene que permanecer

en 2; . Entonces para t > t,  tenemos

k

V, (t,y () > ¥(t,8,) - P,(t)-K, ()W, (t]).

Teniendo en cuenta (3.48) puede asegurarse que existe % 3 ty tal  que

Vé(t,y(t)) 2_%-¢(t,61) para t > ?

de donde se obtiene

ey () > vy Ey, () + F [ 0(s.8)0s 3.52)
t

De acuerdo con (3.46) se tendria que Vz(t,y(t)) ++ o s5i t >+ », pero

entonces de (3.22) se sigue que

b Uy(e)]) >+ si toae,
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y con un razonamiento semejante al que sigue a (3.40) se concluye que

(t,x(t),y{t)) no puede permanecer en ) .
- ]
(b) Para algin valor de k, (tk,x(tk),y(tk)) € 20 .

Por (a) sabemos que la curva integral no puede pasar a zé’ ya

que el razonamiento hecho con ty vale para cualquier valor de t. Enton

.

ces hay dos posibilidades:

(by) La trayectoria permanece en zg .

Utilizando la primera ecuacién de (3.1),(3.8),(3.9),(3.10) y

(3.11) se obtiene que
Vi (e, x(t)) < Po(e)+k, ()W, (t)- ¢ (t,V (e, x(t))
y considerando que la trayectoria permanece en z;
vile,x(e)) < Po(e)+k, ()W, (1) - ¢(t,8,)

A partir de (3.47) podemos asegurar que existe t tal que  para

(ad ]

t >

vy (e,x(0) < - 5 6(t,8,)

con lo cual
st
ex(0) < vy Ex®) - 3 [ 065,808
t

pero de acuerdo con (3.46) esto es imposible.
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Como obviamente una trayectoria que pase por un punto de Z pasa

a Zg, la Gnica posibilidad que queda es

(bz) La trayectoria entra en z]

En este caso no puede permanecer en esa regidn, pues se contra-

dirfa la suposicién sobre la sucesidn {tk} . Pero entonces tiene que
2 . . .

entrar en 20 Y Ya vimos que eso no puede ocurrir. El lema queda de-

mostrado.

§3. VARIACIONES SOBRE LOS LEMAS 3.1, 3.2 Y 3.3.

Comenzaremos por considerar el importante caso particular que

queda si se toman v1(t,x) = x2 Vz(t,y) = YZ-

. 2 .
(Si z es un vector, ponemos z~ = z.z). Pueden obtenerse los si

guientes resultados, que también llamaremos lemas.
LEMA 3.1A.
Supongamos que para el sistema (3.1) consideramos la regién

2

I =t t>T, [x|Z <8 ,lyl? <8}

y sean

D
|

= {(t,x,y) € }): t =T},

{(t,x,y) € 3 [x]? = 8} Q, = {(t,x,y)e ]: ly|? = &} .

Q0
n

Supongamos que existen funciones continuas ¢(t,r) y ¥(t,r) definidas
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en }-_\, + o) X I:O,h) tales que

x. f(t,x) §_¢(t,|x|2) t >a, xeH (3.11A)

y. g(t,y) 3w(t,|yl2) t>a, yeH, . (3.12A)

Y consideremos también que

2h W] (t)
lim sup ———— < 1 (3.13A)
t>4oo o(t,8)

2h Wz(t)
lim sup ———< 1 . (3.14A)
oo P(t,s)

Entonces se verifica (3.15).
DEMOSTRACION.

Basta comprobar que se satisfacen las hipdtesis del Lema 3.1.

Ahora (3.2)(3.3) y (3.4) son obvias, y se tiene

Ki(t) = 2h, Pi(t) =0, i=1,2.
LEMA 3.2A.

Supongamos que las funciones hi(t,x,y) i=1,2 de (3.1) satisfa -

cen la condicidn
h (£,%,5) = ho(6,%,9)| < L ()[6 x| +|ay]} (3.17A)

donde Li(t) i=1,2 son funciones positivas que satisfacen,
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+o0
J (L](t) + Lz(t))dt < 4+ (3.214)
a

Supongamos que exista u(t) > 0 continua tal que

Ay. [g(t,y)-g(t,y)] > u(t)|ay|" (3.23A)
dondem 2y se tiene (3.24). También, que .
Ax. [F(t,x) - f(t,x)] <0 . (3.25A]

Entonces se verifica la tesis del Lema 3.2 si en lugar de (3.26) se con

sidera

lax | < lay |- (3.26A)

OBSERVACION 3.1.

El Lema 3.2A no es propiamente un corclario del Lema 3.2, pues
las funciones V1(t,x) = |x| vy Vz(t,y) = |y| de (3.17A) no son de clase

2

c1 (considerar v, = x2 y V) =y  en (3.17A) es, naturalmente, demasia-

1

do restrictivo). Sin embargo, el Lema 3.2A puede demostrarse con téc-

nicas similares a las del 3.2 (ver [28]).
LEMA 3.3A.

Supongamos (3.11A) y (3.12A). En lugar de (3.13A) y (3.14A)

consideremos que para todo b, 0 < b < ¢ .

wi(t) =0 (4(t,b))  t >+ (3.47A)
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wz(t) =0 (y(t,b)) t > + oo (3.484)

y que las funciones ¢ y ¥ son crecientes en r para cada t y satisfacen

(3.46). Entonces es cierta la tesis del Lema 3.3.

Las hipotesis de los lemas 3.1, 3.2 y 3.3 pueden parecer muy so-
fisticadas; apareceran mds naturales y mis cercanas a los resultados

clasicos después de las consideraciones que siguen.
PROPOSICION 3.1.

Supongamos que las funciones f y g de (3.1) poseen derivadas par
ciales continuas respecto a las variables (x],...,xk) y (y],....,yn_k)
respectivamente. Sean {Ai(t,x)} 1 < i <k los valores propios de la

matriz

A a0l Yy () 1< < ek
_aX b y uj ,Y __J_

%-{—5-(t,x) +

los valores propios de

ag t
5;'(t,y)} }.

13
7 L3y (6y) +

Supongamos que
f(t,0) = g(t,0) =0 t>a (3.53)

y ademds que existan funciones continuas positivas A(t) y u(t), y un va

lor ty > a tales que

)\i(t,x) < = a(t) leK i=1,,..,k t >t (3.54)
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w(ey) 2u@) Iyl Jetnk ez ey (3.55)

donde £ > 0 y n > 0 son nimeros dados. Entonces para t 2ty se satis-

facen las desigualdades siguientes:

x o) < UL X 82 G.118]
u(t) |, |M+2 ’
y.glt,y) > =yl (3.128]
Ay. g(t,7),—g(,t,§)_ > M—-,,; | ay| ™2 (3.238)
- b (m+1)2
- = =] -x (t) 242
Ax. ,X)-f(t, < A (3.258
x_g(tx tx)._mlxl )

DEMOSTRACION.

(3.11B) ya se obtuvo (Proposicién 2.4 con B=t) y (3.12B) se con-
sigue del mismo modo; (3.23B) y (3.25B) pueden obtenerse como en [37]
donde estas desigualdades estdn demostradas para el caso en que no

hay dependencia de t,

Combinando la Proposicién 3.1 con los lemas 3.,1A, 3,2A y 3.3A,se
_obtienen los tres lemas siguientes (la ''variante B"') de forma inmedia~

ta.
LEMA 3.1B.

Si se satisfacen (3.53) (3.54) (3.55) y adem&s,
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Iim sup <1
40 A(t)
W, (t)
1im sup <1
oo u(t)

es vilida la tesis del Lema 3.1,

LEMA 3.28B.
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(3.138)

(3.14B)

Si se cumplen (3.17A)(3.21A)(3.53)(3.54)(3.55] y (3.24) se obtie

ne la misma conclusidn que en el Lema 3.2A,

(Las funciones u(t) de (3.23A) y (3.55) juegan el mismo papel,por

eso no cambiamos la notacién).

LEMA 3.3B.

Bajo las condiciones (3.53)(3.54) y (3.55] supongamos que se tie

nen:

W, (t)

W, (t):

0 (Alt))  (t =+ 4}

0 (ut))  (t > +),

‘Ademds, supongamos (3.2L) vy

f*g ) v
J" At)dt = + «
a ,

Entonces es cierta la tesis del Lema 3.3.

En este caso se tienen,

(3.478)

(3.488)

(3.24B)
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A

~

84 e,y = 2L m
+1 m-+1

o(t,r]l =

|

)

Ahora veremos que en el caso particular £ =m = 0 en (3.54] y (3.55) ,

el Lema 3.2B puede mejorarse sustancialmente, ya que no hay que exigir

(3.21A).
LEMA 3.2C.

Sean las hipbtesis de la Proposicién 3,1 con £ =m=1Qen (3.5&1'

y (3.55). Supongamos {(3.17A} y (3.2k). También,

Z(B] (t) + Lz(,t),_l < ale) +u) | , (3.21¢)
y ademss, : [t - -
| |_2L2(s) u(s)]ds
oo (e) T ' - ‘
lim —2— ¢ © | =0 (3.56)
t>+a0 Lz(tl

Entonces es valida la tesis del Lema 3.2A.
DEMOSTRACION,
El esquema de la prueba es parecido al del Lema 3,2:

(1} Mientras ambas trayectorias estén en Z', se satisface la desigual

dad

lAx(t)| < |Aay(e)] . o (3.28c)

Esta parte se demuestra de modo semejante al Lema 3,2.
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(2] Supongamos ahora que para t 2-To ambas trayectorias estén en E .

De (3.28C] y usando la segunda ecuacidn de (3.1] obtenemos

dt

2, -
éﬁléxl_l._z 2 I u(tleLz(t)] layl? .

(3.571

Y utilizando la segunda ecuacién de (3.1) y (3.23B] se obtiene :

2 .
gii%%L_L > 2 u(t)(Ay!z - 2w2(t)lAYI-

Consideremos las siguientes ecuaciones de comparacidn

-

g, )“u(t)—ZLz(t)] ,

%%—= 2 u(t)u-sz(t) Ju .

La solucién general de (3.59) es

ZJ (u(s)-2L,(s))ds
T
z(t) = 2(T ) e ©

Comparando (3.57) y (3.59) vemos que si se tiene

0 < z(fo) §_|Ay(To)|2,

o
sera

IAy(tH2 > z(t) para t>T

(o]

(3.58]

(3.59]

(3.60a]

(3.61)

(3.62)
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Por otro lado, la solucién general de (3,60] es

_JSU(T)dT | ju(s)ds
T T

t
Yu(t] = <JulToi - j wz(sl e © ds > e © (3.63)

l "o J

Las ecuaciones (3.59) y (3.60) poseen ademds la solucién trivial. Con

.

sideremos estas ecuaciones respectivamente en las regiones

{(t,z): t >T,, 2> 0} y {(t,u): t >Tgsu> 0}.

Tomemos en (3.63) el valor inicial critico
t

- JT u(s)ds

400
/ol T - f w,(t)e © dt = Vi (3.64)

T
(e]

La solucidén correspondiente a este valor inicial es

jt u(s)ds J: u(x)de

T +o0
Yul(t] = H(t) = e © J wz(s) e © ds

t

Si como valor inicial se toma Yu, + & con £ > 0 puede verse a partir
de (3.63) que entonces va(t] > + © si t> + = , Se desprende que si

ly(t)| en (3.58) es acotada, tiene que cumplir

lay(t)| < H(t) (3.65)
y entonces por (3.62) se tendrfa que

ZTT < H(t) . (3.66)
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Se calcula a partir de (3,56] que

yim L8
g VZ(ti

y esto estd en contradiccién con (3.66). EIl lema queda demostrado.

OBRSERVACION 3.2,

.

Si en el caso considerado en el Lema 3,2C (£=m=0) es ademés
A(t) = A= etc, u(t) = p= etc, pueden tomarse Li(I) =L, (constantes]

i=1,2 en la condicién (3.17A) y basta suponer ademis (3.53) y
2L< A 2L, <y . (3.67)
En cuanto al Lema 3.3, puede mejorarse del modo siguiente:

LEMA 3.3C.

Con las hipStesis del Lema 3.3, sin suponer que ¢(r,t) vy v(r,t)
sean crecientes en r, pero afadiendo que (3.47) y (3.48) se verifiquen
uniformemente respecto de b €[§1, 6] donde'él es arbitrario, 0 < ij_ég
y que las integrales de (3.46) diverjan uniformemente respecto de b

en el mismo conjunto, se satisface la tesis del Lema 3.3.
DEMOSTRACION.

Se obtiene que

Vilesy) > we, v, (e,y0) - Py (£)-K, (£]W, (t)



“Tle
y como sobre Z es § < Vz(t,yl_i 8§, si (3.47] vy (3.48) se wverifican
uniformemente respecto de b en [@1, 6] para T suficientemente grande

se obtiene (3.50). Mas adn, puede asegurarse que
1
l -
vy (tyy) > 5 v(e,v, (e,y(t]))
y en lugar de (3.52) queda

] t
E'J_ W(S,V (S’Y(Slllds

t

v, (t,y (8)) > v, (,y(F1) +

de modo semejante cambia la desigualdad correspondiente a V] y son va-
lidos los mismos pasos que en la demostracién del Lema 3.3 si las inte

grales divergen uniformemente en el intervalo sefalado,
§4. APLICACION DEL PRINCIPIO DE WACEVSLY

OBSERVACION 3.3.

St la funcidn Vz(t,yl satisface la segunda de las condiciones

(3.7), y para T > a y x_ fi jos consideramos

M= {(tx,y) e [ 2 t=T, x=x, V,(t,y) <6}

este conjunto, que identificamos con un subconjunto de En—k’ es estre~
1tado (lo cual se demuestra con la misma idea del Lema 3,0] y por lo
tanto homeomorfo a una bola cerrada en En'k. Ademds es sabido que 1la

restriccidon del homeomorfismo a FrM es un homeomorfismo entre las fron

teras.
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TEOREMA 3.1.

Supongamos que se cumplan las hipStesis de los temas 3.0, 3.1,
3.2 y 3.3. Las del Lema 3.1 pueden sustituirse por las dg los lemas
3.1A 6 3.1B; las del lema 3.2 por las de los lemas 3.2A, 3.2B 6 3.2C,
y las del Lema 3.3 por las de los lemas 3.3A, 3.3B 6 3.3C formando
cualquier combinacién. Entonces dentro de X existe una variedad (k+1)
-dimensional T formada por semitrayectorias (t,x(t),y(t)) (y por 1o
tanto positivamente invariante) tales que (x(t),y(t)) - 0 ¢ Ek x En_k

si t > + <. Ademds, cualquier curva integral que pase por un punto de

Y \ T abandona ) con el crecimiento de t.
DEMOSTRACION.

‘Consideremos en X el conjunto

M={(t,x,y) e J: t=T, X=X s vz(,t;y) < 6}

donde (T,xo) e I ={(T,xo) £ ExEk: T>T, Vl(f,xo) < 8}. En el espa -

cio {(t,x,y) € ExERxe" K. t=T, x=xo} , es FM=MN Q, = {(t,x,y)e ) :
=T, X=X s V2(t,y) =8}, M N 92 es un retracto de 2, y no lo es de
M. En efecto, teniendo en cuenta la Observacion 3.3, M ﬂ»Qz es homeo-
morfo a una esfera (n-k-1)-dimensional, mientras que M es homeomorfo

a la correspondiente bola (n-k)-dimensional, y puede comprobarse facil

mente que si M f\QZ fuese un retracto de M se contradiria el teorema

del punto fijo de Brower.

Como aplicacién de retraccién de QZ en M N Qz puede  tomarse
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n: Q, > M nQ, definida mediante la igualdad n(t,x,y) = (f,xo,y) .
Aplicando el prinEipio de Wacevsky ([5@], [94]) puede asegurarse que
existe al menos un punto (?,xo,yo) € M tal que la solucién que pasa
por &l permanece en ) para t z_f. De acuerdo con el Lema 3.3, esa
solucién tiene que tender a 0. Aplicando el Lema 3.2, para cada con-
junto M el punto en cuestién es Gnico (nbétese que para dos puntos di-
ferentes de M se satisface (3.26)), de modo que queda definida una

aplicacién B:I >+ ) mediante B(f,xo) =y,

Consideremos el conjunto

I = {(t,x,y) € ): (t,x) e I, y = 8(t,x)} .

Evidentemente, todos los puntos de Z por los que pasa una trayectoria
que tiende a 0 para t > + = estdn en I', y I' estd formada solamente por
esos puntos, de modo que es un conjunto positivamente invariante. Fal
ta comprobar que la aplicacidn W: II -~ I definida mediante la relacidn
w(f,xo) = (f,xo, B(?,xo)) que ya sabemos es biyectiva, es también -
continua (la inversa es continua por ser una proyeccidn). Supongamos,
por el absurdo, que W tiene un punto de discontinuidad (t*,x*). En -
tonces existen un ndmero € > 0 y una sucesién {(tk,xk)}<: I tales que

(tk,xk) + (t*,x*) y se tiene

|8t ,x,) - B(t%,x")] > e (3.68)

La sucesidn {yk}=={8(tk,xk)} es acotada, ya que kal <8, y por lo tan

to contiene una subsucesidn convergente (que denotaremos del mismo modo) .



-7

Sea y su ITmite. Tenemos entonces que (tk,xk,yk) > (t%,xF,y) si k +w.
Pero segin (3.68) y # B(t*,x*) luego la solucién de (3.1) que pasa por
(t*,x%,Q) abandona ) con el crecimiento de t. De acuerdo con la con
tinuidad respecto a las condiciones iniciales cualquier solucién que
pase por una pequefia vecindad de ese punto también abandona Z y eso
contradice que (tk,xk,yk) € T'. En conclusién, I' es una variedad homeg!

morfa a II. Del contexto anterior se desprende que si una trayectoria

pasa por un punto de Z \ T, necesariamente tiene que salir de Z.
OBSERVACION 3.4.

Naturalmente, suprimiendo las hipdtesis del Lema 3.3 que no se
utilizan en los otros lemas, se concluye la existencia de una variedad
(k+1)-dimensional ' formado por trayectorias, sélc que no puede asegu-

rarse que éstas tiendan a 0.
OBSERVACION 3.5.

En la demostracidén realizada, se tiene una variedad I' definida

parat > T con T suficientemente grande. Pero si se toma

P N{(t,x,y) € ): t = T}

como variedad inicial pero se hace decnrecetr el tiempo hasta to’ se ob-
tiene una variedad con las propiedades de T definida para t > t, Pa-
ra ello hay que considerar ademds valores suficientemente pequefios de
Ix(T)l2 + |y(T)[2 para no '“'salirnos' de ) (en base, nuevamente, a la

continuidad respecto a las condiciones iniciales).
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OBSERVACION 3.6.

Si consideramos el caso particular hi(t,x,y) =0, i=1,2 vy
£ = m=0 con A(t) = etc y u(t) = etc, se obtiene una situacién muy cer
cana al teorema cldsico de Perron ([18], [40]) ya que como es conoci-
do, si se lleva la parte lineal a su forma candnica, el sistema con-

siderado en dicho teorema queda en la forma .

Ax + f(t,x,y)

e
]

e
]

By + g(t,x,y) .

También aqui se considera una situacién mds general que en |:91:], [:85]

y [86].

Para mas claridad enunciaremos ahora el teorema con todas las

hip6tesis que se necesitan.

Se considera el sistema

Xe
|

= f(t,x) + h](t,x,y)
(3.1)

<o
]

g(t,y) + h,(t,x,y)

donde x € Ek, y € En—k y las funciones del miembro derecho son conti=-

nuas para t a, x € H], y € H_ y satisfacen alguna condicién de uni-

2
cidad.

Se supone que existen dos funciones V](t,x) y Vz(t,y) de clase

C1 que satisfacen,
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¢1(IX|) < V](t,x) t>a, x€H, (3.2)

o, (IyD) = Vy(ty) <o Uy t>a, yeH, (3.3) (3.2)

¢, e K 1=1,2,3
V,(£,0) = v,(t,00 =0t >a C (3.4
BV] 3V2
x. == (t,x) >0 Y-y (t,y) >0 t>a. (3.7)
Supondremos que existen funciones ¢(t,r) y y(t,r) continuas en
[a,+ ) x [0,h) que cumplen:
3V] .
T (t,x).f(t,x) < - ¢(t,V](t,x)) t>a xeH (3.11)
BVZ
Ty (t,y).g(t,y) > w(t,v,(t,y)) t>a yeH, (3.12)
y para todo b € (0,8]
400 +0
J ¢(t,b)dt = J Y(t,b)dt = + = . (3.46)
a a

Consideramos que existen una funcidn continua y positiva u(t) y un

nimero m > 1 tales que si Ay = 9-; y Ax = x-x

oV
e (). [3(6,9)-9(e,9)] > u(o) Vj(e,by) (3.23)
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donde

+o0
J p(t)dt = + o (3.24)
a

v, o i
= (t,0x). [f(t,x)-f(t,x)] < 0. (3.25)

Las funciones h] de (3.1) satisfacen

[ho (6,5,)=h; (£,%,9) | < L (8) {V,(t,8x) + v, (t,8y)} . (3.17)

Sean las siguientes notaciones, para dos soluciones dadas:

av,
A(t) =L (8)] o (6ax(t))]
v, (3.18)
B(t) = L,(t)] e (t,Ay(t)) |
oV,
f@;"(t,AX(t))'
A (W)
(3.19)
3V,
I@t_ (t,Ay(t))]-
A ()
E(t) = 2A(t)+2B(t)+C(t)+D(t). (3.20)

Bajo las hipStesis dadas, existen funciones continuas Pi(t)'Ki(t)’

Wi(t) i=1,2 tales que:
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oV oV

|y ()] <P |52 (ey)] < Py(t) (3.8)
' 3V,

I W (t,X)I i E] (t) | _3'7_ (t’Y)I i KZ(t) (3-9)

lhl.(t,x,y)] iwi(t) i=1,2. {3.10)

Supondremos que

400
J E(t)dt < + o (3.21)
a
P (04K, (W, (8) = 0 @(E,b)) " (t > +e) (3.47)
Pp (£)+Ky ()W, (8) = 0 (y(t,b)) (& > +) (3.48)

Si bajo estas hipbétesis, ponemos
D= {exy): 62T, vi(t,x) <6, V,(t,y) <6},

para § suficientemente pequefio existe dentro de ] una variedad (k+1)-

-dimensional T formada'por curvas integrales, inestable.

EJEMPLO 3.1.

Consideremos el siguiente sistema

[ dx, 13 X?*Xg
'E?—-= 2x]+2x2- 3t x2 + tz
dx

4 772 oy _ 3
dt 2x1 2x2 3t X3
de _ 1 Y

ST A




AquT es k=2, n=3. Pongamos x = (xl,xz) y tomemos

- 13
( 2x1+2x2 3t x2 ]
Fle,x) = [ alty) =1y
oy - 13
2x1 2x2 3t x1
3
xT + x2
. t2
h](t,x,y)= hz(t,x,y) = ﬁ;
L 0

En X tenemos |x| < h, Iyl_i h de modo que pueden tomarse

3
_ 2h _h
w](t) =7 WZ(t) =
t t
Veamos que puede aplicarse la ''Wariante B':
Se tiene que
1 2,2
2 2- 5o (x7+x)
1 of - of t
5 {5 (t,%) +[_-é; (t,x)]"} =
2- - (x2 + x2) -2
2t 1 2

de donde

1 2 2
)\2— -LG+E(X1+X2)

Si suponemos a > 1y k < 2 es facil ver que

2 1
Ai(t,x],x ) < - A(t) | x]® donde A(t) = T3

2

-79-
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Ademéds u](t) < u(t) = %-. Es f&cil ver también que pueden utilizarse

2
_2(h" + 2 _ 1
L, (t) = -—-—;7———— Lz(t) = ;?;

Y se comprueba que se satisfacen todas las hipétesis de la 'variante
B'"" con £ = m = 0. Se concluye que en el espacio de las variables
(xl,xz,y,t) existe una variedad invariante ' de tres dimensione; que
satisface los requerimientos del Teorema 3.1. Obsérvese que a este
ejemplo no se le pueden aplicar ninguno de los resultados de ]:91] [:85:[
8 I}éj ni, por supuesto, el teorema de Perron. Naturalmente, también

pueden darse ejemplos que tengan algunas ecuaciones fuertemente no li-

neales.
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CAPITULO 1V

PERTURBACION DE UN SISTEMA BIDIMENSIONAL CON CICLO LIMITE
INESTABLE.,

§0. INTRODUCCION.

En este capitulo mostramos que el principio de Wacevsky combi-
nado con el uso de funciones de Liapunov u tras técnicas de la Teorfa
Cualitativa puede también aplicarse a un problema de naturaleza dife -
rente al problema de la Estabilidad Condicional. El resultado princi-
pal (Teorema L4.2) demuestra que si el sistema (4.1) posee un ciclo 17-
mite inestable, entonces el sistema perturbado (4.2) admite una varie-
dad invariante tubular cuyas secciones transversales se aproximan, si

t >+ o, al ciclo 1Tmite de (4.1).

Previamente se introducen coordenadas curvilineas en una vecin -
dad del ciclo lTmite y se efectla un cambio de variable sugerido por
la teoria de Floqué. En la literatura no existen resultados similares
al que planteamos; las perturbaciones de sistemas con ciclos 1Tmites
suelen considerarse periddicas, o bien que tienden a cero cuando lo
hace cierto pardmetro, pero no cuando t - + ®. Véanse [92], [25], etc.
Aunque se trata de otro problema, utilizaremos notaciones que subrayen

las semejanzas con el capitulo anterior.
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§1. TRANSFORMACION DE LOS SISTEMAS ORIGINALES.

Consideremos los siguientes sistemas en el plano.

( X = P(X,Y) (4.])
17 = alx,y)
x = P(x,y) + f(t,x,y)

(4.2)
ax,y) + g(t,x,y)

<o
il

donde (x,y) € E2, t E, T,Q CZ(EZ) y las funciones continuas f y g

satisfacen que para cualquier compacto K C:E2 se tiene

F,g3 0 si t-+w, (x,y) €K (4.3)

A (4.2) 1o llamaremos sistema perturbado y al vector de componentes f

y g, la perturbacién del sistema (4.1).

Supondremos que la curva

[~
1y

es un ciclo ITmite del sistema (4.1), y sea w > 0 el (menor) perfodo

]

r(t)

s(t) tekE (4.4)

de las funciones r(t) y s(t):
r(t+w) = r(t) s(t+w) = s(t) te E . (4.5)

Introduzcamos en una vecindad de L las coordenadas curvilineas
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u,v mediante las relaciones siguientes: ([4] , [13])

[ x = r{u) - vs'(u)
< (4.6)

Ly

s(u) + vr'(u)

Pongamos
g = 200Y) o)+ vRGu)
9 (u,v)
donde
M) = i (@) + s Q) RGu=s' (u)r(u)=r' (u)s" (u) (4.7)

Como R(u) es continua y acotada, para v suficientemente pequefio se tie

ne que es J > 0.

Con el cambio (4.6) los sistemas (4.1) y (4.2) se transformanres

pectivamente en los sistemas

(-%% = F(u,v)
(k.17)
1 %{-= Glu,v)
du _ Flu,v) + h,(t,u,v)
d t » ] H y A
(4.2")

1 g: G(u,v) + h (t,u,v)

donde

Fu,v) = ?1]- ]:Pr' (u) + Qs (u)_-_]
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G(u,v) = %—]]f'(U)-VS“(u))Q-(S'(U)+vr“(U))P]

h(t,u,v) = & [ (u)frs' (u)g]

h2(t,u,v) = %—Ixr'(u)-vs“(u))g-(s'(u)+vr”(u))f] .

En estas igualdades las funciones P y Q se evaldan en (r(u)-vs'(Q),

s(u)+vr'(u)) y las funciones f y g en (t,r(u)-vs'(u),s{u)+vr'(u)}.

0. Ademis

Notemos que F(u,0) = 1y G(u,0)
F G
F’G:—\; y—V-
son funciones continuas.
Pongamos U(u,v) = F(u,v)-1. Es inmediato que
— >
U(u,v) >0 siv=>0 conuceE.
Tambié&n podemos escribir
G(u,v) = A(u)v+W(u,v)

donde A(u) = %% (u,0) y se tiene que

!L%L!l- 3 0 si v=>0, uee6E.

Resumiendo, el sistema (4.2') queda en la forma
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[g%= 1+ T(u,v) + b (t,0,v)
(4.8)
j dv _
| ¢~ A(u) v W(u,v) + hz(t,u,v)
Donde se tiene que:
lUYu,v) + ﬁL%L!L l 30 si v~ 0, ue E ‘(4.9)

Ademds los miembros derechos de (4.8) son funciones periddicas respec-
to a u.
Pongamos
1 W
— [ A(u)du .
w ) 0
En el caso que nos interesa, es decir, siendo L un ciclo limite inesta

table, se tiene Vv > 0. Sea ahora

u

6(u) = AT JO A(s)ds

G(u) es continuamente diferenciable, positiva y w-peridédica respecto a

u.

Consideremos el sistema (4.8) en la regidn
R={(u,v,t): ueE, |v] <a, t Z_to}

donde to e Eya>0. SiB>0es suficientemente pequefio, entonces
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o={(u,v,t): ueE, |Gu),v| <B, t> to} <R
Hagamos ahora el cambio
z = G(u).v | (4.10)

El sistema (4.8) queda en la forma

Fe= 1+ Ulua) + Fieu,2) |
(%.11)

dz _ ;4 Z(u,z) + f. (t,u,z)

dt 3 ’ 2 .- 2 ’

donde

U(u,z) = T(u, E{G)') f,(t,u,2) = h](t,ﬁ, _(ZUY)
Z(u,z) = G(u)W(u, ET%T ) + vz U(u,z)-zA(u)U(u,z)

fz(t,u,z) = G(u)hz(t,u, E{%T ) + vz f](t,u,z)-zA(u)f](t,u,z) y la re -

gién ¢ se transforma en
Y= {(t,u,2): u<E, |z] <B, t i.to}

En lo que sigue, nos referiremos al sistema (4.11) en la regién ¥ o

una parte de ella.
§2. LEMAS PREPARATORIOS .

Consideraremos que existe una funcidn Vz(t,z) de clase ¢! defini
da positiva en el conjunto {(t,z): t >t |z| < B} ; es decir, existe

¢(r) € K en Ip,B) tal que



Vz(t,z) > ¢ |z]), Vo(t,0) =0 (t,u,2) e V. (4.12)

En virtud de que V2 € C], y de la continuidad y periodicidad res

pecto a u de las funciones f] y f2 podemos asegurar que existen funcio

nes pi(t), wi(t) i=1,2 continuas en t > t_ que verifican
3V2 BVZ
|2 o) <r@ | 5E e <pym (1.13)
lfl(t,u,z)l f_w1(t) lfz(t,u,z)l f_wz(t) (4.14)

Supongamos que se tiene

Vv, -
37 (t,Z) .[\)Z + Z(U,Z)] Z_ (t)z(t,vz(t,Z)) (4.15)

donde ¢2(t,r) pertenece a la clase K en [b,é) y § > 0 es suficiente -

mente pequefio de modo que z C V¥, donde

Yy = {(t,u,z) : t >t,ue E, Vz(t,z) < &8} .

Consideremos las siguientes partes de F )

e
I

= {(t,u,2z) € ) : t=t_, Vz(t,z) < 8}

f)
o

]

{(t,u,2z) e} : t>t , Vz(t,z) =8}

Denotemos por Zee y Zse los conjuntos de puntos de entrada y salida

estricta respectivamente de ) en relacién con el sistema (4.11].
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LEMA 4.1.

Bajo las hipdtesis anteriores, supongamos que

PZ(t)wz(t)ﬂ)] (t)
lim sup < 1. (4.16)
t>+e 9, (t,6)

Entonces, si to es suficientemente grande, se tienen:

zee =8 zse = Q2 (4.17)

DEMOSTRACION.

Es obvio que Qo¢: Xee . Es suficiente comprobar que

Vé'g >0 (4.18)

donde Vé es, naturalmente, la derivada de V, respecto a (4.11).  Pero

B BVZ aV
t

- 3V

2
f = —
V55t *:z o

vz + Z(u,z)J + 522-. fz(t,u,z)

> 6,(t, V,(t,2)) = P (thwy(t) - P (2)

y utilizando (4.16) se obtiene (4.18) para t  suficientemente grande.
OBSERVACION 4.1.

2 .
Si se tiene que es v > 0, tomando Vz(t,z) = z , pueden conside -
rarse (r) = r2, P](t) =0, Pz(t) = 28. Como se satisface (4.9) pue-

de probarse que Z(u,z) = 0(z) si z -~ 0, y entonces para & pequeiio
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(tomado, por supuesto, a priori) es por ejemplo |Z(u,z]| < ¥-|zl. AsT
se satisfac e (4.15) con ¢é(t,r) = 3vr. Naturalmente, pueden conside-
rarse otras variantes para ¢2(t,r). En el caso que xonsideramos, la

condicidén (4.16) se convierte en

28 w,(t)
lim  sup — = < 1
t 3v

para lo cual es suficiente, por ejemplo, que wz(t) >0 si t>+®, pero

esto es consecuencia de (4.3).

Si el ciclo 1Tmite es inestable con v = 0 (en cuyo caso se trata

de un ciclo lTmite complejo Eﬂ) y se tiene que

2(u,2) = c(WzX + 0(z5) (2 0)

con k > 0 impar vy C(u)_z Y > 0, un razonamiento semejante demuestra
k+1
que también puede tomarse Vz(t,z) = 22 con ¢2(t,r) = Yta r 2, a <0,

y el resto de las consideraciones sefialadas para v > 0.

si (t,u,z) y (t,u,z) estan en } pondremos Au = u-u, Az=z-z. No
temos que si. |z| y |z| son pequefios y t > t_, entonces (t, Au, Az)e ).
. . o 1
Supongamos ahora que existe una funcidn V](t,u) de clase C para t.ito’

u e Ey tal que
v, (t,u) > ¢](|u|) t>t, ueE (4.19)

con ¢,(r) de clase K en [0,4®), y que las funciones f, y f, de (4.11)

satisfacen la condicidn



-90-

fi(t,ﬁ,i)-fi(t,i,é) < L (e v, Ce,au) 4y, (t,42) ) (4.20)

Dadas dos soluciones (a(t), z(t)) y (u(t),z(t)) de (4.11) adoptemos las

siguientes notaciones

oV 3V2

AGt) = Ly(0)| 5=t (6,00(e)) | B(O)=L,(0) | =2 (t,02(0)) | " (4.21)
av, 8V,
| T (t,Au(t)) | |'§¥_ (t,Az(t)) |
c(t) = v, (t,82(t]) p(t) = v, (t,82(1)) (4.22)

E(t) = 2A(t) + 2B(t) + c(t) + D(t).

Supondremos que

400
[t E(t)dt <+ (.23)
o
Y que Vz(t,z) satisface
Vz(t,z) §_¢3(|z|) con ¢3 e K en BL g8 . (4. 24)

También, que existen una funcién continua y positiva u(t) y un niimero

m > 1 tales que

aV

EEE (t,Az).[vAz + 2(u,z) - Z(G,E)] z_u(t)vg(t,Az) (4.25)

donde
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y sea también

v
mﬁ(nmL@GE)—Mla]io. (4.27)

LEMA 4.2.

Sean las condiciones (4.12) (4.19) (4.20) (4.23) (4.24) (4.25) (k.26) vy
(4.27). Entonces, si tenemos dos soluciones (u(t),z(t)) y (E(t),;(t))
que pasan respectivamente por los puntos de ) (TO,GO,EO) y (To’ﬁo’;o)’
y si

V](t,Auo) < Vz(t,Azo) (4.28)

donde Au = u_=-u_ , Az =2z -z, una de las soluciones tiene que
o o o o ) o

salir de ) con el crecimiento de t.
DEMOSTRACION.

Se hace mutatis mutandi como la del Lema 3.2.
OBSERVACION 4.2.

En el caso v > 0, el Lema 4.2 también puede simplificarse conside

rablemente; basta que las funciones fi(t,u,z) satisfagan la condicidn

£,(6,5,9) - f.(t,3,2)

< d {Au + Az}
donde 0 < d < /4. (véase [27] para la demostracién).

LEMA 4.3.
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Sea (u(t),z(t)) una solucién de (4.11) tal que (t,u(t),z(t))e }
para t> t_. Supongamos las hipdtesis del Lema 4.1 pero en lugar de

(4.16) la condicién mas fuerte:

p(E) + p,y (1) wy(t) = 0 (9,(£,7)) (& +=) (4.29)
para cualquier v, 0 <y < §. Ademas N
400
j ¢, (t,y)dt = + . (4.30)
¢ ,
o

Entonces se cumplen:

(a) 1im z(t) =0 (b) 1im u(t) = + ©
t>rtco £t
DEMOSTRACION.

(a) Probemos que 1im Vz(t,z(t)) 0. Supongamos por el absurdo que

t>t+o

0<gx<$ , (4.31)

Il
fal

lim sup vz(t,z(t))
oo

y consideremos la regidn

B = {(t,u,2) e J: a/2 < V,(t,2) < &} .

Existe una sucesidén {tk} tal que t, + + ooy (tk,u(tk),z(tk) e B. Co-
mo Vz(t,z) es continua y se supone que (t,u(t), z(t)) € ), para cada k
existe una vecindad a la derecha de t,, sea [}k’ 6;] tal que para

t el}k} 6;} se tiene que (t, u(t), z(t)) € B. De (4.11) y usando(4.13)
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(4.14) y (h4.15) tenemos que

Vo 2 9, (e,v,(t,2(¢))) - py(t) - py(t) w,(t)
> ¢,(t, 972) = p () - p,y(£) w,y(t)

teniendo en cuenta (4.29), para t suficientemente grande es

' 1 q ‘
vy > 59 (t, /2) >0 . (4.32)

De modo que si tomamos t, tal que se verifique (4.32) para t > t, s re-
sulta que (t,u(t), z(t)) € B para t > t, Y no solamente para t en

I:tk, Gk]. Si integramos en (4.32) sobre I:tk,t] con t > t, obtenemos

t
1 q
Vy(t) > v, (t) + 5 Jt¢2(s, /2)ds
k

y teniendo en cuenta (4.30) se contradice (4.31).

De (4.12) queda entonces que z(t) > 0 si t >+ o .,

(b) Si 8 es suficientemente pequefio y t suficientemente grande, enton

ces

|U(u,z)|+|f1(t,u,z)| < 1/2

con lo cual %%— > 1/2 y se deduce (b).

§3. RESULTADOS FUNDAMENTALES.

TEOREMA 4.1.

Supongamos que se satisfacen las hipStesis de los Lema 4.1 a 4.3,
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Entonces en la regién ) existe una variedad bidimensional T w-periédi-
ca respecto a u que estd constituida por curvas integrales de (4.11) y
es positivamente invariante. Adem3s, toda trayectoria que pase por un

punto de E\I’ abandona ) con el crecimiento de t.
DEMOSTRACION.

Para cada t” > t_ vy u"e E consideremos el conjunto

ol

M= {(t,u,2): t=t*, u=u", Vz(t,z)‘i §}

MN zse no es un retracto de My si lo es de Zse' La demostracion si-
gue como en el Teorema 3.1; ahora I' es una variedad bidimensional, %
su periodicidad respecto a u es consecuencia de la periodicidad del

miembro derecho de (k4.11).

Regresemos ahora al sistema original (4.2). Como los cambios de
variable efectuados son regulares, a I' corresponde una variedad bidi -
mensional en el espacio de las variables (t,x,y). La curva I N {t=cte}
para cualquier constante > to es w-periddica respecto a u, y en el es-
pacio (t,u,v) es de la forma v = h(u) con h w-periddica. De aqul que
la curva correspondiente en el espacio (t,x,y) es de la forma {t=cte ,
x = %(u), y=y(u)} con x,y w-periédicas. De este modo, a I' corresponde
en el espacio (t,x,y) una superficie tubular /lk\. Si es (u(t), z(t))

una solucién de (4.8), la solucién correspondiente de (L.2) estd dada

por

[ x(t)

<

{ y(t)

¢ (u(t)) - v(t) ' (ule))
¥ (ult)) + v(t) ¢! (u(t))

[}
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Luego si (t, u(t), z(t)) e T, (t, x(t), y(t)) ¢ /AN y 1a proyeccién
(x(t), y(t)) se aproxima, si t +~ + @, al ciclo 1Tmite L (segln el Lema

4.2). Tenemos entonces el siguiente.

TEOREMA 4.2.

Sean los sistemas (4.1) y (L4.2) tales que se cumplen las hipétesis
sefialadas. Entonces existe una superficie tubular /1&‘\ positivamente
invariante para (4.2) tal que sus secciones transversales se aproximan,
si t >+ o, al cilindro de directriz L y generatrices paralelas al eje

t. / \ es ademids una variedad inestable.

EJEMPLO 4.1.

Desarrollemos el siguiente ejemplo sencillo para ilustrar no sélo

el resultado principal sino los pasos intermedios.

Sean los sistemas

X = -y + x(x2 + yz-l) = P(x,y)

9 2 (4.33)
y=x +y(x" + y™=1) = Qx,y)
X = -y + x(x2+y2-1) + %
¥ o= x + y(xX“+y“-1) + Y/t

Es obvio que

¢ (t)
P(t)

cos t

sen t

-
.
~< X
] ]
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es un ciclo ITmite de (4.33). El Tndice de Poincaré de L respecto a

(4.33) es h=2 > 0 luego es un ciclo Iimite inestable.

flt,x,y) = %-, g(t,x,y) = %- y (4.3) es inmediata. El1 cambio(k.6)
se expresa por
x = (1-v) cos u
«(4.35)
y = (1-v) sen u
y por supuesto v = 0 corresponde a L. M(u) =1y R(u) = =1 luego J=1-v.
Se comprueba facilmente que se tiene:
Flu,v) =1 Glu,v) = -(1-v) [(1-v)2-1]
A(u) = 2 W(u,v) = -3v2 + v3
| -1
h, (t,u,v) =0 h, (t,u,v) = iE—
U(u,v) = 0.
El sistema (4.2') es entonces en este caso
K
dt
< (4.36)
dv _ 3,2, v-l
[ e 2v + v 3v +-—?—

Ahora es v =2, G(u) =1y z=v, de modo que (4.11) es (4.8) cambian

do v por z:

dt (4.37)

—_—
a
IS
]
N
N
+
N
]
w
N
N
+
IN
]
—_



~y7-

Analicemos ahora las hipotesis de los lemas para las posibilidades
seflaladas cuando es v > 0. Ademis de lo sefialado en la Observaciénk.1,
puede considerarse wz(t) = é%l . Si consideramos t_ > 2, entonces  se
cumple la condicidn de Lipschitz planteada en la observacién 4.2 con
con 0 < d = %-< V/h. Las hipotesis del Lema 4.3 también se verifican ,
obviamente. Entonces el sistema (4.34) posee una variedad tubular con

.

las caracteristicas que se sefialan en el Teorema 4.2.



APENDICE.
I.1. (Ver_Observacién 1.2).

Sea hy < h y tomemos § = max Wiy): |yl f_h]}. Como V(t,y) > W(y),
para todo t Z-to existen valores de y tales que V(t,vy) > & . Siendo
v(t,0) = 0 se tiene que para cada t, V(t,y) toma todos los valores en-

tre 0 y § por la continuidad de V(t,y). Si € <8, a partir de cierto

t es Kg(t) < § y existird (para cada t) un y tal que V(t,y) = Zg(t).
I.2. (Ver comentario que sigue a la Observacidn 1.6).
(a) Teorema de Malkin (|75]).

La solucién trivial del sistema (1.1) es estable si se satisfacen
las siguientes condiciones.

(i) Existe V(t,y) definida positiva con cota superior infinitamente

pequefia, de clase C].

" (ii) Existe V* definida positiva tal que

lim ( %¥-+ V*) =0
oo

y el 1Tmite es uniforme en compactos del tipo 0 < A f.|y| < 6.

Veamos que (i) y (ii) implican incluso el siguiente caso particu

lar de la condicién C.

Existe V(t,y) definida positiva y C] tal que para £ > 0 dado, exis

>

ten Tg 2ty hg(t) € CLIE’ + ©) que cumplen:
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+(x, -
hg(t)dt = -0 Y| < hg(tl

3 D¢

hg(t) < 0, JT

DEMOSTRACION

(ii) implica que para todos Xy 8§ con 0 < A <8 ypara todo & >0

existe Tg > tO tal que si t z_Tg y A §_|y| < ¢ , entonces

dv * 1
Pl M R (A.1)

Como V*(t,y) 3_W(|y|) (por ser definida positiva) es

o(t) = inf{V*(t,y):t z_to,X §_|y| < 8} j_inf{W(lyI):A f_]yl 8§}=28>0.

I A

AquT O(t) y B dependen, naturalmente, de A y 8.

A<yl <8 < sup sVE(e,y): e > e, A< y| <8}
t>t,

= -inf{v*(t,y): t > t» A< lyl<sb<-28.
Si ahora tomamos & tal que 0 < £ < 8 quedarfa en (A.1) %%—f_- B. Resu-

miendo, tenemos la afirmacidn siguiente:

Para todos A y§ con 0 < A < § existe B > 0 y existe Tsfito tales que
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Consideramos ahora § fijo y A variando en (0,6]. Del hecho de que V

tiene cota superior infinitamente pequefia se obtiene que:

Dado £ > 0 existe Ag > 0 tal que si V(t,y) > &, entonces [y| > Ag.
Naturalmente, puede considerarse Ag < §.

Para este Ag, utilizando (A.2) tendremos que existen B=8{£)> 0
y Tg tales que

= L, LUs@ (A.3)

Ag iIYIia

Pero como {(t,y): t > Tg’ vit,y) > g} € {(t,y): t > TE ‘Yl_i Ag} de

(A.3) se tiene que

dv
rra <-8 (&)
t> T,
v(t,y)>E
ly|< 6

Notando que § > 0 es fijo, basta considerar h < § y se tiene (1.13)

con hg(t) = - B (§).

(b) ReAuZIadé de W. Hahn ([ﬁ&] Cap. [l sec. L4 pag. 16.4).

Este resultado es el siguiente: la solucién trivial de (1.1} es asintd
ticamente estable si exi#te V(t,y) definida positiva con cota superior
infinitamente_pequéﬁa y existen ¢(r) € Ky £(t)>0 tal que para tffto

y |yl pequeiia es V' < £(t) ¢(]y|), donde J E(t)dt = + = .

t
o
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Para ver que se cumple la condicidén C, tomamos K= - ® y para

£ > 0 cualquier Tg 3-to' Notemos que:

Para £ > 0 dado, existe § = §(&) tal que si V(t,y]l > £ entonces ly[z§.
Como ¢(r) € K, ¢(|y]) > ¢ (6) y tomando hg(t) = - Z(t) ¢(8) se cumplen

(1.12) y (1.13).
(c) Teorema de Haddock ([L6], 3. Teorema 3.1). .

La solucidn trivial de (1.1) es asintSticamente estable si: Existen
funciones a,b,c de clase K y funciones g y h de IEO, +©) en (0,+w)cq2

tinuas y una funcién V(t,y): H > E localmente lipschitziana tales que
(i) ally]) < v(t,y) < g(t) (]y|)
(ii) vt (t,y) < -h(t) c(|y])

(iii) J h(s) ¢
a

-1 n - . .
P ( 51;7-)] ds = + = para todo n > 0 suficientemente

pequeiio.

Tomemos nuevamente k = - © y para § > 0, Tg cualquiera vy

hg(t) = - h(t) ¢ [b-](g/g(t))]-

Si v(t,y) > & por (i) es g(t) b(]y]) > &y IyI_z'b_l(g/g(t)). Por lo

tanto siempre que V(t,v) > &

= V' (t,y)
v(t,y)> &

V' (t,y)

lyl> 6”1 Crg(t))

< -n(e) e [57 Ergto]n (0

< =h(t) c(]y])

Hyl> b7 Erae))
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luego se cumple la condicién C.
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APENDICE T.3. (Ver teorema 1.2).

PROPOSICION.

Si se cumplen las hipStesis del Teorema de Liapunov sobre la es-
tabilidad asintética, entonces se satisfacen las hipStesis del Teorema

1.2.

DEMOSTRACION.

Las hip6tesis del Teorema de Liapunov, utilizando las funciones

de la clase K mencionada anteriormente, pueden formularse asf:

Existe V(x,t): {|x]| < h}x Dif + @) > E y tres funciones ¢, ¥, vy de la

clase K en Ib,h) tales que

Vix,t) > o(]x]) Ix| <h, t>t (1)
y(|x]) > vix,t) Ix| <h, t> t, (2)
Vix,t) < ¥ (|x]) x| <h, t> t, (3)

Comprobaremos que se satisface la condicién B con T = t . La demostra

cién se hace en dos pasos:

(a) Dada 6 £ K existe £(t) € CIIEO, + ®) que satisface

2(t) >0 lim £2(t) =0 (4)
oo

y ademds que

sle(e)] > - £' (1) (5)
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En efecto, tomemos § € K tal que §(x) < 8(x] si x # 0 y ademas

§ e lep,h). Sea la ecuacidn
x'(t) = - 8(x)
con la condicién inicial

x(to) = x> 0

(6)

)

El problema (6)-(7) tiene una solucién Gnica x(r,to,xo) que esta

definida para todo t > t,- Se tiene que:

(i) x'(t,to,xo) < 0 luego x(t,to,xo) es decreciente en t.

(ii) x = 0 es solucién de (6) y por tanto x(t,to,xo) > 0 para to

dot >t .
— 0

(iii) 1im x(t,to,xo) = 0, pues si fuese lim x(t,t_,x ) =L>0 de

oo >0
(6) se obtiene que
t _ _ _ t _
x(t,to,xo)—x0 = - [t élg(s,to,xo)_lds < !t §[L]ds |
o o

de donde quedarfa que x(t,to,xo) > - o sj t>+ o en contra

diccidn con (ii).

Basta tomar entonces £(t)

Sea ahora la funcién VY o Y-]

que satisfaga (4) y

vy ()] > - 2 (1)

x(t,to,xo).

Segin (a) podemos tomar £(t)

t >t (8)



sea R = {(t,x): t >t , Vlx,t) = £(t)].
.De (2) tenemos que para (t,x] € Ro

v 2] < I«
de donde

- w(x]) < - ¥ een].

Usando ahora (3) y (9) obtenemos que

W) | < - vy )] < £
R

(o]

y queda comprobada la condicién B.
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(9)
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APENDICE I.4. (Véase el Teorema 1.2)

Es bien conocido que a sistemas lineales de coeficientes constan-

tes, a casos de estabilidad seglin la primera aproximacidn, etc. pue -

. den aplicarse los teoremas del 2do método de Liapunov. Para el ' caso
de sistemas lineales de coeficientes variabies, uno de los resultados

mis generales existentes es el siguiente: .

Sea el sistema

x = A(t)x (1]

y sea u(t) el mayor valor propio de la matriz

2 (A + ] .

Entonces, si se tiene

+00
J Wlt)dt = - o )

t
(o)

la solucién trivial de (1) es asintdticamente estable. (Ver por ejem-

plo [58]).

Bajo estas hipdtesis, es facil ver que se satisface también la con
. s . 2 .
dicién B, incluso tomando V(x,t) = x~. En efecto, se toma una funcidn

A(t) tal que A(t) > u(t) si t > T y ademds que verifique

f+o
J A(t)dt = -
t

(o}
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_ t

La funcién £(t) = exp|2 J A (s)ds] satisface las restricciones de la
t

. e o)
condicidn B.
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APENDICE III.1. (Ver comentario anterior a (3.2)].

Consideremos una regién R Ek que contenga al origen, Q= [§,+w) x R

y las condiciones siguientes:

(a) Existe W(x) definida y continua en R tal que
v(t,x) > Wix) >0 si (t,x) e Q, x#0; v(t,0) =0 . (1)

(b) Existe ¢ € K en [p,y) donde v = sup{|x|: x € R} que verifica

]
(]

v(t,x) > ¢(|x]) si (t,x) e Q; V(t,0) (2)

La condicién (b) es ligeramente mas fuerte que (a) por lo siguien-
te: si se satisface (b) basta tomar W(x) = ¢(|x|] y se tiene (a). Re-

ciprocamente, si R es compacto y se satisface (a) ponemos:

g(r) = inf {W(x): |x| > r, x € R} (3)

%(r) es continua y puede ser minorada por una funcidn ¢ € K en [O,Y )

que satisfaga (2); por lo tanto se tiene (b).

Pero si R no es compacto puede ser qué el Tnfimo.en (3) 'sea cero
aunque se tenga r > 0, y no se puede encontrar una funcién ¢ € K que
satisfaga (2). Esto ocurre si W(x) =+ 0 cuando x se aproxima a algin
punto de FrR' Sin. embargo, basta tomar una sub-regidén R' de R acotada
tal que R—] R, y entonces se satisface (b) con ¢ € K en [b,y') donde

y' = sup{|x|: x € R'}.

. 2
Por ejemplo, si en E tomamos
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2 2 2 2,2
V(t,x) = W(x) = x] + x5 - (x1 + X, )

x=(x] ,xZ)

se satisface (a) en R = {(x],xz),: x? x x2 < 1} pero (b) solamente pa-

2

ra una ¢ € K en I:O,Y)_ con Y < 1ynocony-=1"1.
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