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SUMARIO

Sea Sﬁ = lk+2k+...+nk, y sea

S st s2 ... sk
n n n n
¢k = |st 52 s3 ..... g+l
n n -Nn n n
sk gk*l gk+2 | g2k
n n n n
Estd demostrado que:
n
o = Ttk Ynok-2 Yk
n V2 v
n-1 " "2k+1

donde Vk €c. son determinantes espec-ales de Vandermonde.

Este resultado es de gran importancia en la teoria

de los momentos y de los minimos cuadrados.

A. Zavrotsky B. Sc.
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A, ZAVROSKY

SUMMARY

Let S5 = 1%+ 2%...", and let

s° st s2 ..., gk
n n n n
<= st 52 s . gk+l
n n n n n
sk gtl gk+2 g2k
n n n n

It is proved that

m
& = Tntic Mnok-2 Yk
n 2
V-1 Yoan

where the V| etc. are special Vandermonde determinants.

This is a very important result for applications to moments and

least squares.

A. Zavrostsky B. Sc.



EL GESSELIANO

Porn: A. Zavhotsky

Sean Xy 5 Xp 5e..3 X, D valores distintos de 1la

variable x, y sean y; = f(xi)(i=1; 2;...; n) los

.

valores correspondientes de una funcién desconoci

da. Se trata de hallar un polinomio

— 2 k
Pk(x) = Aot a;X + A, X"+, .+ay X

de grado no superior a k de modo que se tenga
P (x;) =y, (i=1,; 2;...n),

lo que se reduce a la resolucidn del sistema de

ecuaciones:
2 k _
(1) dot a;X; + a,X 1+....+akx1 =¥
Aot ;XA + A, X+ +a xk =
ot a1X5 v M x*2 T 72
ao+ a,x_ + a x2+ + a Xk =y
[ 1n Zn ..... Lkn n

Si n < k+1, el sistema es indeterminado. Si n=k+l,

el sistema es compatible y determinado, porque su



determinante, si se toman aj; 8,3 ... 2 como incég

nitas, y X1 x% e xﬁ como coeficientes, es del

tipo de Vandermonde:

1 X xz xk
. 1 1 ..... 1 .
(2) 1 X xz xk = (x;-%,) (x,-X,)
2 2 lllll 2 1 2 1 3 . & &
(x_ ,-x) $+ 0
1 X xz ..... xk n-1 "n ’
n n n
Porque todos los valores X{5 Xp3 «..3 X SO distin

tos por hipdtesis. Si k < n-1, el sistema es ge-

neralmente incompatible. Se puede entonces interpre

tar al polinomio PR(X) como funcién de mejor aproxi
macidn, por el método de los minimos cuadrados, que
como lo demostrd Pearson [ 1], en el caso de un po

linomio, y Gnicamente en este caso, equivale al de

los momentos. Resolviendo el sistema auxiliar

2
| Pk(xj')‘}’j|
1 ’ . .
J = 0 (i=0;152;..:k)

CES

9

II.M::S

se forman las ecuaciones normales de Gauss.



2 k
nag+a; )X ta, L Xt Lx;=]y; (3
2 3 k+1
a ! x;*+a; ] xi+a, Y XJHoooo+ gy xS o=l xyy

donde todas las sumatorias se entienden desde i=1 hasta i=n.

Considérese ahora el caso particular de los valores equidistantes
del argumento (en progresidn aritmética), o sea cuando

X,-X, = X,X,... = X_-X_.=h. Por medio del cambio de variable
2 71 372 n n-1

x=x1+h(§l1), los valores del nuevo argumento X se convierten en

los enteros consecutivos 1,2,...,n, y las ecuaciones (3) se trans

forman en:

o] 1 2 k _

S, a,*S,a,*S ay*... .48 a = ) Y; (4)

1 2 3 k+1 . .
S- a +S7a,+STa,+....+S =) X.y. (sumatorias desde i=1
° 1 2 n ok i hasta i=n).
k+1 k+2 2k _ k
S ao+Sn al+S ay*. +Sn ay 5 X; Y3

donde en general para toda n y para toda i:

i i i i
S; = 1"+ 27+....+n

o en forma matricial,

S| |A] = [Y] (5)



donde |A| y |Y| son matrices columnas.

La expresidn general de Sl,l1 se conoce: |2 |

. . I']_._ s
ool 1t @it i@n@ean'? 6)
A 7 720

1GE-DGE-2GE-3)GE-0nt > L,
30240

+

o introduciendo los nfmeros de Bernoulli |3 |

3 1-3 5.1-5

i+l i . B,C:n B.C.n
i 1n" 1 . i-1 7271 371 et
Sn_-i:1_+7 +—2—B1m - H + 6 +-+-+,,,

(7)

Si i es par, el Gltimo término de este desarrollo contiene la

primera potencia de n; si es impar, la segunda. En particular:

2
1);

S

n 4 n

2_ n(n+1) (2n+1) SS - nz(n"'l)2 = (
n Y R -4

1.1
S%=n, =5 n@+l), S

gt - @) (1) GoP+3n1) , 5 | @ e’
n 30 n 12

6 _ n(n+1) (2n+1) (3n4+6n3-3n+1) , S7 - n2 (n+1)2(3n4+6n3—n2-4n+2);

S

n 42 n 24
S8 _ n(n+1) (2n+1) (_5n6+15n5+5n4—15n3—n2+9n-3) ;

n 90

9 _ n2 n+1)2(n2+n—1) (2n4+4n3-n2—3n+3) etc.
n 20

Estas expresiones pueden simplificarse considerablemente, si se

introducen los simbolos y=n(n+1), y'=2n+1:



' 2
1_1, c2_yy' S_y Aoy By-1), 5y (2y-1),
Sn 797’Sn 6 2 5 4 Sn 30 Sn 12 >

6L W G 7 YiGy ayrd) 8y yo-10yPeoy-3) |
42 > n 24 > "n 90 ’

2 2
S9 -y -1) (2y2—3y+3) SlO= yy' (3y3—7y +10y-5)(y-1)
n 20 n 66

etc.

Adem3s, estdn demostradas las relaciones siguientes: (4)

. 2i
2i+1 . ds . ]

sy 2iS§1 s D (21-1)s§1‘1+ (-1)'B,, sﬁ . s;=2(si)2 :
an dn

3 Q1.2
Sn = (Sn) , etc.

Considérese ahora el determinante de la matriz |S|, introduci

da en la ecuacidn (5), o sea, el del sistema (4):

0 1 2 k
s SO sk
K 1 2 3 1+l
k- |s 2 s sk (8)
sk gkl gkvz g2k
n n n n

1lamado el Gesseliano en honor al Profesor Ira Gessel quién 1lo

descubrid. Designando con Vi al determinante especial de

Vandermonde:



1 1 1 ....... 1
1 2 K TP k+1
v = |1 22 32 )2 | =11 203tk (9)
1X 2K X DX | |5
y con Hy_ el determinante de Hilbert |6}
1 L L. 1
2 3 k+1
V4
Ho. |1 1 1 1 - _k (10)
> : 7 .
.......... o Y2k
1 1 1 1
k+1 k+2 k+2 2k+1
demuéstrese la igualdad:
Vo Vo Ve
ok = Ynek “nk-z Vk (11)
n
2
Vh-l- V2k+1
o en forma equivalente:
6 = et R e’ oM a2 % et Hlelah. )

. Por cierto, algunos casos particulares de la férmula (12) pueden

comprobarse directamente, por ejemplo:



1
no 70D e @orl) = n’@+) (2n+1) - nl@e)?

n " | 2ne) 6 ° -

| amad

w21y, 2@D =30 |l @l
12 12

de acuerdo con (12), tanto mas que

DN =

1
2

Otro caso particular de (12) que ha sido demostrado, |71

n-1 _ .2

Gy n-1° (13)

A primera vista, la férmula (11) parece en este caso carecer de

sentido, pués el factor Vi k-2 adquiere la forma V_;- Pero transcri

biendo (11) en 1a forma:

4

( Vh+k Vk )
& Vn-1 Vowel
n =

(Yn-1 )

Vn—k—Z



4
V..V
k
-k k
V-1 Vo1

( 1!.2!.3!...Gn—k—Z)!.(n-k-l)!.(n-k)l.:}(n—l)!j (14)
1! .20 030 L. (n-k-2)!

4

( Vh+k Vk )
vV V

n-1 "2k+1

{m-k-1).. (n-k)! ...(n-1)!

y poniendo ahora k=n-1, se obtiene:

4
( Von-1 Vn-l) 3
-1 V .V \ 2
Gg - n-1 "Z2n-1 - n-1_ Vﬁ-l’
1 1 1 - 1
0!. 1. 2'.... (n-1) Vo1

de acuerdo con (13). La férmula (13) puede, ademds, deducirse di

rectamente, elevando al cuadrado al determinante V_ .

Pero la demostracién general de (11) requiere varios lemas previos.

LEMA 1. Gﬁ es polinomio en n de grado (k+1)2, cuyo coeficiente do
minante es Hk’

PRUEBA. Péngase N(n) = 1+0( %-), donde 0( %—) compendia los térmi
nos con las potencias negativas de n. Luego, substituyendo en (8)

por cada S; la expresion (6) 6 (7), Gﬁ se reduce a la forma:



nl nZ n3 nk+1
~— N(n) =— N(n) — N(n) ..... N(n)
1 2 3 L+]1
nZ n3 n4 nk+2
~— N(n) — N(n) —N@n) ..... N(n)
GS - 2 3 4 k+2 (15)
n
k+1 nk+2 nk+3 n2k+1
N(n) N(n) N(n)... N(n)
k+1 k+2 k+3 2k+1

Desarrollando (15)en una suma de (k+1)! términos, se vé que en cada
uno de ellos el exponente de n es igual & 1+3=5+..... +(2k+1)=(k+1)2, y
el coeficiente dominante, segGn (10), es Hk.

Designando con X(Gﬁ) la caracteristica de un determinante (o sea,

el orden maximo de su menor distinto de 0), se puede enunciar el siguiente:

LEMA 2. Si n<k+1, entonces X(Gﬁ) = 1.

PRUEBA a) Que X(Glli) > n, se vé por el hechto de que Gﬁ contiene como me

nor principal de orden n & Gnn_1 = V2 # '0.

n-1
k " 000... 1
b) Para demostrar que X(Gn) < n, obsérvese que X(G;))= X({0 0 0...])"=0

y que X(Gll(‘) = X(

111 ....
111 .... l) = 1; supbngase inductivamente que

X(G§)= n, y averigiliese si la misma relaci6én subsiste aln para n+l. Pero

k

Gn+1

es determinante de tipo de Hankel en que toda paralela a la diago-
nal ascendente estid compuesta de elementos iguales. Pero se sabe |8 |

que:
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2
ao a, By eenen a, Aao A By eeeens
_ 2 3
a, a, a3 ..... = tAa A ao Aa ......
donde Aa_ = a,-a Aza =a,-2a.+a Aia =g.-ia. +C?a. -Csa +-
0 1 “o? o 2 "1 o2 o “1 1-1 “1i7i-2 “i*i-3
+(-1)l a . En el caso particular de G§+1 se tiene
1
_d o MLl 22 Ll o _
fa, = Sn+1 Sn+1_jzl G 1)—Sn, A ao—Sn+1 ZSn+1 * Sn+1 -
n+l
. 182 2
= ) (G-1)° = S penens
j=1
y anidlogamente para toda i:
. . . . i+1 ..
i_1 0 .di-1 2 o1i-2 _ 131 O _1+ . qn1_od
an-Sn+1-lsn+1 +C; 8.7 +=+, ... +(-1) Sie1 —jzl (G-1) =S
de modo que se tiene:
0 1 2
1+Sn Sn Sn ......
(16)
ck - gl st 3.
n+l n n n

Sea ahora M ,, un minor de G§+1 de orden n+2. Si M ,, mo contie
ne el elemento 1+Sg (situado en la primera fila y la primera columna),

entonces M ,, pertenece a Gﬁ y es igual a 0 por hipStesis inductiva.

Si lo contiene, entonces se puede darle la forma:

41 sleo S240 L,
n n n

M —

n+2 1
Sn Mﬁ+l

------------------
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donde M .1 ©s minor de orden n+l. Descomponiendo ahora aM o por los
elementos de su primera fila, se le representa como suma de dos mino-
res de Gﬁ, uno de orden n+l y otro n+2, juntos iguales a cero por hi-

pOtesis inductiva.

Evidentemente, la caracteristica de Mn+2 queda invariante bajo la
transformacion lineal de Hankel. Luego X(G§+1) = n+l, lo que tomple-

ta la induccidn.
LEMA 3. Gﬁ se divide entre nk+1 (n-l)k(n—Z)k—l.... (n-k+1)2(n—k).

ESCOLIO. Se trata de la divisibilidad algebraica de un polinomio en
tre la potencia de un monomio o binomio, y no de la aritmética, que
no siempre se cumple gracias a la presencia del factor fraccionario
Hk' Ejemplo: Si = %-n(n+l) siempre se divide entre el binomio (n+l),

pero Sé = 6 no se divide entre 3+1=4,

PRUEBA. Esti demostrado |9| que si Gﬁ es determinante de orden (k+1)
cuyos elementos son polinomios en n, y si n, es valor de n tal que
X(Gﬁ ) = g<k+1, entonces Gﬁ se divide entre (n-no)k+l-q o eventual-

o)
mente entre otra potencia todavia mis alta del binomio (n-no). Dan-

dole a n, sucesivamente los valores 0,1,2,....,k, se obtiene el enun
ciado del Lema 3. A este resultado se puede darle también otra for-

ma: e

e e
Gfl o ® @1 Y2 L. m-k+1) 110 ¥ £m)

donde
e, > ktl, eg >k, ey > k-l,...58p 1 22, > 1
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LEMA 4. Gﬁ es divisible entre:

c e e e
2 13%1 2 k-1

n (n®-4) %...... (n?-1%+2k-1) %)%

an-k

?

donde los exponentes €45 ©15€5e0+,Cp tienen el mismo significado que

en el Lema 3.

PRUEBA. Considérese la expresibn G_g, si en la férmula (8) n “toma
el valor de un entero negativo, entonces la definicidn Si = 1i+Zi+...
+ni pierde todo sentido, pero se puede aceptar como definicidn de Si\
a la férmula (6) o (7), y en este caso se tiene, si i=0, S?n=f -n =
= —(1+Sg_1), y sii >0,

i+l 1

S%n=("1)i+1 ( 1:—4_1— - %ni+ %-Bl ini_ -+, --)=(-1)i+1(S;Ll-ni)=

- i+l i
‘('1) Sn-l ’

y se tiene:

1 2 iy k+lck
_(1+Sg_l) S 1 NPIREEREE D77 4

1 2 3 akok+l

G-E - Ist, S. .1 Sp_q weeee ( 1)ksn_1
T STRRERIS STITITALEE LN e
S R NGO ) Lt S S 2k

Multiplicando la primera, la tercera, la quinta columna, &cC.,

por -1, se tiene: o 1 2 3
1+Sn-1 -1 Sn-l Sn-l .....
1 2 3 4
c k= . -Sn_1 —Sn_1 —Sn_1 —Sn_1 .....
-n —-SZ SS S4 SS
n-1 n-1 n-1 n-1 "°°°°
3 o4 oo _cb
Sn_1 Sn—l Sn-l Sn-l .....
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Enseguida, multiplicando la segunda, la cuarta, la sexta fila, &c, por

-1, se tiene:

0 1 2 k
1+Sn_1 Sn_l Sn_l ..... Sn_l
k _ 1 2 3 k+1
G_n = -i- Sn-l Sn_l Sn_l ----- Sn_l (]‘7)
.1.( ........... 1.(+i ........ 1.<+é .......... 21.(.
S:_1 S Sap eeees S

El signo ambiguo '"+'" depende de la paridad de k, lo cual carece de
importancia. De todo modo, reemplazando en la férmula (16) n por

n-1, se v& que el segundo miembro de (17) se reduce a + Gl_(n, y se tie

k _ . .k ©1 €2 ®k

ne G =+ Gn. Luego en el Lema 3 al factor (n-1) "(n-2) “....(n-k) ~,
e e e

le corresponde el factor (n+l) 1 (n+2) 2. ... (@m+k) k con las mismas mul-

tiplicidades, lo que completa la demostracién del Lema 4.

Del Lema 4 se deduce:

e e e e e
G§=n O 1) Ymi4y % ..., m%-k2+2k-1) K1m??) ¥ £m)

donde los exponentes indeterminados e; estan, para i=0,1,2,..., k,
acotados inferiormente por las desigualdades e, > k+l-i. Pero como
la suma de todos estos exponentes es igual a 2(1+2+3+...+k-1+k) +
+(k+1)=(k+1)2, que es, por el Lema I, el grado del polinomio GII:, lue
go los signos de desigualdad desaparecen: f(n) se reduce a una cons-

tante. A base del mismo Lema I, se tiene f(n)=Hk, lo cual completa

la demostracién de la férmula (12), o de su equivalente (11).

La utilidad prictica de la férmula (11) consiste en que permite
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ahorrar el cédlculo directo del determinante GII: » Sumamente engorroso

atn para los valores moderados de k, ya que su desarrollo completo
contiene (k+1)! términos. Por ejemplo, si k=10, se tienen 39.916.800

términos.

5. Con atento permiso del Prof. IraGessel, del Massachusets Institu
te of Technology, citamos su prueba del mismo teorema, que, como es
facil ver, estd basada en los principios totalmente independientes de

los nuestros |11].

Sea, a. .kiyj
fay) = ]
- %550 aje
1,)
Sea:
00 aol ...... aok
Dk(f)= alo Ayq senene a1
ako B ceeeen Ak

LEMA 1. Dk(f)= pk (g(x)h(y)f), sean cuales fueren g(x)=1+b1x+b2x2.. .

y h{)=l+c; y+c, y2+. cen

LEMA 2. Dk(f)=Dk(f(g(x), h(y))), sean cuales fueren g(x)=x+b2x2+...

y hG) = y+c, yo+...

Estos lemas se demuestran facilmente, interpretando a Dk(g(x)h(y) f),

gc., como operaciones sobre filas y columas de Dk (f).
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a xk
k

LEMA 3. Sea 35 = 3450 y £(x)= } .Entonces f(x+y)=f(x;y)

k!

La prueba consiste en un cdlalo sencillo.

En el caso dado & = 1k + 2k+...+nk, de modo que f(x) = ex+ezx+...+e

X, X
(e 1) Pero por el Lema 3°:

eX -1

flx;y) = ex+y(en(x+Y)'”

eX+y—1

De acuerdo con el Lema 1°, se puede multiplicar por e e ”, lo que da:

el (x+y) _ 1

eX+y—1

De acuerdo con el Lema 2°, se puede reemplazar x por log(1+x),y Yy

por 1og(1+y)_1, 1o que da:

1+x n 1
& -1 g - gt

I 1 ™ ey
T+y
De acuerdo con el Lema 1°, se puede multiplicar por (1+y)'n+1, lo

que da:

=" - ("
X -y
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De este modo:

K
K -

2
n .

1+j+1
Cn

i+j+1 B | k— | 1] 1
Cn AN = (112'...kD)
0

Este Gltimo determinante estd bien conocido: véase, por ejemplo,

|12] y |13] .
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Apéndice: Formulas asintdticas.

Dejémosle a cargo del lector la demostracidn de las

siguientes fdrmulas asintdticas:

(21) para todo valor fijo k, la expresidn asintdti-
ca de Gﬁ es:
2
(k+1)
Hkn
(22) Para grandes valores de k. la expresidn asintd

tica Vk es:

4k+3 _ k(3k+4) (2k+1) (2k+3)
(2m) 8§ e 4 k 8

(14)

Por ejemplo, de acuerdo con las Tablas del Dr.Duarte
se tiene logqg Viggpo = 12.725.885,..., y la expresidn
(22) da este mismo valor hasta el entero mids prodximo.
Debémosle especial agradecimiento al Dr. José Escobar,
del servicio de Computacidn de la Universidad de los

Andes, por la ejecucidén del cidlculo.



EJERCICIOS.

Dejémosle a cargo del lector la demostracidén de las

siguientes curiosas propiedades:

41 m (@mD? L ek

1
k _ n+1
(18) oy = -— )
A Gn
(n+1)
(n+1)k
52 SO gk
n n n
s3 st gk+2
k k _ n n n
(19) Gpe17Gy =
gk+1 sk*z . g2k
n n n




(20)

~N O T AN N = O

G

O O O O O O O = —

O O O O O O = NN

S O O O O A O N W

2 3 k+1 2 3 k+1
Sp-1 Sh-1 - Sho Sn-2 Sn-2 o+t Sho2
3 4 k+2 3 4 k+2
Sh-1 Spoq - Sh-1 Sp-2 Spe2 v Spog
........... + e v e e s e e s e
k+1 k+2 2k k+1 k+2 | .2k
Sn-1 Sn—1 * Sn-1 Sn-Z Sn-Z Tt Sn—2
2 3 k+1 2 3 k+1

SHrt Sket Skt S Sk Sk
3 4 k+2 3 4 k+2
St St Sk S Sk o S
+
Sk+1 Sk+2 .SZk S§+1 Si+2 ..Sﬁk
k+1 k+1 k+1
TABLA DE LA FUNCION Gﬁ
5 6 7
5 6 7
20 50 105 196
80 700 3.920 16.464
144 10.080 254.016 3.556.224
0 82.944  20.901.888 1.609.445.376
0 0 1.194.393.600 1.103.619.686.400
0 0 0619.173.642.240.000
0 0 0 0
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LA MISMA FUNCION FACTORIZADA

7
7

2% .72

2% 3,73

27 3% .73

212 3% 72 171
,18.37.5%.7.11
224 510 ¢4

0



