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INTRODUCCION

En estas notas consideramos el problema de existencia de solucio

nes del problema periddico

x"'+ ft,x,x') =0
(0.1)

x(0) = x(1), x'(0) = x'(1).

donde f: Rx R"x R" + R" es una funcién continua, la cual es 1-pe
riddica de la primera variable. Nuestras hipdtesis serdn similares
(aunque mejoradas) a las utilizadas en [ 2] para resolver el respecti

vo problema de frontera de Picard.

8], PRELIMINARES 1

En esta seccidn recordamos algunos hechos importantes de la teo-
rifa del grado de Leray-Schauder. Comenzamos recordando que una apli-
cacibn entre espacios métricos se dice compacta si ella es continua Y

4 . . .
envia conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos.

En esta seccidn E denotard un espacio de Banach y 2 denotard un
abierto acotado y no vacio de E. Ademids  (resp. 3Q) denotar3 la
clausura (resp. frontera) de Q. Supongamos que K: @ - E es una apli-

cacién compacta tal que K(x) # x si x € 9Q; asociado a K se tiene un

entero deg(K,R); llamado el grado de Leray de K; el cudl verifica los
siguientes hechos fundamentales:

TEOREMA 1.1.

(a) Si 0eQyKZ=0 entonces deg(K,R) = 1.



(b) Si deg(K,2) # 0 entonces K(xo) = x_ para algin x_ € Q

(¢) Si H: Q x lzhll > E es compacta y H(t,x) # x para x € 38 y
0 <t <1 entonces deg(H(.,0),Q) = deg(H(.,1),Q); donde H{.,t):
2 > E envia x en H(x,t).

COROLARIO 1.2. Sea H: Q@ x [0,1] > E compacta tal que H(t,x) # x si
x€edyO<t<1. Sideg(H(.,0),2) # 0 entonces K = H(.,1) tiene

un punto fijo.

DEMOSTRACION. Si K(xo) = x_ para alglin x_ € 3Q no tenemos nada que
probar; en caso contrario H estd en las hipStesis del Teorema 1.1 (c)
y el resultado se sigue facilmente. #

El corolario 1.2 serd usado bajo la forma siguiente:

COROLARIG 1.3. Sea K: R - E compacta y supongamos que t K(x) # x si

x €Ky 0<t<1. S5i 0¢e entonces K tiene un punto fijo en Q.
DEMOSTRACION: Se sigue del corolario 1.2 con H(x,t) = tK(x). #

Una exposicidon detallada de la teoria del grado de Brower-Leray-

Schauder puede encontrarse en [] ] Y [3].

§2, PRELIMINARES II
Para cada entero p > 0 denotaremos por Cp(n) al espacio de las

aplicaciones l-periddicas u: R ~ R" de clase Cp; en Cp(n) conside-

ramos la norma (completa):

Full, = maxtl o s 0 < i < p)



..3..

donde u(l) denota la i-&sima derivada de uy || v]l, = sup{| v(t)] :
:t € R} para cualquier funcién acotada v: R > R" . Salvo mencidn
contraria la norma utilizada en R sers la norma euclfdea usual

Ixll = <x,x> 2

LEMA 2.1. Sea {xn} una sucesién de Cz(n) tal que {len”o } y
{][x% ”o } son sucesiones acotadas, entonces {x_} posee una subsuce

.z 1
sién convergente en C (n).

DEMOSTRACION. De la forma de Taylor se sigue facilmente que {XA(O)}
es acotada y por Ascoli-Arzela {xé} posee una subsucesidn convergente
en ¢°(n). El resultado se sigue rapidamente aplicando el teorema de

intercambio de 1imites con derivadas. #

TEOREMA 2.2. Sea k > 0 entonces el operador lineal continuo
L: Cz(n) > %) ; L(x) = x' - kx esun isomorfismo. Ademis si {Kxa]
es una sucesién acotada en €°(n) entonces {xn} posee una subsucesién

convergente en C1(n).

DEMOSTRACION. Claramente L es inyectiva y de un teorema cldsico de
ecuaciones diferenciales periddicas se concluye que L es sobreyectiva,

por tanto L es un isomorfismo.

Dada x € Cz(n) escojamos t_ € R tal que I|x|% = ||x(t0)||, en-

tonces t_ es un miximo de funcién a(t) = %-le(t)sz y por tanto
. 2 .
u”(to) < 0; es decir, le'(to)ll + < x”(to), x(to) > <0 ; en parti-

cular <<x”(to), x(to)3> < 0 asf que

<L) ey x(eg)> + kllx(e) I* <0



lo cual implica
leeall, > il -

Ya que {L(x )} es acotada tendremos que {llano } es acotada, asf

{”XH ”o } es acotada (xg = kx_+ L(xn)), y el resultado se sigue

del lema 2.1. #

-

NOTA. Sea i = 0,1 y sea j: Cz(n) +~ ¢'(n) 1a inclusién natural j{x)=x;
el teorema precedente dice que j o L-lz c®°(n) > ¢'(n) es compacta.

Es decir, L 1; vista como aplicacién de €C°(n) en C'(n) es compacta
(i =0,1).

El método empleado en la prueba de 2.2 permite probar lo siguien

te:

PROPOSICION 2.3. Sea f: Rx R" - R" una funcién continua; 1-pe -

riédica de la primera variable, tal que

»

I ]l o I ]

- < f(t,x)> = - ® uniformemente en t.

2
Entonces el operador L: €“(n) » ¢°(n), L(x) = x'" + f(.,x) satisfa-
ce lo siguiente: Si {L(xn)} es acotada entonces {xn} posee una

. s 1
subsucesién convergente en C (n).

DEMOSTRACION. Pongamos P, = L(xn) y elijamos t_ € [0,1] tal que

,'xn[h) = |l Xn(tn)ll- Ya que ‘<xg(tn), xn(tn) > < 0 obtenemos

<fle,x (t)), x (£) >> <ple ), x (¢ )>



Elijamos M > 0 tal que llpnllo <M (n 2»]), entonces

l .
Ix e )l

< fle ,x (¢ )), x (t)>>-M

y de nuestra hipdtesis se tiene que {l[xn(tn)ll} es acotada; es de-
. " o= - f y
cir, {len “o } es acotada. Pero X\ = p_ (t,xn) y por tanto

{Hx; “o } es acotada; el resultado se sigue entonces del lema 2.1.#

§3. EL PROBLEMA PERIODICO. PARTE I

En esta seccidn, por razones de tipo geométrico, estudiamos Ia
existencia de soluciones de la ecuacién (0,1) en el caso que f no de
, - . . n n
pende de x'. Mas exactamente, en esta seccion f: Rx R =~ R deno-
ta una funcidn continua, l-periddica de la primera variable, y escri

bimos la ecuacidn.
x" + f(t,x) = 0, x(0) = x(1), x'(0) = x'(1) (3.1)

en la forma L(x) = N(x) donde L: ¢%(n) > C%(n) y N: c®(n) + ¢°(n)
vienen dadas por L(x) = x" - x, N(x) = -f(.,x) - x. Definamos

K Cz(n) > %) y K: c%n) > c%(n) mediante j(x)=x, K = joL-]o N,
ya que joL.‘1 es compacto (ver teorema 2.2) y N envia conjuntos acota
dos en conjuntos acotados tenemos que K es compacto y que la ecuacidn

(8.1) es equivalente a x = K(x). A fin de aplicar el corolario 1.3
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. o) . .
debemos procurarnos un abierto acotado 2, de C (n), conteniendo el ori
gen, conveniente a nuestros propdsitos; para ello seradn necesario in-

troducir restricciones en f.

TEOREMA 3.1. Supongamos que existe R > 0 tal que <f(t,x),x > <0
si || x[| = R; entonces la ecuacién (3.1) posee una solucién u tal que

Tu(®) <R (teR). )

DEMOSTRACION. Sea Q el conjunto de aquellas x € C°(n) tales que
| x(t)]|< R (t e R), claramente  es un.abierto acotado de ¢°(n) y

0 ¢ Q.

AFIRMACION. Si 0 < s < 1 entonces la ecuacién

x"+ sf(t,x) = (1-s)x (3.2)

no posee soluciones en 3{i. En efecto; supongamos que u € 3Q es solu

cidn de (3.2) para algin s; 0 < s < 1. Ya que u € 3Q existe t, € R
- 3 2

tal que 'lu(to),[ = R de modo que t_ es un miximo de t - lule)]] *;

en particular, <u“(t0), u(to) > ji‘ll”'(to)llz < 0 de modo que
0> (1-s) [l ule ) 1% <f(e,ule)),ule)> > (1-s) || ule ) |2 =(1-s)8% > 0.

Esta contradiccidn muestra la afirmacion.

Sea K: T = c°(n) definido como antes (K = joL—]olﬂ); observando
que la ecuacién x = sK(x) es equivalente a la ecuacidn (3.2) conclui-

mos que K estd en las hip6tesis del corolario (1.3) y el resultado se



sigue rédpidamente . #

NOTA. Supongamos que <f(t,x), x> <0 si | x|| =R vy fijemos s,
0 <s < 1. Si definamos g(t,x) = sf(t,x) - (1-s)x, tenemos

< g(t,x), x> <0 5i[[xff = R; ademas la afirmacion del Teorema ante-
rior muestra que la ecuacién x" + g(t,x) = 0 no posee soluciones en
3Q. Geométricamente ocurre lo siguiente: Si U={x ¢ R" : ||x |['< R}
entonces el vector g(t,x) apunta hacia adentro de U en cada punto x
de la frontera de U; por otra parte si u € 3 se tendrd una situacion

como se indica en la figura siguiente:

R \k o\

Es decir, Ilu(to)ll = R para algin t € R vy el vector aceleracidn de
u en t_ apunta también hacia dentro de U; en consecuencia u“(to) +

+ g(to,u(to)) # 0.

Esta discusidn permite mejorar el teorema anterior, considerando
. n . .
un abierto convexo y acotado U ¢ R (conteniendo el origen), en vez
. , . n
de una bola abiertade centro el origen. Recordemos que si Ue&R

. — n
es un abierto convexo tal que # # U # R , entonces en cada punto
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X, € U existe un vector nowmal externo a U en XO; es decir, existe

V(xo) e R" no nulo, tal que

- > ;
<x - X, V(xo) <0 si xe¢€U.

NOTA. Si 0 € U entonces < V(xo) » X > > 0.

TEOREMA 3.2. Sea U una vecindad abierta covexa y acotada del origen
de R" y supongamos que para cada X € oU existe un vector normal ex
terior V(xo) aUenx tal que < f(t,xo), V(xo) ><0(te R), en -

tonces la ecuacién (3.1) admite una solucién u tal que u(t) € U, te R.

DEMOSTRACION. Sea Q el conjunto de aquellas x en C°(n) tales que
x(t) e U (te R); es claro que 2 es un abierto acotado de C°(n) que
contiene el origen. Veremos: que la ecuacién (3.2) no tiene solucio-
nes en 00 si 0 < s < 1; para ello supongamos que u € 9{ es una solu-
cidn de (3.2) (algin s, 0 <s < 1) y sea t, € R tal que u(to) e d,

entonces t_ es un midximo de t > < V(u(to)), u(t) > y por tanto

<Vt ), w'(t ) > < 0;

de aqufl

0> (1-5) < V(ult), ult)) >~ s < v(ult)),Fle ult ))>>

| v

(1-s) V(u(to),u(to)) >0 si 0< s <I.

Esta contradiccién dice que sK(u) # u si uedQy 0 <s <1, donde
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K es como en el teorema anterior y la prueba continda como en ese teo

rema. #

EJEMPLO. Pongamos f(t,x) = (f](t,x),....,fn(t,x)) y supongamos que
existen nlmeros positivos R],...., Rn tales que xi.fi(t,x) <0 si

|xi{ = R,

< .y _ N '
cY Ile —-Rj si j#i, donde x (x], ,xn) Entonces la

ecuacién (3.1) tiene una solucidn u(t) = (u](t),...,un(t)) tal que
'U;(t)l <R, (te R, 1<i<n). Enefecto, el abierto U={x € R":
[xil <R;, 12 < n} estd en las hipStesis del Teorema 3.2. Para
ello observe que 3U = C;(*) U....u ¢ (%) donde

Ci(t) ={xe R": x; = z Re vy lle f-Rj si j#il}.

- - + + - - - - - n
ademds si x € Ci(-) entonces - e, (i-ésimo vector candnico de R )

es un vector normal exterior a U en Xg:

El teorema 3.1 (resp. 3.2) puede ser mejorado haciendo variar el
radio R (resp. el abierto U) con el tiempo t; por ejemplo, mids ade -

lante (Teorema 4.3) quedard probado el siguiente resultado:

TEOREMA 3.3. Supongamos que existe una funcién 1-periédica r:R~> (0,®)

de clase C2 tal que
< flt,x),x > + r(t) r'(t) <0 si [ x]] = r(t) .

Entonces la ecuacién (3.1) posee una solucidn u tal que

Tue)]] <r(t) (teR).
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Otra forma de mejorar el teorema 3.2 es como sigue: Sea U una vecin-
dad abierta y acotada del origen de R" Yy supongamos que para cada
Xy € dU existe una funcidn QX : BO > [R de clase Cz(definidad en
una vecindad B_ de xo) tal quZ:

(i) Q, (x) < Q, (xo) si xeB NU
(o] (o]

H " t 1 H ! 1 = ] n .
(ii) QG (xo,xo) <0 si < Q. (xo), x> 0 (xo e R )
) )
s s e 1
(i) <q, (x ), x >>0
)
i ' > >
(iv) < flt,x), on(xo) 0 (t € R).
En estas condiciones no es dificil probar que si 0 € U entonces

la ecuacidn (3.1) posee una solucidn u tal que u(t) e U (t € R).
Obsérvese también que si U es convexo y V(xo) es un vector normal

exterior a U en x_ entonces la funcién Q : R"> R, Q, (x)= <V(x0),x>

o o
satisface las condiciones (i)-(iii) anteriores, la cual junto con
Q, (xo) = V(xo) muestra que este resultado es una generalizacién del

o

Teorema 3.2.

§4, EL PROBLEMA PERIODICO. PARTE II

En esta seccién f: Rx R"x R"> R" denotard una aplicacién con
tinua, 1-periddica de 1a primera variable. La ecuacién (0.1) sers
escrita en la forma L(x) = N(x) donde L: Cz(n) - ¢%(n), N: C](n) ->
»-co(n) vienen dadas por L(x) = x'' - kx, N(x) = -kx - f(.,x,x') pa

ra algun ndmero real k > 0. lIgual que en la seccién precedente te-
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nemos que la ecuacién (0.1) es equivalente a x = K(x) donde

K = joL-1°N y j(x) = x es la indusidn Cz(n)-—>C1(n). Observe  que
K: C](n) -> Cl(n) es compacto (ver teorema 2.2). Nuestro problema aho
ra es procurarnos un abierto acotado conveniente T de C1(n); esto in-
volucrara el acotamiento de las derivadas de cierta familia de funcio

nes de C1(n).

En lo que sigue G: R"> R denotard una funcidn convexa con G(0)=0,
de clase ¢2 en R -{0} y y: R = (0,®) denotard una aplicacién 1-pe-
riédica de clase ¢Z. Dado x ¢ R" , X # 0, denotamos por VG(x) al gra-
diente de G en x y por G"(x): R"x R" > R la derivada de orden dos

de G en x. Nuestras hipbtesis en f serdn las siguientes:

(H1) El conjunto ACI:O,I:[ x R" formado por aquellos (t,x) tales que

G(x) = r(t) es compacto. (Este es el caso cuando G(x) = || x|| ).

(H2)  <f(t,x,x'), VG(x)> + r'*(t) < G"(x) (x',x') si G(x) = r(t) vy

<VG(x),x'> = r'(t).
(H3) Existen constantes positivas a,B con o < 1 tales que
2 .
<flt,x,x"),x > <o [[x]" +8 si &) <r(t)

(H4) Existe una funcién continua y positiva h: R> R tal que:

(i) I< flexxt) x>l Il adix]]) si 6(x) < r(t)

(it) [» h(s)_] 2 ds = + .
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Bajo estas hipdtesis probaremos que la ecuacién (0.1) posee una
solucién 1-periddica u tal que G(u(t)) < r(t); para ello necesitamos

algunos preparativos previos.

LEMA 4.1. Sea ho: R - R una funcién positiva y continua verifican-
do la parte (ii) de (H4). Entonces existe una funcién positiva cre-

ciente y continua 9,° R+ R con la siguiente propiedad:

si z: [0,1] » R" es una funcidn de clase ! tal que

[< z(e), z'(e)>| < [l zCed ]l b (Ul ZCe) 1) (0<t<1)

entonces

1
Iz < gy jou 2(s)][% as).

DEMOSTRACION. Ver ]:2] y‘l:h]. De hecho g_ viene dada implicitamen-

te por:

jgo(u) ho(s)‘]szds = u. F 4
Ju

Elijamos ahora k > 0 tal que
k r(t) > ' (t) (0<t<1) (4.1)

y para cada s € R denotemos por S(s) al conjunto de soluciones u de

x" + sf(t,x,x') = (1-s)kx (4.2)
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tales que G(u(t)) < r(t) (0 <t <1); entonces:

PROPOSICION 4.2. Existe p > 0 tal que !lu'”o <p si uesS(s) vy

0<s < 1.

DEMOSTRACION: Sea u € S(s) con 0 <s < 1; ya que

<u'y,u> + s < f(t,u,u'),u>= U-ﬂkllum y

<uutst= flulf 4 <ouus

obtenemos que:

1]

1
J < flt,u(t),u'(t)),ult) > dt =

1
] [ lw (e) |2 dt +
0 0

1
- (1-5) & [0 lu(e)[2dt > 0 .

Pero de (H3) se concluye enseguida que

1 1
swj Hu'(t)”zdtiI o (o)) 2at .
0 0

En consecuencia

o

1
[ hewnte < £
0

Ya que el conjunto A de (H1) es compacto existe M > 0 tal que si
(t,x) € A entonces || x|| <M ; de aquf || u(t)]|< My de la relacién
<u'hu'> + s <f(t,u,u'),u'> = (1-s)k <u,u'> se deduce rapidamen-

te que:
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| <utut > [ < el Gl

con ho(t) = kM + h(t) (h como en (H4)). E1 resultado se sique ahora

del Lema 4.1, puesto que
1 ] 1 2 B )_
o @l o, [ @ l2e <o) =0 4

TEOREMA 4.3. Bajo las hipotesis (H1)-(H4) 1a ecuacién (4.1) posee

una solucién u tal que G(u(t)) < r(t).

DEMOSTRACION. Sea p > 0 dado por la proposicidon 4.2 y sea %)> p
arbitrario; definimos ahora I como el conjunto de aquellas x en C](n)
tales que G(x(t)) < r(t) y | x' ()] < Ps (t € R). Note que T

es un abierto acotado de C](n) el cual contiene el origen.

AFIRMACION. La ecuacién (4.2) no posee soluciones en 3T' si 0 <s<l.

En efecto, supongamos que u € 3T es solucién de (4.2) para algin
0<s<1;yaque [[u(t)]<p< o (t € R) existe t, € R tal que
G(u(to)) = r(to), luego t, es un maximo de la funcién g(t)=G(u(t))-r(t).
Notando ahora que u(to) # 0 (G(0)= 0) se sigue que g es diferenciable
en una vecindad de t, asi que g'(to) =0y g”(go) < 0, lo que junto

con g(to) = 0 dice que
6(x ) = r(t)), <VG(x)), x! >=r'(t) (4.3)

G (x ) (x[sx1) + < VG(x ), x> < rt'(t ) (4.4)



= I = ' o= 0!
donde X u(to), X\ =u (to) Yy xy = u (to)-

De (4.2) y (4.4) se sigue que:
f(e) s < Fe,x ,x1),T6(x) > > (1-s)k < To(x ),x, > + 6"(x ) (x!,x!)
> (1-s) k G(xo) + G“(xo) (xé, xé).

Recuerde que < VG(xo),xo > E_G(xo) porque G es convexa y G(0) = 0.

Por otro lado, teniendo en cuenta (4.3) y (H2) tenemos que:

(1-s) r'(t ) >

(1-s) ri'(e ) + s < Flt sxax)), Va(x ) >+ r“(to)-G(xo)(x('),xc‘))Jj_

= r''(t)) + s < f(to,xo,xé), Valxy) > = s G"(x,) (xé,Xé)'i

| v

(1-s)k G(xo) + (1-s) G"(x)) (x,x!) > (1-s) k G(xo).

La Gltima desigualdad siendo vdlida porque G es convexa. De aquf
r'(t ) > k G(x ) =k r(t)), lo cual contradice la eleccién de k (ver

(4.1)). El resultado se sigue ahora del corolario 1.3 aplicado a

1

K: F+c](n), K= joL oN. #

NOTA. Supongamos que R" es suma directa de subespacios EqseeenE -

p

Dados x,y € R" pongamos x = Xp Heeeot X,y =y boout Yo f(t,x,y)=

p
= f](t,x,y) +o...4 fp(t,x,y) con X, Vi, fi(t,X,Y) e E; (1 <i <p).

Supongamos que existen funciones 1-periddicas Fes R~ (0,°) de



~-16~

2
clase C2 y funciones convexas Gi: Ei -+ R con Gi(O) = 0 yde clase C

en E. - {0} tales que:

(1) El conjunto A de aquellos (t,x) € BLl] x R" tales que Gi(xi)_i

f_ri(t) (1 <i <p) es compacto.

(2) Paracada i =1,...,p se tiene
< flexy), V6, (k) >+ rvlt) < avix) (v.,y;)
si 6. 0q) =r(t), <V6(x;), vy, >=ri(t) vy
6, () <ri(e) sio A
(3) f verifica (H3) y (H4) en A x R".

Entonces la ecuacién (0.1) posee una solucidn u(t) = u](t)+....+

up(t) (ui(t) € Ei) tal que ||ui(t)’|j_ri(t).

La prueba de este resultado utiliza una técnica muy similar a la
usada en 4.3 y serd emitida. Un corolario importante se obtiene cuan

do E, es el "i&simo eje coordenado" y G, (x;) = (xi[
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