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INTRODUCCTION

El presente trabajo estudia el concepto de anillos seminor
males y algunas aplicaciones. Dicho concepto apareci6 en 4 6 5
trabajos escritos en el periodo 1970-1973 y luego fué estudiado
extensamente en aproximadamente 10 trabajos durante el periodo
1978-1982. Por é&sta razbn este concepto no aparece en texto al-
guno, siendo las pruebas dadas en estos trabajos muy resumidas

y por consiguiente dificultandose la comprensifn de las mismas.

Nosotros construimos este t6pico desde el comienzo y damos
pruebas detalladas de todos los resultados, algunas de dichas -
pruebas han sido modificadas. Al final de esta introduccién da-

mos una interpretacibén geométrica de este concepto.

El trabajo aquf expuesto se desarrolla en dos capitulos, -
el primero abarca todo lo concerniente a las propiedades basicas
de seminormalidad y conceptos afines como el de extensifn subin-

tegral.

En el segundo capitulo se desarrollan algunas aplicaciones,
para esto subdividimos el capitulo en tres secciones. En la pri
mera estudiamos seminormalidad sobre series de polinomios, en la
segunda trabajamos sobre grupos de Picard y finalmente anillos -

graduados seminormales.

Acerca de la interpretacifn geomé&trica del concepto de se-
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minormalidad, tenemos lo siguiente; sea K un cuerpo algebrai

camente cerrado y f(x,y) un polinomio irreducible en K[x,y].

El dominio A = ﬁfx,y se llama anillo afin de la curva
r
f(x,y) = 0. Decimos que la curva f(x,y) = 0 es normal, si vy

s6lo si, A es integramente cerrado en su campo cociente; en es

te caso todo punto P(a,b); (a,b) ¢ K x K, es no singular, es -

[

decir (%%) £0 &6 (%E) ¥ 0, luego la tangente en P
: (alb) Y (alb)

existe.
La curva f(x,y) = 0 es seminormal si A es un anillo se

minormal, en este caso si P(a,b) es un punto singular de
f(x,y) = 0, entonces P(a,b), es un punto doble ordinario, es dg

cir existen dos tangentes diferentes en P.

Por ejemplo y2 = x2 + x3 es seminormal, su Gnico punto -

singular es (0,0) con y=+ x, las dos tangentes en este punto.

Por el contrario y2 = x3 no es seminormal, pues su finico
punto singular es (0,0), sin embargo las tangentes a las dos -

ramas en (0,0) coinciden.



CAPITULO I

En el presente trabajo consideraremos anillos commutativos con -
elemento unitario y ademis todo subanillo de un anillo dado seri

tal que el elemento unitario est& en el subanillo.

Definicidén 1.1. Sean A C B anillos. Un elemento b ¢ B se -

dice que es entero sobre A, si b es raiz de un polinomio ménico

sobre A.

Por la gran utilidad que representan para este trabajo 1los si

guientes resultados, me permito enunciarlos sin demostraci®tn.

i) El conjunto. C de elementos de B que son enteros sobre A
es un subanillo de B que contiene a A, es decir A€ C €B.

Si C = B, se dice que B es entero sobre A.

ii) Si Ac¢BeC son anillos y si B es entero sobre A y C

es entero sobre B, entonces C es entero sobre A.

iii) Si A ¢ B son anillos y B es entero sobre A, entonces

M P ¢ Spec(d), existe Q ¢ Spec(B) tal que QA A = P.

Para detalles en la demostracidn de estos resultados ver
(4] .

Definicibtn 1.2. Sean A ¢ B anillos. Decimos que B es sub-

integral sobre A, si se cumplen las siguientes condiciones:

i) B es entero sobre A,




%
ii) La aplicacibén, £ : Spec(B) —> Spec(A), dada por

%*
f (Q) = Qn A, es una biyeccibn.

De hecho esta aplicacibén siempre es sobre, ver [4, Teore-

ma 5.10].
BQ AP
iii) K(P) ® K(Q), donde P=ANQ y K(Q) = B K(P) = 53;;
Q
QBQ Y PAP los finicos ideales maximales de los anillos -

locales BQ Yy AP respectivamente.

\

Definicién 1.3. Sean A ¢ B anillos. Decimos que A es semi-

normal en B, si no hay una subextensibfn subintegral C sobre

A, tal que Ag CcB.
Lema 1.4. Sean A ¢ B anillos.

B es subintegral sobre A <==> B es entero sobre A y para to

do cuerpo F y todo homomorfismo ¢, el diagrama

Y

puede ser completado de manera finica.

DEMOSTRACION., ==>) Sea B subintegral sobre A. Entonces B




es entero sobre A, Sea ¢ : A —> F un homomorfismo, donde

F es un cuerpo cualquiera. Tenemos que *Tmé¢ €« F=>1Im ¢

_A
Ker ¢
es un dominio. Luego P = Ker ¢ es un ideal primo de A; es -

decir P ¢ Spec(A). Por lo tanto existe Q € Spec(B) tal que

Q NA=P.

Puesto que s € S = A - P => ¢(s) # 0; 45 induce un homomorfis

mo  §.: A,—>F, dado por §(2) = ¢(a) 6(s) L.

Afirmacibn: Ker 5 = PAP, el ideal maximal del anillo local AP

P = Ker ¢ => PA, C Ker $ € Ay vy PA, maximal = Rer ¢ = PA,

P

_ A
Tenemos ahora el homomorfismo ¢ : -2 F, dado por

PRp

o (% + PAj) = 5(%); finalmente tenemos el siguiente diagrama:




e -1

Luego V=0 o f owowo es tal que V| A = ¢

1

y(a)

= -1 _ o= el @y, - F o ela _
BE @)y = FE @) = 5 G+®)) =

1

?E+PA) =@ oD = (.

Veamos que ¥ es finico. Sea V' otro homomorfismo tal que

V' | A =¢. Sea b € B.

bgB_>1eBQ=>1+QBQeK(Q)—K(P) =>

=> Existe = ¢ tal que f(2+pPA) =2+ 0B

== s Ap q s A'P 1 “TQ°

pero f(2+pra) =2 + B Asi tenemos que 2+ @B, = b+ OB
S P s Q° s Q 1



de donde se obtiene que VY (b) = ¢ (a) <1>(s)--1 = y'(b).

<==) Supongamos ahora que A€ B tiene la propiedad universal,

senaladq, por el lema.

Sea P = Ker ¢, ideal primo de A vy consideremos el siguiente

diagrama:
A > B ‘
/
) /
o
)
v
A
P
F=K (P) = e
PAP

Por hip&tesis existe el finico ¥ tal que Y| A = ¢.

Sea Q = Ker ¥, ideal primo de B. Ademls de V| A = ¢ se dedu

ce que P =0QnA.

Entonces V induce el homomorfismo; V¥ : K(A) —> K(P), dado

por; W(% + QBQ) = Y (b) lb(t)'1 + PAj. U es 1-1, ya que K(Q) -

es cuerpo.

También tenemos la inyeccidn (inclusibn natural); £ : K(P)— K(Q)

a a
dada por; f(g + PAP) st QB

Q"

Afirmaci®én: f es sobre.




Sea X ¢ K(Q) => >'c=’-t°—+QB

+ PAP’ O sea p(x) = % + PAP, para algfin g € AP’ Luego:
b - 73 —>pR .2 —
lP(t+QBQ) -UJ(S+QBQ) => V(g S+QBQ) =0 =>

=> = + QB = g + QBQ = f(% + PAP).

Asi f es sobre y por lo tanto una biyeccién.

*
Veamos ahora que f : Spec(B) ——> Spec(A), dada por

*
f (Q) = QN A =P es una biyeccibn.

*
De hecho f es sobre. Sea Ql € Spec(B) tq, Q111 A =P,

tonces tenemos el siguiente diagrama:

.

K(p) £ K(Q) v,
/

7

v

K(Ql)




se tiene que; Ker(f-l o wl) =Q y Kerx wz = Ql' Por unicidad

-1

de ¢y, obtenemos f o wl = wz. Luego Ql Q; asi f es in-

yectiva y por 1o tanto B es subintegral sobre A.

Lema 1.5. Sean A ¢C B anillos. Entonces existe una extensidn

subintegral maximal sobre A. - -

DEMOSTRACION. Denotemos por EA el subconjunto de B ‘cuyos e-
lementos est&n caracterizados por:

b e EA' si y s6lo si, para toda extensién de cuerpos F C E vy

para todo homomorfismo ¢ : A —>F; todas las extensiones

Y : B—> E de ¢, coinciden sobre b vy Y(b) € F.

Es f&cil verificar que EA es un subanillo de B que contiene a
A, de aqui EA £ 4.
Sin perder generalidad podemos asumir que B es.entero sobre A,

entonces por Lema 1.4 tenemos que §A es subintegral sobre A

y por construccibn EA es maximal.

Otra descripcién de los elementos de EA es la siguiente:

;A={beB:I-e N (A

+ Jac(A_B)}.
PeSpec(a) e

P

Veamoslo. Dado ¢ : A —> F tenemos el siguiente diagrama




> €

I A

donde P =Ker ¢ y Q' € Spec(B), es tal que P =20 Q'.

Ahora bien s ¢ P ==> ¢(s) ¥ 0, luego tenemos:
;‘) ~ b, _ -1 ,

: A_PB -—> E, dado por w(—s-) = y(b) ¢(s) 7, si b e B-A vy
P2 =6 o)™, si be A,

Sea Q = Ker fpc, APB, entonces B entero sobre A, implica que
Ap,B es entero sobre Ap (ver [4] » Proposicibn 5.6).

PA.PC.Q(\AP,y QN A, ideal de AP=>PAP=QnAP=>Qes
ideal maximal de A_B (ver [4], Proposicién 5.8). Entonces
Ker ‘I’ es un ideal maximal de A_B, para todo homomorfismo

P

J’:APB——> E.



Sea b € B, tal que % € (AP + Jac(APB)), X' P c Spec(A). De -

aqui % = % + x, % € AP Y X € Jac(APB), P € Spec(A). Luego

~ b
\P('i'

) = @(%) + V(x) = ¢(a) db(s)-1 e F, yva que Y(x) = 0. Por

b 1
1

lo tanto @(%) e F =>yp(I) = p(b) ¢(1) ~ ¢ F => y(b) € F.

Adem&s de la igualdad anterior se tiene que, .

1

) = ¢(a) ¢(s) ~. Asi todas las extensiones

bib) = (2

Y : B—>E de ¢ coinciden sobre b, por no depender de 1y, es

decir b ¢ +A.
B

Reciprocamente sea b ¢ EA , tal que todas las extensiones

Y : B—>E de ¢, coinciden sobre b y V¥(b) F. Sea

m

P € Spec(A) arbitrario. APB entero sobre AP y PAP primo =>

PA_. De a-

existe Q ideal primo de A_B tal que QAN AP p

P

qui Q es maximal. Tenemos entonces el siguiente diagrama:
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A ———m—m> B

b .

F = AP > E =A—PB
PAP Q

Bp a

Ahora bien y(b) ¢ F = — ==> y(b) = = + PA_, también

PA.P S P

_b
Y (b) =7

+ Q. Como ¥(b) ¢ E, obtenemos que g + Q =-

A_B
—%— . Luego % - 2 € Q, para todo ideal maximal Q de APB' -

Asi ? £ % + Q => ? € A, + Q, para todo ideal Q maximal de

P
A.PB.

. b R
Es decir T ¢ fl(AP + Jac(APB)). Efectivamente
-_— [ E 1
gA ={beB: T € N (AP + Jac(APB)) | 4 EA es maximal por

construccibn.

Lema 1.6. Sean A ¢ B ¢ C anillos. Entonces:
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C es subintegral sobre A, si y s6lo si, C es subintegral so-

bre B y B es subintegral sobre A.

DEMOSTRACION. =>) C entero sobre => C es entero sobre

B y B es entero sobre A. Ademds tenemos el siguiente diagra

ma:
h*
Spec(C) ———————> Spec(a)
. :\\ *
g9 \ £
\
Spec(B)
* * * *
con h biyectiva por hipbresis. Ahora bien, f og =h Yy
* * * *
h es 1-1 > g es 1-1 => g es biyeccibn ==> f es bi-
yeccibn.

Ademds, M P ¢ Spec(A), existe Q ¢ Spec(B), tal que QN A=P
y XN Q ¢ Spec(B), existe R ¢ Spec(C), tal que RN B = Q.
Luego: P =QANAA=RNBANA=RAN A; luego tenemos el siguien-

te diagrama:

K(P) = K(AA R) = K(A A Q) —Ii——> K(Q) —I—> K(R)

~_
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f y g son 1-1, mientras que h es biyeccibn por hipbtesis.
De aqui, h = go f y h sobre => g es sobre => g es biyec

ci6n => f es biyeccién.

Luego: K(AN Q) = K(Q), W O € Spec(B) y K(RN B) = K(R),
¥ R ¢ Spec(B); Por lo tanto C es subintegral sobre ' B y B

es subintegral sobre A.

==) Directamente C es entero sobre A. Ademds por hipStesis

los diagramas:

A > B B >C
4 7/
I'd ’,
I'd
7
, '
F E

pueden ser completados de manera finica para todo homomorfismo ¢
Yy ¢' vy para todo par de cuerpos F y E. Colocando ¢' =V¢ vy

E = F, tenemos que el diagrama

pueden ser completados de manera finica. Luego C es subinte—
gral sobre A.

Lema 1.7. Si A <€ B son anillos, con B = A[Q] Y b2 =d, -
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b3 = ¢c ¢ A; entonces B es subintegral sobre A,

DEMOSTRACION. Tenemos que B = A[b) = { ajta; b; a_, a; € Al y

que b es entero sobre A. Luego B es entero sobre A.

Sea ¢ : A —> F un homomorfismo, donde F es un cuerpo. Sea

P = Ker ¢, primo en A. ¢ induce un homomorfismo; o : % —> F,
dado por ¢(a) = ¢(a). ‘

Sea Q ¢ Spec(B), tal que QN A = P; entonces tenemos el siguien

te diagrama:

\|/
olw

B - - - -
con ={a +a,.b, a, a

Una extensién de ¢ a

O|w

* *
F(b*) ={x+yb,x, yeF, b algebraico sobre F !} vy

V(a_ + a,b) = ¢(ao) + ¢(a1)b*, b* una raiz de x2 - ¢(4),

®
Luego tenemos B N % N F(b ).
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Sea wl otra extensifn de ¢ tal que V¥ = ¢, entonces:

1{a
b, %) =y 2 = v (@ =¥ = ¥b?
b} =y 3 =y () = vm3,
De aqui obtenemos que y(b) = wl(b), luego ¢y vy wl coinciden -

en B = A[B], por lo tanto usando 1lema 4.1, B es subintegral

sobre A.

Definicibén 1.8. Sean A ¢ B anillos. Diremos que B es una

extensibén subintegral elemental de A, si B = A[B], con b2,

b~ ¢ A.

Definiciftn 1.9. Sean A &€ B anillos con B finito sobre A.

El conductor de A en B se define como el conjunto;

I ={ aegA:aBc A}. I es un ideal de B.

Proposicifn 1.10. Sean A € B anillos con B finito sobre A.

*
Sea I el conductor de A en B y I ={xeAs;xBScAs} el

conductor de A en B donde S es cualquier subconjunto -

S s’

*
multiplicativamente cerrado A. Entonces I = IS' donde

ae l, se S }.

-
]
e
nip

DEMOSTRACION.




(1)

(11)
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IS < I
a .
Z € IS => Zz = s’ aecl, se S. Sea we¢e BS’ es decir
b ab
LA be B, s' ¢ S. Luego 2z.w = ss' © AS’ ya que -

*
ab e A. De aqui 2z ¢ I , ya que 2z ¢ Ag Y zBS € A

s
S < I

AX.; ya que B finito sobre A impli-

Tenemos que B =
1 3

J

N ™=

ca que B = A.[bl, e bn] con b b bn ente-

1’ 27
ros sobre A y por [4, Corolario 5.2] B es un A-mbdu

lo con generacién finita.

*

Sea 2z € I , es decir 2z ¢ A yzBSCA

S s*

M b' ¢ B.. En particular

——— )
zBSc AS => 2zb' ¢ AS’ S
X3
xj = gt BS’ j =1, 2, ... , % luego zxj € AS’

Ahora bien zxj € A, => 2zX_. = , a. € A, sj € S =>

e e
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=> (zxj s. - a_.)s' = 0 para algfin s% € $§ y para cada

De aquf 2x_. s. s' = a. s'¢ A=> zb. t. = ¢. ¢ A, don-
9 j j j i3S '

J J
de tj=sjsi,cj=ajs',3=1,2, s £
Si tomamos ¢t = tl‘tZ' -+. o t, £ 5; tenemos que
tz ijA, para j =1, 2, ... , *. Como SR DYRRRYS 31

generan a B como A-m6dulo se obtiene que tz Bc A.

De tz B¢ A, se tiene que tz € IC A. Asi

*
z =52 ¢ 1, Luego I <€ 1I

t S s*

*

De (i) y (ii) obtenemos que I =Is.

TEOREMA 1.11. Sean AC B anillos. Entonces A es seminor—

mal en B <==> b € B; bz, b3 € A implica que b € A,

DEMOSTRACION. ==>) Sea A seminormal en B; sea b ¢ B, tal

_que b2, b3 e A y consideremos Bl = A [b] . Tenemos que

2 3

AC B, con b%, b” ¢ A; entonces por Lema 1.7 B; es subinte

gral sobre A, luego por la definici6n de seminormalidad

B, = A, es decir b ¢ A.

1
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<==) Supongamos que A no es seminormal en B. Luego existe

C con Ag C<c B y C subintegral sobre A.

2 3

Veamos que podemos encontrar b € C, b°, b” € A, pero b ¢ A.

Podemos asumir sin perder generalidad que C = B, va que
beC=>be¢¢B y que B es finito sobre A, yva que si B no
es finito sobre A, B contendri cualquier extensibén finita de

A, tal que b esté en esta extensidn.

‘ *
Sea I el conductor de A en B y I como en la Proposicibn

* *

1.10. Tenemos que I = IS y como I es el conductor de AS

en B se tiene que I es el conductor de A en B con S

s’ S S s’

cualquier subconjunto multiplicativamente cerrado de A.

Afirmacién: B es subintegral sobre A

S s’

En primer lugar BS es entero sobre AS’ ver [4, Proposicibén -

5.6] .

Consideremos el diagrama:
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Veamos que dicho diagrama puede ser completado de manera finica

para todo homomorfismo ¢ vy para todo cuerpo F.

Puesto que por hipStesis B es subintegral sobre A, tenemos -

que el diagrama:

puede ser completado de manera finica para todo homomorfismo ¢
y para todo cuerpo F.
En particular (:) puede ser completado de forma finica para

p = 5 A En este caso tenderemos y a = ¢.

Definamos ¢ : BS > F, por 5(2) = Y (b) w(s)-l.

Afirmacibn: y A = ¢ . Sea
S

Entonces:

nip
(4]
>

7@ = v vis) T = v(ash) =d(a) o)t =F(a) dis) L = 3.

Asi C) puede ser completado de forma finica ya que ¥ es finica;

Por lo tanto BS es subintegral sobre AS.
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Veamos que si Ag # B entonces es suficiente probar el resul-

SI
tado del teorema para ASC BS.
Supon e B, X¢a (")2 % e a
upongamos que X '3 g pero s G £ s
2 3 2 3
X X = X__ & X_ _ C
Entonces (S) ' (E) € As = sz = tz y S3 t3' donde

.

a, ce A, t ¢ S. De aquil existen u', u" ¢ S tales que
u' (t2 x2 - sza) =0 y u"(t3 x3 - s3c) = 0.
- 2,,2 2 2
Tomando u = u'u" ¢ S, tenemos que u (t° x° - s"a) =0 Yy

u2(t3 x3 - s3c) = 0.

Veamos que b utx ¢ £ es el elemento requerido.

b2=u2t2x2=u252a€Ayb3=u3t3x3=u3s3ceA.
. . . X _utx _b
Afirmacién b ¢ A. En caso contrario b € A = S “uts " & °¢ AS’

contradiccibn ya que g ¢ Ag.

Puesto que S es cualquier subconjunto multiplicativamente ce-
rrado de A, sea P ¢ Spec(A), con P2 I minimal sobre I, el
conductor de A en B; es decir, P es tal que si P' ¢ Spec(d),

con P2 P' > 1, entonces P = P'.
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P existe, ver T 4, Ejercicio 8, Pag. 123].

Afirmacidn: Isz# AS’ con IS el conductor de AS en BS

I« P= IAN(A-P) =¢. Ahorabien I N (A -P) =¢ vy

De aqui A_ + B

S=A-P=>IS§._AS,esdec1rI=1=A s

S S’ S’
Reemplazando A y B por AS Yy BS respectivamente, reducimos
la situacibén al caso en que A es local con ideal maximal P,
ver [4, Proposicibén 3.11 (iv)].

Adem&s como P es minimal sobre I, tenemos que

rad(I) = N{P' : P' ideal primo de A, P'D> I } = P.

Ahora bien % es reducido o tiene elementos nilpotentes.

i) Asumamos gue % tiene elementos nilpotentes.
Sea y ¢ %, tal que (3-/')n €I, n>2,y nminimo. Sea
- 2
X = yn l, entonces x ¢ I, x°, x3 € I.

Ahora bien x ¢ I, implica que existe z €B tal que

xz ¢ A. Tomando b = xZ, tenemos que b € B, b2, b3 € A,

pero b ¢ A.

ii) Asumamos ahora que % es reducido.
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]% reducido vy %C ]% => %— reducido. Luego
I = rad(I) = P.
Asi %— es cuerpo. Por hipbtesis B es finito sobre A,

por lo tanto B es una extensidédn finita de % Asi exis

I
Qi B
te un nGmero finito de ideales primos T de T tales -
9 a
que Tf\ 5 = (0). Ver [ 4, Ejercicio 15, Pag. 77]. Pues-
n
B 9 B
to que 7 es reducido tenemos que N T = nil(f) = (0).
i=n
Ademd&s como % es campo, se tiene que Qi’ i=1l, 2, ..., n
son maximales.
Asi tenemos gque
n 2 n
I B B
?. ) a ° @ o ' con g campos.
i=1 *i i=1 *i i
I

Usando Lema 1.4 tenemos que el diagrama




22

o] 3
v

|
|

A

P

puede ser completado de forma finica, por lo tanto n =1

el
|

y asi se debe tener que de donde A = B, contra-

rio a la hipdtesis de que A

Corolario 1.12., Sean A & B <C C anillos. Si A es seminor—

mal en B y B es seminormal en C, entonces A es seminor—

mal en C.

DEMOSTRACION. 8Sea b ¢ C, con b2, b3 € A, entonces b € C, con

b2, b3 ¢ B y puesto que B es seminormal en C se tiene que

b ¢ B.

Ahora bien b ¢ B, b2, b3 € Ay A seminormal en B, implica -

que b e A. Luego A es seminormal en C.
Notas:

i) Si A es seminormal en C, trivialmente se tiene que A

es seminormal en B, sin embargo no necesariamente B esg



23

seminormal en C; Tomese A = K[x%], B = K[xz, x%],

C = K[x] , donde fo] es el anillo de polinomios con coe

ficientes en K.

i1i) Lo anterior dice que el reciproco del Corolario 1.12 no

se sique.

.

TEOREMA 1.13. Sean A ¢ B anillos. Entonces EA es la unién

filtrada de todos los subanillos de B, los cuales pueden ser -
obtenidos a partir de A por un nimero finito de extensiones -

subintegrales elementales.

DEMOSTRACION. sSea C 1la unidn de tales subanillos de B, es de

cir; ¢ = U A , donde cada A, es tal que:
ael

_a a _ a _ o a _ a0 _ _

a=ach =ala)chA =Afa]c ...cA =A" _[a ]=2[a,a,..,a A,
a a a a

ademds a>; a3 e A% a, ¢ a% i=1,2, ... n_; es decir
Y il i i_ll i i_ll 4 14 14 0.,
Ag es una extensién subintegral elemental de Ai-l' para
i=1, 2, ... , n_.

a

Veamos que C es una unién filtrada, es decir para cada par Au,

A existe A(S, tal que Aa < Ad Yy AB C Ad'

B,

Sea AB "del mismo tipo que Aa', es decir:
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a=ci-able...cd = a(by, by, ... , b ]=a con Ag

extensién subintegral elemental de As

j-1°

Si Aac AL 6 A, C AOl no hay nada que probar. Sea bj tal -

8 8
que bj ¢ Aa y bj-l € Aa' ‘
biged =>bi i byg .c.,bye B =>a[b,, by, ..., by i) < A,
Si tomamos A, = Aa[bj, bj+1’ cee s an] tenemos que A <& A,
y A, ¢ A,. BAdemds b°, b> e a[b,, b,, ... , b, .] implica
B 5 jl j ll 2l ’ j"l
2 3 : .
que bj’ bj € Aa; luego A6 se obtiene a partir de A por un

nlimero finito de extensiones subintegrales elementales.
Veamos que C es subintegral sobre A.

En primer lugar C es entero sobre A, ya que dado x ¢ C,

X € Aa para -algin y por transitividad se obtiene que AOl es

entero sobre A.

Consideremos el diagrama:

A sC =UA
a

©

'?’
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donde el homorfismo ¢ y el cuerpo F son arbitrarios.

Por Lema 1.7 tenemos que Ac;.‘_ es subintegral sobre Ac"i_1 y u-
tilizando Lema 1.6 obtenemos que Aa es subintegral sobre A,

para todo i, luego el diagrama:

puede ser completado de forma Gnica para todo a. Definamos

np:C=VAOl > F, como y(x) = wéx),si xeAa.

Si x ¢ AB' entonces y(x) = wB(x) . Ahora bien como C es una
unién filtrada, se tiene que existe A(5 tal que Aac A(5 Yy
AB C Aé, luego wa(x) = wB(x) = wé(x), por lo tanto y es inde

pendiente de a y B. Asi (D) puede ser completado de manera G
nica para todo homomorfismo ¢ y para todo cuerpo F. Luego C

es subintegral sobre A y por ser gA maximal se tiene que

AC Cc EAcB.

Ahora bien, si C & §A¢ B, entonces C no es seminormal en B;

por Teorema 1.11 podemos encontrar b € B, b2, b3 e C; pero
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b¢ C. b2, b ¢ => b2, b> ¢ A, = D, para algfin §; por ser -

C filtrada.

2
Tenemos que b, b3 e Dc C, donde D se obtiene a partir de A

por un nGmero finito de extensiones subintegrales elementales; -
entonces D[b] es el resultado de una extensifn m&s, asfi

D[b] €« ¢ 6 D[b] = C. En ambos casos b e C.

Contradiccidén. Luego C = EA.

Proposicifn 1.14. Sean A C B anillos. Entonces la formacibn

de EA conmuta con localizacidén respecto a subconjuntos multi-

plicativamente cerrados de A, es decir +A}l = +A_ .
B |g BgS

DEMOSTRACION. Tenemos que:

AC +AC B => A +A c B..
B SC[B]S S

Por Teorema 1.13 +A=VUA. Luego L=[+a] =[\A] = Uuisez).
B a B S Qg

Afirmacién: L es la extensifn subintegral maximal de AS en

BS' Si no lo fuera sea D una extensibn subintegral no trivial

de L en BS' tal que L& D c.BS.

Por Teorema 1.11 podemos encontrar g e D, con (g) ' (E) e L,
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X
pero ¢ L.
X, 2 X2 -1 X, 2 x, 3 -1
(., F) e L= V(s A) = (), (P es Ag, para algfin B;
ya que la unidn es filtrada.

. x,2 ,x 3 -1 X -1
Resumiendo tenemos que: (E) ' (g) € S AB' pero o ¢ S AB'

Procediendo como en el Teorema 1.11 tenemos que si 2z = utx,

entonces 22, 22 € AB' pero z ¢ AB' Luego D' = AB[z] es una

extensibn subintegral elemental de AB' Por Teorema 1.13

ABEZ] C EA y de aqui (Asfz])sc [EA]S = L.

: . P
Afirmacibn: 3 ¢ (As[z])s.

€ (AB[Z]) , ya que 2z ¢ Ae[z] y s' e S.
S

Luego g e L, contradiccibén ya que g ¢ L; por lo tanto

L = [EA] es la extensidn subintegral maximal de AS en BS'
S
Pero sabemos que dicha extensibn es EAS‘ Luego se obtiene la
S

igualdad deseada +A = +A, .
B |s Bg S
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Corolario 1.15. Sean AC B anillos. Sea S cualquier subcon

junto multiplicativamente cerrado de A. Entonces:
i) Si A es seminormal en B (resp. subintegral), entonces

AS es seminormal en BS (resp. subintegral).

ii) A es seminormal en B (resp. subintegral) si y sb6lo si,

By = AMB es seminormal en AM (resp. subintegral); para

todo ideal maximal M de A.

DEMOSTRACION.

a) Si A es seminormal en B, entonces EA = A, por lo tan-
to, usando Proposicién 1.14 Ag = [EA]S = ESAS y por con
siguiente AS es seminormal en BS.

b) Si B es subintegral sobre A, entonces EA = B. Proce-

diendo de forma similar que en a) . obtenemos que BS es

subintegral sobre AS.

c) Sea AM seminormal en B para todo ideal maximal M de

MI

A‘

Afirmacién: Sean C, D, subanillos de un anillo dado R, enton

ces C, =D para todo ideal M de R, implica que C = D.

M M’
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b

. X x _ b
xe C >T € CM => T € DM =7 = 3 para algfin s € DM'
m m
Es decir % =2 , S ¢ M, be D. De agqui x s_ ¢ D.
Sh m m

Sea I el ideal generado por { s, ¢ Sp ¢ M. I=R, ya que
si IR =>1IC Mo para algin ideal maximal Mo. Pero

s e I ==>s_ ¢ M_ contradiccién.

m m o

I=R=>1¢ I =>ZIr.s =1=>73%r (s x) = x. Pero s xeD
m m m om m

y D R-m6dulo implica que Zrm(sm Xx) = x € D.

Similarmente D ¢ C. Luego D = C, siempre que CM = DM' para
todo ideal maximal M de R.

Ahora bien AM seminormal en BM implica que

Ay = EM = (EA)M’ para todo ideal maximal M de A; por la -

afirmacién anterior obtenemos que A = EA, es decir A es se-
minormal en B. La implicacibfn contraria se obtiene directamen
te de la parte a).

d) Similarmente B es subintegral sobre A si y sblo si, BM

es subintegral sobre AM’ para todo ideal maximal M de A.
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Definicién 1.16. Sea A un anillo. A se llama seminormal, -

"si A es reducido y si para cualquier b, c e A con b3 = cz,

existe un a € A tal que a2 =b vy a3 = cC.

Lema 1.17. Sea A un anillo. Sean x, y € A. Entonces

W2ey? k3 ey = (x-p3

f
o

DEMOSTRACION. Trivial.

Proposicién 1.18. Sea A un anillo. A es seminormal, si vy

s8lo si, para cualesquiera b, ¢ ¢ A con b3 = c2, existe un Gni
2 3

co ac A, tal que a =b y a” = c.

DEMOSTRACION. =>) a existe; veamos que es finico. Sea a_ ¢ A,

a ¥a'y al = b a3.= c. Por Lema 1.17;

o o " o : —_

2 _ 2 3 _ 3 _ 3 _ 0 —
aj=a,a  =a => (a ao) = 0. a a, 0 => A no es re _
ducido contradiccibén. Luego a es inico.
=>) Veamos que A es reducido.

Sea X g A, tal que x" = 0, n> 2 (mfnimo) .
Sea b =c = x" 1. Entonces b, ce A y b3 = % = 0; por lo

tanto existe un inico a € A, tal que:
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3 2 = bab => ab = a’b=>

0
]
V]
I
v
o
n
V]

L]
V]
]

Ahora bien, b =

=> b = b2 = x2n—2 =0 = b= xn-l = 0. Contradiccibn, ya que

n es minimo. Luego A es reducido.

Proposicibén 1.19. Sea A un anillo. Si A es seminormal, -

’

asi lo es AS’ para todo subconjunto multiplicativamente cerra-

.

do de A.

DEMOSTRACION. Es f8cil probar que A_ es reducido para todo S.

S
Sea x, y ¢ RS’ con x~ = y2 en AS' X , Yy pueden escribirse
_ b C
como: x = — , y = —5 , para algn s € S, b, ¢c € A. Luego
s s
3 2 .
X~ =y => Existe t ¢ S, tal que,
t(b3 56 - c2 56) = 0 =>t b3 =tc2 , Ya que s es una unidad.
2 3 3 2 ] . . .
Luego (t” b)™ = (t7 ¢) y A reducido implican que existe un
inico a ¢ A, tal que: a2 = t2 b vy a3 = t3 c.
. a 2 3 .
Haciendo z = St & tenemos que z = x, 2z~ =-y. Es decir Ag

es seminormal para todo S.

Sistemas inversos. Sea I un conjunto dirigido y sea

(Aa) , una familia de anillos, tal que 1 ¢ Aa’ Yo e 1.
acl
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Para cada par o, B € I, tal que a < B; sea Hap ° Ag——° Aa
un homomorfismo de anillos tal que:
i) Uaa es el homomorfismo identidad de Aa’ &ﬁa € I.
ii) Moy = HWg © UBY' siempre que a < B < y, es decir el dia-
grama: )
U
A _§L>A
Y B8
HaB
u
ay A
a

es conmutativo.

Entonces decimos que los anillos Aa y los homomorfismos

uaB forman un Sistema Inverso (Aa’ ”aB) sobre el
a, BeI

conjunto dirigido I.

Tenemos lo siguiente:

i) A= 1 A es un anillo con identidad 1 = (1) . La o-

aeI @ aecl

peracibn es el producto por coordenada.

ii) A= { (aa) | uaB(aB) =a. siempre que a < B }, con

el producto usual es un subanillo de i, llamado el Limite

) y lo denotare-

Inverso del sistema inverso (A , u
o af
a,Bel
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mos por: A = < o

Proposicidédn 1.20. Si Aa= < @« Y A, es seminormal

a € I, entonces A es seminormal.

VEMOSTRACION, Sean b = (b ) c = (c) en A, tal que
¢ acl, ael

o
]

2 , 3 2 .t
c , es decir, tal que ba = Ca' xfazil. Ahora bien

3 "2 .
ba Ca’ ’(ae I vy Aa seminormal V‘ae I => Para cada ac¢ I,

existe un Gnico a, ¢ A , tal que

a

a2 = b y a3 = Cc_.

a o a o

2 3
Tomando a =(aa) , tendremos que a  =b y a” = c¢; lo desea
ael

do. Veamos ahora que a et A, es decir:

uas(aB) = a , siempre que a < B.
Ahora bien uaB(bB) = ba, siempre que a < 8. Luego

2 2 2 2 ‘
= S A = == ( = . ici

UaB(bB) ba >ua8(18) a, > [uaSaB)] a, Por unicidad
en Ra’ tenemos que uun(ae) =a, siempre que o < f. Luego

<lim A

A = 1 es3 seminormal.

P

Proposicidn 1.21. Sean A ¢ B anillos cecnr B seminormal. En

l —~

tonces, A es seminormal <=> A esg semihormal en B.
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DEMOSTRACION. =>) Sean d e B, d°, d° ¢ A, Coloquemos

b = d2 y Cc = d3. Entonces b3 = c2, luego existe un finico

ae A tal que:
a =b (i)
a =c (ii) . .

En pafticular d satisface (i) y (ii). Por la unicidad, se -

tiene que d = a € A. Asi A es seminormal en B.

<==) Sean b, c £ A, con b3 = c2.
3 2
b, c e A=>Db, ce€ B con b =rc y B seminormal => Exis-
. 2 3
te un Gnico a ¢ B, tal que a~ = b y a” = c. Luego tenemos

2 3 . .
ac B, con a”, a~ ¢ A. Como A es seminormal en B, se tiene

que a e A. Asi A es seminormal.

Proposicibdbn 1.22. A un anillo reducido,

S=1{aecA | aes regular } y {Pa} el conjunto de los idea
ael

les primos minimales de A. Entonces S = A -U Pa‘

DEMOSTRACION. Sea ¢ : A > T (&), dada por
ael “o
¢(a) = (a + Pa) . Puesto que A es reducido,

ael

nil(aA) = r\Pa = {(0). Asi ¢ es 1-1 ver [4, Proposicidn 1.107.
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De aqui A Q1 (PA).

ael "a

Afirmacién: A & I (-PA-) =>a-Up C s.
ael ‘o o

Sea rsA-UPa,entonces red y r¢P,, a € I.
re A y A< 7 (PA) => r puede verse como un elemento de 1la
- ael Ta
forma (r + P ) ; por lo tanto probar que r es regqular es e-
acl
quivalente a probar que (r + Pa) es regular.
ne
si (v + Pa) no fuese regular, entonces existe
ael
(a, + P.) £ (0) tal que
ael

(r+Pa) (aa+Pa) = (ra +P) =(0)=>raaePd, xoel

a a a
=> r ¢ Pa' Yo 6 a, ¢t Pa’ Yoa. Contradiccidén. Luego

(r + Pa) es regular, asi r es regular, es decir A - \J Pac‘ S.

Sea P un ideal primo minimal de A, entonces A reducido impli

ca que AP es reducido, por lo tanto nll(AP) =PP = PAP = (0). A-

dem&s P es primo minimel en A

P P’

PN S = ¢, vya que de lo contrario, r ¢ PN S ——ﬁ>-i: €Py= (0)
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==> existe s € S tal que s r =0 y como r es regular
=> s = 0 contradiccién, ya que 0 ¢ S. Ahora bien PN S = ¢

y P minimal arbitrario => (VP) A s=¢ = 8Sc (UPG) '=A—UPG.
Luego se tiene la igualdad.

Corolario 1.23. Sea A un anillo reducido con solo un nfimero

finito de ideales primos minimales Pi' 1 < 1 < n, entonces

Q(a) =

= o

K(Pi) , donde Q(A) es anillo de cocientes de A,

i=1

K(Pi) cuerpo.

n
DEMOSTRACION. Por Proposicibén 2.21 S = A - U P.. Tenemos -
1=1i
-1 -1 ; .
que S Pivr eee s s Pn son ideales primos de AS, ademés -
cualquier ideal primo de A, es del tipo S-lP, con P primo
n
en A, luego PN S =¢ => PLC V P, => P C P., para algln i;
1=1i
pero Pi minimal ==> P = P, para algGn 1i.

n
Asi1 los ideales {S-l Pi} son ideales maximales de AS = %:
i=1

aeA,bes}t = { : a€e€ A, b regular } = Q(a).

v
s

K(Pi) , Como

1=1i
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a, _ ,a -1 a -1
¢(s) = (S + S Pl roeee 0 g + 5 Pn)
A -1
¢ es 1-1, ya que nil(Ag) = ns P, = (0) y ¢ es sobre ya
1=1i
gue S-l P. maximal en A implica que S_1P + Sml P. =A
i s’ ; i 3j s’
n LY
para i # j. Luego Q(A) = H'K(Pi)- ver [4, Proposicién 1.10].
i=1
Definicifn 1.24. Sea A un anillo. Si b, c € A con b3 = c2, de
finimos E(A, b, ¢} como el anillo reducido:
E(A, b, c) = A [XL, donde A = A para cualquier
o 2 3 ! red ~ nil(RA)’

(X" -b, X -c) 4
anillo A.
Simplificando la notacifn, tendremos due

Pt —
E(A, b, ¢c) = ——éizl—— donde A[X] = é£§l, con

nil (A[X])
2 3
I=(x -b)A[X] + (X~ - c) A[X].
- . . . 3 2

Proposicidn 1.25. Si A es un anillo reducido y b~ = ¢, en-~

tonces; ¢ : A >E(A, b, c) dada por

$(a) = a + I + nil(A[X]) es 1-1.

DEMOST1RACION. Tenemos las siguientes aplicaciones:
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N l
A —t—s afx] > E(a, b, c)
a > a + I > a + I + nil(a[Xx]).

Veamos que ¢(a) = a + I es inyectiva.

ac Ker ¢ =>p(a) e I => ae I => a = (Xz-b) £(X) + (X3-c)g(X).

Luego az (x> -c g {mdx® - B} ... (.

Dividiendo g(X) por X2 - b obtenemos,

g(X) = (X2 - b) g(X) + (r + sX), es decir

g(x)s(r+sx)[mod(x2-hp] ... (dd).

Ademés, X3 -c = x(x2 - b) + (bX - ¢). De aqui

x> -cz X - [mdax®-b] ... (iii).

Utilizando (i), (ii) y (iii) tenemos gque:

(bX - ¢) (r + sX) [ mod(X2 - b) ], es decir;

o
Il

(brX+bsx-cr-csx [mdx®-b]

[+1]
th

Dividiendo b s X2 por x2 - b, obtenemos que:

a = ((br - sc)X + (bzs -rao)) [ mod(x2 - b)]. De aqui
rb-s8sc=0 y a- (b2 s - rc) = 0. Luego

rb =sc y ac€ (b,c) = bA + cA.
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Ahora bien:

a=bzs-rc=>ab=b3s-brc=czs-brc=c(cs-bcc)=0

2 2 3

a=bzs-rc=>ac=cbzs-rc =cb’s -1b bz(cs-rb)=0

ab=ac=0= abA+acA-=20. Pero

aebA+cA=>a2€abA+acA=(0) =>a2=0. Puesto que

.

A es reducido, tenemos gque a = 0. Asi 6 es 1-1.

Veamos ahora que ¢ : A —> E(A, b, ¢) en 1-1. Supongamos que

¢ (a) = 0, para algn a # O:

= n
¢(a) = 0 =>a + I € nil(A[X]), es decir a + I = I, para algfn
n> 1,

Por ser A reducido a f 0 => a" 4 0 ¥ n > 1; Ademis por ser
¢, 1-1, tenemos que a" £ 0 => $(a”) # 1 => [E’(a)]n I =

n s ;
=> a + I # I, )/’n > 1. Contradiccifn, Luego necesariamen-

te ¢ es 1-1,.

Proposicién 1.26. Sean A ¢ B anillos con B reducido. Sea

actc B, con a2=-beA, a3 = ¢ ¢ A. Entonces E[A,b,c] = A[a] .

DEMOSTRACION. Con las mismas notaciones que en la Proposicidn

1,25, tenemos lo siguiente:

vy A[X] —> A[a], definida por ¥,(X) = a, es sobre.
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Puesto que wl(xz-b)=a2—b=0 Yy wl(x3-—c)=a3—c=0,

se tiene que I <€ Ker \bl, por lo tanto tpl induce una aplica-

—
cién, ¢ : A[X] = A—L]—;(

> Ala] , dada por;

€

®
+

e
|

wl(X) = a.
Obviamente y es sobre.
Afirmacibn: Ker y = nil(l;'rX]).

~ n n
Sea f(x) +1I enil(A[x]) =>(f(x) + I) =I=>f(x) +I=1I, para al-
gtn n> 1. (£ +DM = y (£ + D" = (£@)" = 0, ya que

£(x)" e 1, para algGn n > 1.
Ahora bien, puesto gue [w(f(x) + I)]n =0

p(£(x) + I) ¢ Ala] ¢ B con B reducido, se tiene que

p(f(x) + I) = 0, es decir, f(x) + I ¢ Ker y. Luego

o~
nil (A[X]) € Ker y.

~t
Veamos que Ker y € nil(A[X]).

Sea x la imagen de X por ¥, en E(A, b, ¢), es decir

\pl(x) = x, Luego en E(A, b, ¢c) tenemos:

0=y, X2 -b) = p -y ) =0 = x> =b ... (1)
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3 3

0=v, (X - ) =¥, (07 -y () =0 = x> =c ... (iD).

Ya que por Proposicibn 1.25 ¢: A > E(A, b, ¢) es 1-1, en

tonces podemos considerar AC E(A, b, c).
De (i) y (ii) obtenemos que xb = c.
Sea p + gx ¢ Ker y, es decir yY(p + gx) = p + ga = 0. Entonces

b(p + gx) = bp + bgx = b p + g a3 =bp+qgab=>b(p+ qa) =0.

También:
P+ (- =p° -q* ¥ =p° - g b=p—ga’ = (pqap+aqa = 0.
. s 2 2 2 2
De aqui también se obtiene que p° = g~ a” = g'b.
Ademés
PZ(P + gx) qub(p + gx)} =0
2 —
x“(p + gx) = b(p + gx) = 0.
Luego:
2 2 2 2 .o
p°(p¥gx) = 0 =>p (p+gx) " = 0 =>[b(p+gx)] < = 0 ... (iii)
x2(p+qX) = 0 => xz (p+qx)2 =0 =>[x(p + qx)]2 =0 ... (iv).

Ahora bien; p(p + gx), x(p + gx) € E(A,b,c), ya que Xx pertene-
ce al anillo E(A, b, ¢). Puesto que E(A, b, c) es reducido -

obtenemos que; p(p + gx) = 0 y x(p + gx) = 0.
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Por lo tanto

2
(p + gx)” = p(p + gx) + gx(p + gx) = 0 => p + gx = 0.
P~

Luego p + gx € nil(A[X]). Asi obtenemos la igualdad.
De aqui

r~ ‘

AIXI .

Rery °© Alal, es decir E(A, b, c) = a[a].

Proposicibén 1.27. Sea A C B anillos reducidos con B subinte

gral sobre A. Sea ¢ : B > C, con C reducido. Si ¢

A

es inyectiva, asi lo es ¢.

DEMOSTRACION. Podemos asumir que B es finito sobre A, ya que

necesitamos probar que si z # 0 ¢ B, entonces ¢(z) # 0, donde
z e Alz] y Ac a[z]< B, con A[z] subintegral sobre

A (Lema 1.6).

Ahora bien, puesto gque B es subintegral sobre A, tenemos que

B = EA (Lema 1.5). Asf por Teorema 1.13 B = \U B, donde
a
cada Ba es un subanillo de B, que puede ser obtenido a par

tir de A, por un nimero finito de extensiones subintegrales e-

lementales, es decir:

AC Blc B2c ... €B_ =B y Bi extensién subintegral elemen
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Por lo tanto

2
(p + gx)” = pl(p + gx) + gx(p + gx) = => p + gx = 0.
P~

Luego p + gx € nil(A[X]). Asi obtenemos la igualdad.
De aqul

—~ ‘

AiLX .

.ﬁé?%) =~ Alal, es decir E(A, b, c) = Ala].

Proposicibn 1.27. Sea A C B anillos reducidos con B subinte

gral sobre A. Sea ¢ : B > C, con C reducido. Si ¢

A

es inyectiva, asi lo es ¢.

DEMOSTRACION. Podemos asumir que B es finito sobre A, ya que

necesitamos probar que si z # 0 ¢ B, entonces ¢(2) F 0, donde
z ¢ Alz] y A< Alz] € B, con A[z] subintegral sobre

A (Lema 1.6).

Ahora bien, puesto gue B es subintegral sobre A, tenemos que

B = EA (Lema 1.5). Asf por Teorema 1.13 B = \U B, donde
a
cada Ba es un subanillo de B, que puede ser obtenido a par

tir de A, por un nGmero finito de extensiones subintegrales e-

lementales, es decir:

AC Blc_ BZC CBn =B, Y Bi extensién subintegral elemen
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tal de B.
i

Tenemos que AC B, = Alx], con %% = b; x> =c e A y xb = c.

Afirmacidn: ¢‘B es 1-1, B1 ={p+qgx, P, ge Al
1

puesto que ¢IA es 1-1, podemos asumir sin perder generalidad

gue A cC C, es decir ¢ (p) = p, xfp € A,

Sea a ¢ C 1la imagen de x, seglin ¢; entonces podemos escribir

¢(p + gx) = p + qa.

Supongamos ¢(p + gx) = p + ga = 0. Procediendo de manera simi-

lar que en Proposicibén 1.26, obtenemos p + gx = 0.

Asi ¢ B es 1-1. Reiterando este proceso ¢ B es 1-1, ob-
1 2

teniendo finalmente que ¢ B es 1-1. Puesto que B es fini-
o

> C es 1-1.

to sobre A, obtenemos que ¢ : B

Sistemas directos. Se definen de manera similar que los siste-

mas inversos, solamente intercambiamos los anillos A,, es decir

escribiremos Hag Aa > AB' siempre que a < B.
Aqui A= lim A , estd dada por el subanillo de A = Aa;
@ ael
= = i < -
A { (aa) | uBa(aa) a;, siempre que a < g }

acl
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TEORERE 1.28. Sea A un anillo reducide. Entomces existe u-

na extensién B de A, tal que B es subintegral socbre A, -
con B seminormal. Adem&s dicha -extensiln‘-es umiwversal para -
bomomoxrfismo de A a anillos seminormales, es“decir, si C es

seminormal vy ¢ : A - > C, emtonces ¢ tiene una Gnica exten—

sién ¢y : B

> C. AdemSs ¢ es inyectiva si ¢ 1lo es. Final
mente B es Gmnico hasta isomorfismo.

DEMOSTRACION. Puesto gque todo conjunto puede ser -bien ordenado

(Teorema de Zermelo), bien ordenamos todos los:pares (ba, ca)
3 2 . .
en A, com ba. =C,r ©n el sentido siguiente:

(ba’ ca) < (b,, cB) <===> q < B.

B

Sea A_, =A

A

= C ) i i o
w1 E(Aa, ba, a)' siguiente de Aa

Tenemos que A es reducido Mace 1.

Sea A)‘ = lin& Aa' si A es limite ordinal, es decir A no -

a<Ai

tiene inmediato predecesor.

Tenemos pues que A, = { (aa) , @ < A Y uBu(aa) = ag, siem-

acl

pre que o < 8}
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Afirmacibn:

(1)

(ii)

Al es reducido XPX.

Sea 2z ¢ Ak con 2z =0,
z & A =>7 = (aa) , a4 < ) == 0 = Zn - (an) ‘ = (0) =>
A ael o acl
=> ag = 0, Xfa<gk => a, = 0, -%za < A, ya que
a, € A, Yy Aa es reducido )*'a € I. Luego 2z = (0),

Cada A, es subintegral sobre A, ya que por Proposicifn

1.26 E(A, b, ¢) = Ala], con a2 = b, a3 =ce A y de a-

qui A = E(A,, b, c )= Aa[aa]. Utilizando acd& Lema

+1 a)

1.6 ya que por Proposicibn 1.25; podemos considerar

AC E(A, b, ©).

Por construccidn tenemos que Ak es subintegral sobre A,

para cada Ak. Al final de esta construccibdn obtenemos

A = \IAA, con A reducido, puesto que cada A, lo es

y A subintegral sobre A.

. . 2 . !
También, si b3 = C en A, entonces existe a ¢ A con

a~- =Db, a~ = c. Veamoslo
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3 2 3 2 ¢
b™ = ¢ en A=>Db™ =c¢c ¢ Aa’ para algun o; entonces
existe a_ € A C A' tal que a2 =b vy a3 = C
a o+l a a '
[}
Sea ahora A(o) = A, A(n+l) = A(n) Consideremos

B =V A(n), n>=~9, ne z.

Afirmacién: A C B, con B subintegral sobre A y B seminor-

) '
mal. Tenemos que ACA C A ¢ . . . € B; como A es subin-
tegral sobre A, por Lema 1.6 obtenemos que B es subintegral

sobre A.

Veamos ahora que B es seminormal.

b3 = 02 en ==> b3 = c2 en A(n)c; A(n+l), para algin n. Lue

go existe a ¢ A(n+l) = A(n) con a2 =b vy a3 = c. De aqui,
. 2 _ 3 _ (n)

existe ae B con a =b y a = c; ademds cada A es re-

ducido, por lo tanto B es reducido; asi B es seminormal.

Veamos ahora que se cumple la propiedad universal.

> C un homomorfismo de anillos.

Sean C seminormal y ¢ : A

Veamos que ¢ tiene una finica extensidén ¢ : B > C, es decir

se tiene el segmento diagrama conmutativo,



b
v
er}

Ahora bien,

b3 = c2

es seminormal, existe un Gnico y e C tal que

Consideremos E(A, b, c¢), Definicién 1.24.

X2 = b => ¢(b) = ¢(X)° => y* = #(X)% . . .
3 =00 = s> = y3 = 03

Por Lema 1.17 obtenemos que ¢(X) =y con

E(A, b, ¢) = Afy] € C, y puesto que y
definida de esta manera.

ma:

A > B
/

| ,

E(A,b,c) 4
/
l /’ w
4
o

Por Proposicidn 1.25 podemos asumir

X) =y, vy fGnico, se tiene que la extensibn

en A => ¢(b%) = p(c?) =>o(b)> = ¢ (c)>

AC E(A, b, ¢) vy
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en C. Como C
y2= é(b), y3 = ¢(c).
(1)

(ii) .

es finico ¢ queda bien

Entonces tenemos el siguiente diagra-

como

Yy es fnica.
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Por Proposicibn 1.27 se tiene que si ¢ : A —> C es inyecti

va asf loes y : B —> C,.

Veamos que B es finico, hasta isomorfismo. Sea C, con C sub

integral sobre A y C seminormal.

C subintegral sobre => A€ C => ¢ : A—> C es inyectiva;
por lo tanto ¢y: B —> C es 1-1, asi podemos considerar B € C.

Luegd obtenemos A < B < C.

Puesto que B es seminormal y C es subintegral sobre B obte

nemos que B = C.

Definicién 1.29. El anillo B del Teorema 1.28 se llama la se

minormalizacibédn de A.

Corolario 1.30. Sean AcC B anillos con B seminormal, enton-

ces EA es la seminormalizacién de A.
Prueba: Tenemos A C gA C C.

gA seminormal en B y B seminormal => EA es seminormal.

Como EA es subintegral sobre A se tiene el resultado deseado.

Corolario 1.31. Sea A<« B anillos. Si B es la seminormali-

zacién de A y S es cualquier conjunto multiplicativamente -

cerrado de A, entonces BS es la seminormalizacifn de AS'
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Prueba:

i) B subintegral sobre A => BS es subintegral sobre AS’
ver Proposicibdn 1.10.

ii) B seminormal = BS es seminormal, para todo S, Propo-

sicibn 1.19.

-Luego B subintegral sobre A y B seminormal, impli

S S S

ca que BS es la seminormalizacién de AS’

para todo S.



CAPITULO 11

2,1, SEMINORMALIDAD SOBRE SERIES DE POLINOMIOS.

TEOREMA 2.1. Sean R C T anillos, con xl, Xyr eee 4 X inde-

terminadas.

i) Si R es seminormal en T, entonces R[[xl, cee s x ]] es
seminormal en T[[xl, cee xn]]. .

ii) R es seminormal, si y s86lo si, R[[xl, cee xn]] es se-
minormal.

iii) Si R tiene sblo un nlmero finito de ideales primos minima

les y R es seminormal, entonces R[[xl, cor s x]] es se

minormal en un anillo cociente.

DEMOSTRACION.

i) Aplicando induccidn sobre n, es suficiente probar esta par
te para el caso n = 1. Escribiremos T[[x]] en vez de
T[[xlll ¢
Sea R seminormal en T, con £ = I a, xt e T[[x]].

i=0

£2, £3 ¢ R[[x]].

Es suficiente probar que (f - ao)2 e R[[x]] vy
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(f - a)” e R[[x], ya que escribiendo
£- %o z i-1
g = x = ii a, X € T[[x]], tenemos:
2 rrois 2 2
(f - a))” ¢ R{{x]] => x" ¢" ¢ R[[x]] == g" ¢ R[[x]]
(f - ao)3 e R.[x]] => g~ ¢ R[[x]] .

Luego tenemos que g ¢ T[[x]], con g2, g3 e R[[x]]. Lue-

2 3
¢ T, con a al ¢ R, por lo tanto a, € R.

gO al 1’ 1
Reiterando este proceso obtenemos gque a ¢ R, Af'n > 0,
es decir; f = I a, xt ¢ r[[x]].

1=0

2 2

Tenemos qgue probar ahora gque (f - ao) . (£ - ao) € R[[ﬂ].
Esto es cierto, si y s6lo si, ag f e R[[X]]. Para mostrar
esto, es suficiente probar que a, a, € R, xfm > 0.

Argumentando por inducciédn sobre m, mostraremos que

n
— 1 2 m
B—ao al a2 a € R . @
para todo entero n_. > 0, 1 =1, , m

Para m = 0, trivialmente se cumple, ya que aO € R.




52

Asumamos que @ se cumple para m.

Sea f = ajg tax+ ...+ a <™ ¢ T[x] y considere-
mos
* n - * S
g=a £t -t = - (O (-1)S 752 5 (¢h) 5, -
s o]
s=0
Ahora bien n - s + 2 - 2, es par o impar.

- k
n -s+ 2 par =>n - s + 2 = 2%k => £ S+2=(f2) € R[[x]],

[l )

ya que f2 e R{.X,,-

n - s+ 2 impar => n-s+2 = 2Zk+1

2(k-1)+3 => ¢ S+2_g2 (k-1 £er[[]].

* S
Adem8s por hipbtesis de induccién a (f) e R(x]. De a-
qui g e R[[x]]. En particular el coeficiente
3 _n (m+1)n
aj ari de x estd en R, para todo n > 0.

Sea a =a
i=1, 2,
sn
oS = asea 1 .
o 1

luego a € T,

n, n n n
1 72 m m+1
Oal a,” . . .a a g e T, para n, 2 0,
, m + 1. Entonces para s > 4,
sn sn
s(m+l) _ _s-4 1 m _3 _s(m+l)
. a =a, (a,oa1 e @ ) aj € R,

s+1

s .
con O, Q € R y R seminormal ==> QER,
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Asi B8 ¢ R; en particular a, a ¢ R, para todo m, por

lo tanto a_ f ¢ R[[x]], es decir R[[x]] es seminormal

en T[[x]].
. 3 2 ;
<=) Sean b, ¢ - R, tal que b~ = ¢”. En particular
b, c e Rl xys .., xn]j. .
" Ahora bien, R{[x;, ... , x ]] seminormal => Existe
[ . 2
= 1. Cr =
£ = iio a; x* = Rlixqy, ... x ]] tal que £° =b vy
f3 =c De aqui a R a es tal que a2 =b
q o ¢ y ag q o = Y
3
a~ =c¢
o

Luego R es seminormal.

=>) Sea | Pa} la coleccibn de todos los ideales pri-
acl
mos minimales de R, entonces ¢ : R —> 1 éi , dada por
ael "o
¢ (r) = (r + Pa) , es 1-1, ya que nil(R) = f\Pa = (0);
ael

puesto que R es reducido.

Luego R I (§L)<: 1 (Q(gi)), donde Q(éL) denota
ael a ael a o
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ii)

W campo
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el campo cociente del dominio entero gL .
o

1
log BN

- TR R

- R -
» @€ g— , b regular }.
a a

W es seminormal, ya que W es un campo y todo campo es

seminormal.

>W es reducido.

Sean b, ¢ # 0 = W, con b3 = c2. Escogiendo a = =, te-

ola

2
nemso que a =b y a = cC.

Tenemos pues, RC W con W seminormal. Por Proposicidn

1.21, R seminormal => R es seminormal en W ==>R[b&n"li]

es seminormal en W[[x;, ..., xn]].

Ahora bien, puesto que W[[xl,...,xr]] > H(Q(Pi))[[xl,...,xr:[], -
o

se tiene que W[[x,, ... , x_j] es un producto directo de
dominios seminormales, luego W[[x,, ... , x ]| es semi-
normal.

Aplicando nuevamente Proposicibén 1.21 , tenemos

R{[xys «-- xn]] < wlfxy, .oo v xI1  con

W[[xl, cee xn]} seminormal y R[[xl, cee xn]J se-
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minormal en w[fxl, cee xn]]. Luego Rf[xl, cee xﬂ]]

es seminormal.

iii) Por (ii) tenemos que R{[x ' XJ] es seminormal.

1I

Afirmacién: R[x,, ... , x ]] tiene solo un nfimero finito de i-

deales primos minimales.

Sean Pl’ P2, cee Pn los ideales primos minimales de R, en-
rr 1 i dea-

tonces P, [[x,, ..., xA]J, ce. Pm[[xl, cee xn]] son idea

les primos de R{[x;, ... , x]]. Ver [4, Ejercicio 7, Pdg. 37]

y aplicar induccibn sobre n.

n
Ahora bien, I = {11 PiLLxl, e xn]] = (0), ya que si fe I=>
=> f = I aj xJ . Pi[[xl, R xn]], i=1,2, ... , n =>
j=0
n
=> a, ¢ P,, 1 =1, 2, ... , n. Como P, = (0), se tiene que
J 1 1=1i 1
aj =0, j. Luego £ = 0.

En consecuencia se Q un ideal primo minimal de R[[x;,..., x 11.

n
Se tiene que Q D (0) => QD nPiL[xl’ cee g anI =>
i=1

= QDPj[[xl, ..., x,]]. para algfin j => Q=Pj[[x1,...,xjr]_], -
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para algn j; ya que Q es minimal. De aqui R[[xl,...,xn]J -

tiene s6lo un nGmero finito de ideales primos minimales. Apli-

cando Corolario 1.23:

~ . R m
= ) - -

Q = Q(R[[xy, ..., x ].) = 1T=IiK(Pl.[Lxl, cee xn]].

Como cada K(PiE[xl, cee xn]]) es seminormal, se tiene que -

~s ~

Q es seminormal. Luego tenemos gue R[[xl, cee xnjl < Q -
o~

con Q seminormal vy R[[xl, ey xﬁ]] seminormal, por Propo-

sicién 2.21 , obtenemos gue R[[xl, cee g xnj] es seminormal
m \-

en -E K[Pi[xl, cee 4 X_j,s SU anillo de cocientes.
i=1

2.2, SEMINORMALIDAD Y GRUPOS DE PICARD,

Sean A C B anillos, con B finito y entero sobre A. Sea

P ¢ Spec(Ad), entonces existen Ql’ Q2, oo Qn e Spec(B), tales

que Qifﬁ A=P, i=1,2, ..., n.

Para cada 1 tenemos las inyecciones; Wi : K(P) > K(Qi), da-

a a .
das por wi(g + PAP) =3 + Qi BQi’ 1 <1i<n.

Definamos:
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{k)e B : i) ?-+ Qi BQ g Wi(K(P)), i=1,2, ..., n.

1

-1 _.1b L
11) Wi (1 + Qi BQi) Wj (1 + Qj BQj), Xfl, j }

Proposicién 2.2.

1)

t
A es un subanillo de B que contiene a A, es .decir

]
-AC A ¢ B.

) ]
Existe un inico ideal P ¢ Spec(A ), tal que, P /N A = P.

i1)
]
Ap ' A p!
11i) El1 homomorfismo W : K(P) = — >K(P ) = = , dado por
PAP P
A []
P
W(§-+ PA_) = a, P'A' 1, es un isomorfismo
S AP [} P’ :
DEMOSTRACION.
i) Se demuestra facilmente.
ii) Puesto que B es entero sobre A, entonces B es entero

sobre A ; asf dado P ¢ Spec(A ), existe Q & Spec(B), -

tal que P = A N Q. En realidad Q = Q;, para algn -

i=1, 2, ... , n; ya que

P =A'OQ% P'r\A=Af\A'/\ Q=AaANQ = P.

1 1)
Digamos P =234 N Qy - Sea P ¢ Spec(A ), tal que
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P NA=P=P N A. Andlogamente P = A /'\Qz.

Tenemos las inyecciones:

K(P) ——> K(P )} ——- K(Ql)
K(P) — K(P ) —— K(Q2)
[} "
Sea 'a . P - P
a P' =2 . P'A. & Q, B => 2 es cero en K(Q.)
- 1 P 1 Q1 1 17"
" a
a¢g P => at Q2 => 1 no es cero en K(QZ).
a: A =—> o2 Q,B. ) = w'l(i + Q.B~ ), sin embargo
- 11 170, 2 'T 270, 9
W@+ QB ) =W () =0, mient
1 3 1 Ql = W, = 0, mientras gque
w'l(i + 0B ) =24+ pa_ =0, lo cual es una contradiccién
2 ‘1 2", 1 P ’
Luego se tiene 1i).
a a ] 1 ' ]
W es 1-1, vya que W(—S—+PAP) =0=>§+PAP'=PAP' =>
a ] ] ] 1
=> < e PA_ v =>a:zP y s¢{P => ac P vy

n
-fﬁ-—
)
I
\V4
0|
y
g
™
I
N
0l
+
)
™
I
(o]
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Veamos que W es sobre. Sea 2z = i, + P A p' e K(P ), -
s
] ] ] ]
entonces a € A y s ¢ P
1 [}
"t P = s ¢t Q = £ {0,B > 2 + QB
s => g == => = es una
1 1 1Q1 1 1Q1
]
. ' ' s
unidad en K(Ql)' Adem8s s € A =>7 + Qf%%ﬁ WlﬂﬂP))‘y

como = + 0.B es una unidad en el campo K(Q.,), tene-
1 1 Q 1

1 . 1 -
mos v + QlBol e Wy (K(P)) = v + QlBQl =W, (y + PA;), para

alglin vy ¢ AP' Similarmente

a € A => %r-+ QlBQ = Wl(x + PAP), para algln x ¢ AP.
1 R

'
a

De aqui, obtenemos Wl(xy + PAP) = 3T + QlBol.

Luego tenemos K(P) LN K(P ) L K(Ql), con

I
Wl =W O W.

Ahora bien

la LI | _a _ " ' _ . .
W (G +PAL) —§.+QlBol—W(W(xy+PAP)) y W, 1-1, impli

1 1
., + PA _,. Luego W es sobre.

ca que W(xy + PA_) = P

P

0 |
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]
Lema 2.3. El anillo A es seminormal en B,

DEMOSTRACION. Recordando Definicién 1.2, la Proposicién 2.2

[}
dice que A es subintegral sobre A. Por construccién A es

[ ] |
maximal, por lo tanto A = gA, es decir A es seminormal en B.

-
Definicibébn 2.4. Decimos que el anillo A se obtiene de B, por

"glueing" sobre P.

TEOREMA 2.5. Sean A C B anillos, con B finito y entero so-

bre A. Entonces, A es seminormal en B, si y s6lo si; A es

una interseccibén de los anillos A obtenidos de B por "glueing"

sobre los ideales primbs de A.

DEMOSTRACION. <= ) Sea A=A, n obtenido de B por -

"glueing" sobre los ideales primos de A. Sea b € B, con

' . 1 1 ’
b2, b3 e A; entonces b2, b3 A, A/ A ; y como A es semi-

. ] ] ‘
normal en B, entonces b g A , -V# A . De agqui b € A. Lue-

go A es seminormal en B.

=>) Sea A seminormal en B, es decir §A = A, Para todo

A obtenido de B por "glueing" sobre P, tenemos que

[ ] 1
ACAC B; luego a< N a.
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4
Sea x ¢ NaA , sea P € Spec(d), P fijo. Para este P, exis-

1] t
te un finico P ¢ Spec(A ) tal que P N\ A = P; adem&s existen

Ql’ Q2, e g Qn € Spec(B), tal que, P = A f’Qi, i=1,2,...,n.

Para cada 1 tenemos las inyecciones:

)
W i | -
>K(Q.), con W. = W. o W.
i i i

K (P) SK(P )

Ahora bien x ¢ A . B =—> % + Q.B e W.(K(P)),
- 1 Qi i

i=1,2, ... , n. Por ser Wi, 1-1, existe un Gnico

a
- A
s ©

p’ tal que Wi(% + PA_) = % + QiBQl' i=1, 2, ... , n.

a a X a
—_— + = = + _ - =
Pero Wi(s PAP) S Q;B, s luego I s € QB

X a _ _
De aqui T - 3 eﬂQiBQi =N (QiBQiﬂ A B) = Jac(agB). Por

lo tanto % e:AP + Jac(APB). Como P e Spec(A) es arbitrario
X
tenemos que T ¢ N (AP + Jac(APB)). Por Lema 1.5 tenemos -

X ¢ +A = A.
B

Definicidn 2.6. Sea A un dominio entero y K su campo de -

fracciones. Sea I un A-submb8dulo de K. Entonces I se -

llama un ideal f fraccionario de A, si existe d ¢ A, tal que
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dicC A.

El ideal fraccionario I de A se llama invertible, si existe

un

ideal fraccionario J de A, tal que IJ = A.

Denotaremos por Inv(A) el grupo de los ideales fraccionarios -

invertibles de A.

Definicién 2.7. Sean A, K comc en 2.6. Un ideal I de A

se llama principal fraccionario, si I = Ad, para algln

d ¢ K

Notas:

i)

ii)

iii)

- {0}.

Todo ideal I de A es un ideal fraccionario, ya que

1. = I cC A.

Todo ideal principal fraccionario I de A es invertible,
ya que si I = Ad, d ¢ K - {0}, entonces J = Ad-1l, es tal

que IJ = A.

Tenemos que Pic(A) denota el grupo de Picard de A, esto
es, el grupo de médulos proyectivos de rango uno, bajo CJA.
Sin embargo, se tiene que para dominios enteros y anillos

Inv(A)

noetherianos Pic (A) es isomorfo a Prin(a)’ donde Prin{(Aa)

denota el subgrupo de Inv(A), consistiendo de los ideales

principales fraccionarios; ver [11, Pag. 251].
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diC A.

El ideal fraccionario I de A se llama invertible, si existe

un ideal fraccionario J de A, tal que IJ = A.

Denotaremos por Inv(A) el grupo de los ideales fraccionarios -

invertibles de A.

Definicién 2.7. Sean A, K como en 2.6. Un ideal I de A

se llama principal fraccionario, si I = Ad, para algln

d e K - {0}.
Notas:
i) Todo ideal I de A es un ideal fraccionario, ya que

1.I = IcC A.

ii) Todo ideal principal fraccionario I de A es invertible,
ya que si I = Ad, d ¢ K - {0}, entonces J = Ad-1l, es tal

que IJ = A.

iii) Tenemos que Pic(A) denota el grupo de Picard de A, esto

es, el grupo de m&dulos proyectivos de rango uno, bajo C)N

Sin embargo, se tiene que para dominios enteros y anillos

Inv(a)

m, donde Prin{(A)

noetherianos Pic (A) es isomorfo a

denota el subgrupo de Inv(A), consistiendo de los ideales

principales fraccionarios; ver [11, Pag. 251].
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Lema 2.8. Sea A un dominio entero y K su cuerpo de fraccio
nes. Si A es quasi-local, es decir A posee exactamente un
ideal maximal, entonces, todo ideal fraccionario invertible I

de A es principal.

DEMOSTRACION. Sea I invertible. Entonces existe un ideal -

fraccionario J de A, tal que, IJ = A. Sea M el Gnico ideal

maximal de A.
IJ = A => Existe a e I, b e J, tal que ab ¢ M.

Sea ue A - M., Consideremos v = ub € J. Ahora bien b £ J,

ue A =>ubl CA, es decir vI C A.

Afirmacién: VvI = A, es decir I = % A. Al contrario:
vI #A y vl ideal de A=>VvIC M=>uwaecM=>abeM 6 ue M,

A.

<l

ya que M es primo. Contradiccidén. Luego I =

TEOREMA 2.9, Sea A un dominio entero y A[x] su anillo de

polinomios. Sea

¢ : (ideales invertibles de A) > (ideales invertibles deA[X]),
dada por ¢(I) = IA[x]; polinomios de A[x] con coeficientes -
en I,

Si ¢ es un isomorfismo, entonces A es seminormal en K, su -

campo de fracciones.
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DEMOSTRACION. Supongamos que A no es seminormal en K. Sea

a € K - A4, tal que a2, a3 ¢ A. Sean

2 2
I =( ,1 +ax), J = (o, 1l-ax) ideales fraccionarios de

A[x].

IJ = (a4, a2 + a3 X, a2 - a3x, 1 - OL2 x2) < A[:x]. Ahora -

bien; 'x4 a4 + (1 + a2 xz)(l - az x2) =1 vy

4 [} ] ] ] ] ] "

a , (1 - az x2) e I J =>1¢1J =>1J = A[xﬂ => I es
1 v =1

invertible, con J = (I ) .

]
Afirmamos que I no es un ideal extendido, es decir, no exis-

te un ideal fraccionario I_ de A, tal que I = IOA[X]. Su-
pongamos lo contrario. Como A = f\AM, M ideal maximal de A,
ver [ 13, Pag. 8, Lema 2], entonces o ¢ A =>a ¢ Ay, para al
gGn ideal maximal M de A; Por lo tanto podemos asumir que A

es quasi-local.

Ahora bien, puesto que A[x] = A[-x] y

I (az, 1+ ux) —>J = (uz, 1 - ax) se tiene que

J

JOA[xl, JO ideal fraccionario de A. Ahora bien

1ell, 1l e Jo => I, Jd, =A => 1  es invertible, luego por
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[}
Lema 2.8 I_ es principal, asi I = IOA[xl es principal -
fraccionario de A[k].

Sea I = (f(x)), £(x) ¢ 1

] 1)
0’ c I => a’e K => a° es una unidad => I K(x] = K(X] = £(x)

es una unidad, por lo tanto f(x) € K, es decir f(x) es wuna

constante.

Tenemos pues;

f-f ax = £f(1 -ax) ¢ I J =A[x] = £(1 -ax) e Alx] vy
como o ¢ A, se debe tener que f ¢ A, ast

1]
I = (f) Alx] => 1 + ax A[x] => o € A. Contradiccién,

1
por lo tanto I no es un ideal extendido, asi ¢ no es sobre.

ILema 2.10. Sea A un dominio entero. Sea ¢ como en el Teo-

rema 2.9. Entonces; ¢(I) = I A[x] es principal <=> I es
principal.

DEMOSTRACION. =>) sSea I A(x] = f(x) A[x],

f(x) = aO + alx + ..., * anxn, a; € I. Afirmamos que

I-= ao A

aeI=>aclIAafx] =f(x)A[x] => a = £(x) g(x); g(x) e A[X]

mn

=> a=a b + ...,+ a b x >a=ab =>aca A=>IC aA.
nm oo o = "o
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Trivialmente se tiene que aOA < I. Asi I = aOA, luego I -

es principal.
<==) I principal ==>I=DbA, b €¢I =>¢ (I) = ba Al¥] =bA[x].
=> IA[x]= bA[x], es decir IA[x] es principal.

TEOREMA 2.11. Sea A un dominio entero. Si A es seminommal,

entonces la aplicacidn ¢: Pic(A) —> Pic(A[x]) es un isomor—

firmo.

DEMOSTRACION. De hecho ¢ es 1-1. Esto se sigue del Lema 2.10

y de que y : Inv(d) —> Inv(A[x]) —> P%\%%?E]ﬂ)'): Pic(afk]), es tal que
Ker y = Prin(a).

Afirmacién: Todo ideal invertible I de A[X] es extendido,

es decir ¢ es sobre.

por [16, Teorema T], podemos asumir que I /\ A = I, 4 (0), es
decir IO contiene elementos reqgulares de A, Por [15, Propo-

sicién 3.1], I = N (ideales principales fraccionarios), por -

(14, Lema 2];

1= Nirc,(g "

IC
O —

g A[x}, r ¢ A, g(x) elemento regular

de A[x]}; CA(g(x)) = jideal de A generado por los coeficien-—

tes de g(x).
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Supongamos que I < A[xj. Sea P e Spec(A) y sea A el

r
g
anillo obtenido de A por "glueing" sobre P. Por [ 12, Satz

2.2]; 1A [x] = J®yA [x], para alglin A-médulo J de rango u-
A L

no. Como K es campo de fracciones de A, por [ 6, Corolario -
1

2, Pag. 120] + J puede ser considerado como un ideal de. A , es

decir . J C A ; por lo tanto
1A [x] = T®, A [x] ~ 3 A [x]; ver [4, Ejercicio 6, Pag. 36].
Por [ 6, Proposicibén 9, Pag. 116], tenemos gque:

IA'[x] = a JA'['x] ... (1)

para algGn o € K(x), K(x) = campo de fracciones de A[x‘] .

Ahora bien Io contiene elementos regulares de A.

a3+ 0 regular en A => a es una unidad en K => IK[x] = K[x] ¥y
usando (i) obtenemos que IK[x] = a JK[x] = K[x], asf o es

una unidad en K[x], luego a ¢ K.

Para todo ideal I de A[x], se tiene que CA(IA[x]) = I, lue-
go

1 L ! ..
ad = CA' (aJA [x]) = Cpr (IR [x]) = Cpo () . . . (ii)

Usando (i) vy (ii) obtenemos
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IA'[xj = aJA.[x] = Cp (D) A'[ij = Cpr (I) . .. (1id)

ACA =>1C¢C g-A[x], ademis

Cpi (g) C (g) C, (IA [x]) C C,.(gIA[x]) €Cylra [x]) =ra.

AI

[

De aqui C,. (g) Cyt (1) € rA , < a obtenido de A por -
"glueiﬁg" sobre P.

Luego Cpr (g)CA. (I) € NrA =r(NAA) = rA, usando Teorema 2.5
ya que A es seminormal. Luego CA(g) C_(I) € rAa. De aqui

-1 -1
Cp (D) C r Cplg) "A = rC,(9) < I,-

sea f(x) ¢ I ==> Coeficiente de f(x) ¢ I, => f(x) € IOA[x] =>
=>1I1¢ I Afx].

También INA =1I = I C I = IA[x] € I. Luego

I = IOA[x], por lo tanto ¢ es sobre, asi

¢ : Pic(A) —> Pic(A[x]) es un isomorfismo.

Z.3. ANILLOS GRADUADOS SEMINORMALES,

Definicién 2,12, Un anillo graduado, es un anillo R, junto -

con una familia (R_) , de sub grupos del grupo aditivo R, -
n>0
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= )
tales que R @ Ry RR. - R .y’ Para todo n,m > 0.

Del hecho de que RoRo < RO se deduce que RO es un subanillo

de R.

Ejemplos de Anillos Graduados.

i) é[x]=R@RxC+)Rx2@.

11) Rl_'x,y] =R & (Rx + Ry) @ (Rx2 +ny+Ry2)@- . .

iii) En general R[xl, X , xn] es un anillo graduado.

2I

Observaciones:

i) Los sub grupos (Rn) , son llamados los componentes ho-
n>0

mogéneos de R de grado n, y los elementos de Rn son -

llamados los elementos homogéneos de R de grado n.
1i) Obviamente cada elemento r € R, puede ser escrito de for-

[oo]
ma (nica como una suma z L donde cada r, es homogé
n=0

nea de grado n, y todas, excepto un nimero finito de las

r ~ son cero. Cada r, se llama la n-&sima componente

homogénea de r.

En [19], Traverso define a un anillo R; seminormal, si -
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R= {xe R: % € RP + J(ﬁpl, para todo P € Spec(R) } ,

donde R es la clausura entera de R Y J(ﬁp) es el ra

dical de Jacobsan de ﬁp.

De aqui tenemos lo siguiente:

Lema 2.13. Sea R un anillo con clausura entera R. Las si-

guientes condiciones son equivalentes:

i) R es seminormal.

ii) Si xe R y x2, x> ¢ R, entonces x € R.

Prueba. R seminormal => R = ER => R es seminormal
= 2 3

en R =>Xx ¢ R y X , X € R, entonces x € R. Ver Lema 1.5

y Teorema 1.11.

Sea R = R, @ Ry @ . . . . Un dominio entero graduado y -
sea S el conjunto multiplicativamente cerrado de R, de los e

lementos homogéneos no cero de R; entonces S-lR = (:) (S_lR)n,
ne 2

es un dominio entero graduado con;

(S-'lR)n ={% : b =I= 0, a homogéneo con grad(a)-grad(b) = n}, ver [6, -

Proposicién 21, Pag. 72].
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R= {xeR: % € R, + J(ﬁP), para todo P € Spec(R) } ,

donde R es la clausura entera de R y J(ﬁP) es el ra

dical de Jacobson de Tip

De aqui tenemos lo siguiente:

Lema 2.13. Sea R un anillo con clausura entera R. Las si-

guientes condiciones son equivalentes:

i) R es seminormal.

ii) Si x e R y x2, x3 € R, entonces x £ R.

Prueba. R seminormal => R = ER => R es seminormal
= = 2 3

en R=>x¢ R y x , x> ¢ R, entonces x € R, Ver Lema 1.5

y Teorema 1.11.

Sea R = R, ) R, @ . . . . Un dominio entero graduado y -
sea S el conjunto multiplicativamente cerrado de R, de los e

lementos homogé&neos no cero de R; entonces S-lR = @ (S-J‘R)n,
nez

es un dominio entero graduado con;

(S—lR)l_1 ={% : b #0, a homogéneo con grad(a)—grad(b) = n}, ver [6, -

Proposicién 21, Pag. 72].
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También la clausura entera R de R es un subanillo graduado

R = R O] ﬁl ®. .., de S-lR, donde I_{i es la clausura en

tera de R, )J’i, ver [ 6, Pag. 322, Proposicién 21].

Lema 2.14. Sea R = R ® Ry ® ... , un dominio entero -

graduado. Si R es seminormal, entonces Ro es seminqrmal.

. ) = 2 3
DEMOSTRACION. Sea L Ro' con r_, ro e RO.
2 3 R => r2, 3 R, con r R. C R i al

por Lema 2.13 se tiene que r e R, de aqui grado(ro) = 0.

Luego r, e Ro'

Lo reciproco del Lema 2.14 no se sigue. Considerese R==K[x2,x3],

K cuerpo.

Se tiene que R =K (@ K[xz:] @ K[x3] @. .., con grado(x) =1

Yy Ry = K seminormal. Sin embargo R no es seminormal.

TEOREMA 2.15. Sea R = R ® Ry ® . . ., un dominio entero

graduado, con clausura entera R =R @ R, . ...

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) R es seminormal.
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(2) Para cada elemento homogéneo x € R, si x2, x3 € R, en—

tonces Xx ¢ R.

DEMOSTRACION. (1) => (2) se sigue inmediatamente de Lema 2.13.

(2) => (1) Asumamos que R no es seminormal, entonces existe

un r e R - R, con r2, - R; tal que: .

—

. ‘- 2 .
i) Si1 z ¢ R, con z, z3 € R y 2z tiene merros componentes

homogéneos diferentes de cero que r, entonces 2z ¢ R.

i1) Si z € R - R, con zz, z3 € R y z tiene igual nfmero de
componentes homogéneos que r, entonces la longitud de 1la
parte inicial de las componentes homogéneas diferentes de
cero de 2z, las cuales estédn en R, es menor o igual que
la longitud de la parte inicial de las componentes homo—

géneas diferentes de cero, de r, las cuales estén en R.

Sea r =r +r + . . . +x + ... 4+ r , con
my ) My M
r F 0, 1 <i<n. Supongamos que
i
r +r + ... +r eR y r_ ¢ R, es decir la
my 2 My-1 j

longitud de la parte inicial de r es j-1. Se tiene que

j > 1 ya que de hecho r_ € R.
‘ 1

Ahora bien;
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(2) Para cada elemento homogéneo x ¢ R, si xz, x> ¢ R, en—

tonces x ¢ R.

DEMOSTRACION. (1) ==> (2) se sigue inmediatamente de Lema 2.13.
(2) => (1) Asumamos que R no es seminormal, entonces existe
= 2 3 .

un re R-R, con r ', r~ ¢ R; tal que:
: o - 2 3 .
i) S51 2z e R, con z , z0 € R y 2z tiene merros componentes

homogéneos diferentes de cero que r, entonces z ¢ R.

ii) Si z e R - R, con 22, z3 € R y 2z tiene igual nfimero de
componentes homogéneos que r, entonces la longitud de 1la
parte inicial de las componentes homogéneas diferentes de
cero de 2z, las cuales estidn en R, es menor o igual que
la longitud de la parte inicial de las componentes homo-—

géneas diferentes de cero, de r, las cuales esté&n en R.

Sea r =r + r + . . .+ + . . . ¥+ Tr , con
my m My m,
r. FO0, 1< i< n. Supongamos que
i
r +r + .. . +x €ER vy r ¢ R, es decir la
m; m, my_q ;

longitud de la parte inicial de r es j-1. Se tiene que

j > 1 ya que de hecho r € R.
z m,

Ahora bien;
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r2 = r2 +...+2r r +.. .+ r2 e R. .. , (*)
| oy ™
r3 = r3 +...+3 r2 r, t...+ :3 e R, .. , (**).
1
™ Ty
Entonces
2 2

r" ¢ R = la (m1 + mj)—ésima componente de r”, esti en

R, es decir 2 r r e R.
: m, mj

r3 € R => la (2ml + mj)—ésima componente de r3, estd en

R, es decir 3 r2 r £ R.
m, mj

Multiplicando r, por 2 Lo obtenemos:
1

ee. +21r T.4... 421 r .

2 +2r r +
™ i ™ J B B
De aquif la longitud de la parte inicial de z =2 r_ r

que estd en R es > j.

Puesto que 22, z3 € R y z tiene igual nfmero de compo
nentes homogéneos que r, entonces por 1ii) =z ¢ R impli
ca que la longitud de la parte inicial de =z que estd en

R es < j; lo cual es una contradiccifén. Luego
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De manera similar multiplicando r por 3 r; , Obtenemos
1

que 3 r r. ¢ R.
1
Sea ahora x =r -r . X ¢ R yaque r ¢ R; pero
1
x2 = r2 -2rr_ + r; e R y )
™ 1
x3 = r3 -3 r2 r + 3 r r.. - r3 € R.

Ahora bien x e R, yaque re R vy r €R C R, adem&s
1

2 3 .
X, xXx €R y x=r - roos tiene menos componentes homo-
1

géneos diferentes de cero que r, entonces por condicibn

i) se debe tener que x ¢ R. Contradiccifn. Luego R

debe ser seminormal.

TEOREMA 2.16. Sea R = R ® Ry @ . . . , un dominio entero

graduado. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) R es seminormal.
(2) Ro es seminormal y ¢ : Pic(Ro) > Pic(R) es un iso-
morfismo.

DEMOSTRACION. (1) ==> (2) Por Lema 2.14 Ro es seminormal.
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La sequnda parte se sigue del Teorema 2.11 vy de un resultado

debido a Weibel; para una prueba ver [2, Lema Sﬁﬂ 6 [1, Pro

posicién 6.1].

(2) => (1) Por Teorema 2.15 necesitamos probar solamente que
para cada elemento homogéneo r € R, si rz, r3 € R, entonces

r ¢ R. )

Si grad(r) = 0, entonces r est8 en el cuerpo cociente de Ro

y por ser R, seminormal se tiene que r e R,. De aquf r € R.

Por lo tanto podemos asumir'que grad(r) > 0. Si r ¢ R, proce

diendo de manera similar que en la prueba del Teorema 2.9, obte

nemos que existe un ideal fraccionario invertible de R que no

es isombrfico a un ideal invertible extendido de Ro’ es decir

¢ no es sobre. Con lo que el teorema gqueda demostrado.
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