JESUS RIVERO
NSYSTEMES FORTEMENT HYPERBOLIQUES A
CARACTERISTIQUES ‘DE MULTIPLICITE VARIABLE"



NOTAS DE MATEMATICA
N1

"SYSTEMES FORTEMENT HYPERBOLIQUES A
CARACTERISTIQUES DE MULTIPLICITE VARIABLE”

POR

JESUS RIVERO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

FACULTAD DE CIENCIAS
UNIVERSIDAD DE LOS ANDES

MERIDA - VENEZUELA
1975



Je remercie vivement Monsieur Vaillant de son aide
essentielle pour la réalisation de ce travail, ainsi que pour
toutes les attentions qu'il a eu 3 mon égard pendant mon séjour

d'études en France.

Je remercie Monsieur Pouzet et Monsieur Rogalski d'avoir

accepté de faire partie du jury.

Je remercie Mademoiselle Carmen |. Ochoa Torres qui a
dactylographié& ce travail ainsi que tous ceux qui ont participé

o - . .
a sa réalisation.



INTIODUCTION

Dans ce travail nous étudierons des systemes foriement hyﬁerboliques
3 coefficients constants avec des caractéristiques dont ia multiplicité varie.
Nous déterminerons les éguations de propagation des coefficients des séries
formelles oscillatoires & phase singuli®re correspondant & des systémes fortement

hyperboliques avec un point multiple sur le cOBne ~3rmal caractéristique.

Le cas d'un point double avait été traité par LUDWIG et GRANOFF [IS]
pour un systéme du premier ordre a quatre variables avec des hypothEses surabon-
dantes. Dans [13} VAILLANT utilise seulement des hypotheses d'hyperbolicité et
consideére des systémes d'un ordre quelconque. Nous généralisons ici au cas d'un

point de multiplicité quelconque.

Les équations de propagation ne sont plus, comme dans le cas des
-~ v . = . « e,
systémes fortement hyperkciiques & multiplicité localemcnt constante, des -
équations différentieile: ordinaires mais des systémes d'iquations aux dérivées

particlles de premier ordre qui sont aussi fortement hyperboliques.

Enfin nous donnons une généralisation du théoréme de la localisat @on
de ATIYAT, BOTT et GARDING D] aux cas des systémes. Cette généralisation est
1iGe aux calculs des termes du diZveloppement asymp*otique.

Cette thése a été résumée sous foirme d'une note aux Comptes Rendus

de 1'Académie des Sciences [Ih].



HYPERBOLICITE FORTE

a) Généralités.- .

"‘Soit P(E) un polyndme complexe de degré t & coefficients constants

dans les variables £ , £., ... , & . Nous dénoterons par P(D) 1'opérateur dif
o 1 n -

férentiel associé. Le polyn8me homogéne formé par les termes de degré t de

P(§), c'est-8-dire, sa partie principale, sera dénoté par Pt(E).

n+l

Soit N ¢ R Les trois conditions suivantes sont équivalentes:

1) P.(E) #0 et il existe T € R tel que P(E+iTtN) # 0 pour

n+1

£ € R et |t| >1,.

2) 11 existe une distribution & support dans un cSne K ayant son

sommet & 1'origine avec K - {0} {x : <x,N>> 0} et tel que
P(D) E = &

ol & est la mesure de Dirac.

3) Le probl@me de Cauchy 3 données sur H = {<x,N> = 0} est bien

posé dans €~ pour P(D).

Définitfon.- Un opérateur qui satisfait une de ces trois conditions

est un opératcur hyperbolique par rapport 3 N.

Exemples.- Les polyndmes hyperboliques de degré zéro sont les -

constantes non nulles.



Un polyndme bo go + ...+ bn En est hyperbolique par rapport a N

si et seulement si <b,N> # 0.

2

Le polyndme quadratique P(§) = £, " by Ef SEERE Ei . est

hyperbolique par rapport 3 N= (1, 90,...,0) si et seulement si bl""bn > 0.
Dans le cas des polyndmes homogénes la condition d'hyperbolicité se

simplifie: un polynBme homogénec P est hyperbolique par rapport 3 N si et

seulement si 1'équation P(&+TtN) = 0 n'a que des racines réelles, pour tout -

réel £ ¢ Rn+].

La partie principale d'un poiyn8me hyperbolique est hyperbolique.

La réciproque de cette proposition n'est pas vraie.
Les deux conditions suivantes sont suffisantes pour 1'hyperbolicité:

1) (Hormander). Pour que F soit hyperbolique, il suffit que P
soit hyperbolique et que P < P, (P plus faible que Pt)’ c'est-3-dire,

v
PiE)] < ¢ lp (&) ], VEe R™

oy
ol rie)2 = 3 Pl (g2
la]|>0

2) (Garding). Pour que P soit hyperbolique, il suffit que P soit
hyperbolique et que les zéros en o de P(o(tN+ig)) tendent vers zéro unifor-

mément par rapport 3 & quand T tend vers 1'infini.

Svensson démontre dans [3] que la deuxieme condition est nécessaire

et qu'elle est &quivalente a la premigdre.



Définition.- Un cBne normal caractéristique est défini par Pt(E) = 0.

Si £ # 0 est un élément de ce cdne, £ est un covecteur caractéristique.

o, (£)
£ est simplement caractéristique si L |——— | # 0.
j o,
J

Chacune des conditions suivantes est nécessaire et suffisante pour que
tout polynme P  ayant pour partiec principale Pt soit hyperbolique par
rapport 3 N

a) Pt est hyperbolique par rapport a N et les caractéristiques

réelles sont simples.

b) Pt(N) #0 et Pt(E+TN) a ses racines réelles et simples pour

tout & non proportionnel 3 N.

Définition.- Si une de ces conditions est satisfaite, P est dit

strictement hyperbolique.
. . A . - A
Soit maintenant (hB(E)) une matrice m x m formée de polynOmes de
degré t dans les variables Eo, E]} cen En. Nous dirions que 1'opérateur

(hg(D)) est hyperbolique par rapport 3 N, si et seulement si il a une solution
fondamentale 3 support dans un cbne K, ayant son sommet 3 l'origine et tel
que K - {0} C {<x,N> > 0}, c'est-3-dirc; s'il existe une matrice E = (Eg)

ol les Eg sont des distributions & support dans K, telle que (1)

A £ B -
hy(D) % E ar’é.

Soit (Hg) la matrice formée par les parties principales de degré t
de (hg). C'est une matricc dont le déterminant est homog&ne. Dans le suite

nous supposerons

(1) On emploie constamment le convention de sommation.



det(Hy(E)) # 0 (*)

condition que nous notarons (*). On appelle cette matrice la matrice caracté-

[y

ristique de (hé(a)).
Définition.- Nous disons que (hg(i)) est fortement hyperbolique si

pour tout opérateur RQ(D) formé d'Z1éments de degré inférieur 3 t; 1'opérateur

A

(hé + Rg) (D) est hyperbolique.

L'hyperbolicité forte de (hg(g)) équivaut 3 1'hyperbolicité forte
A
de  (Hy(8)).
Dans la suite nous parlerons indifféremment d'opérateur (hg(D))

fortement hyperbolique ou de matrice (hg(g)) fortement hyperbolique.

On voit que la notion d'hyperbolicité forte pour les systémes -

correspond 3 celle d'hyperbolicité stricte dans le cas d'une seule é&quation.
Pour qu'une matrice (hé(&)) soit hyperbolique, il faut et il suffit
que det(hg(i)) = h(§) soit hyperbolique. Par contre, il n'est pas nécessaire

pour que (hS(E)) soit fortement hyperbolique, que det(hg(g)) soit strictement

hyperbolique. |1 existe des systémes fortement hyperboliques 3 caractéristiques

multiples.



Des conditions nécessaires et suffisantes d'hyperbolicité forte ont

d'abord été données par Kasahara et Yamaguti Eﬂ pour des systémes du type

n, s o o
() T u et = 2 1 a2 (2" ()
ot j=1 laj<n, ' 3t d x i
n; n

e <n
o

1 n . .

x=(x, ..., x), 1<j<mn, >o0,VYi.

i
Svensson [9] a donné des conditions suffisantes et des conditions
nécessaires d'hyperbolicité fortec pour des systEmes avec les ordres de Volevic.
Cependant, comme nous travaillerons avec des matrices qui vérifient la condition
(*) p. 4, les conditions de Svensson deviennent des conditions nécessaires et

suffisantes.

(Svensson). On considére la matrice caractéristique (H:(E)) de 1a

matrice (hg(E)).

Pour que (hg(i)) soit fortement hyperboliquc par rapport a N € g

il faut et il suffit que

()™ (E+in) = cA(®)

1

. + . . ~
existe pour § € R" et qu'il existe C tel que

lcA@) ] < casleh'

Dans [Ii] Vaillant utilise les conditions de Kasahara et VYamaguti

et donne des conditions C!, C|| suffisantes et des conditions Cl, C",

nécessaires d'hyperbolicitd forte pour les systémes qui vérifient la condition

(*) p. 4.



Les conditions (C) expriment que:

C| : chaque forme réduite de la matrice caractéristique, considéré

comme matrice d'éléments de 1'anneau localisé de 1'anneau de polypbmes par
rapport § chaque idéal premicr défini par un facteur irréductible du déterminant
caractériétique, ne contient comme facteur invariant, que 1'anneau lui-méme

ou 1'idéal maximal de 1'anneau localisé.

CII: le radical de 1'idéal caractéristique est engendré par un -

polyn8me strictement hyperbolique.

c le radical de 1'iddal caractéristique est engendrd par un -~

polyn6me hyperbolique.

b) Localisation algébrique [11].-

Soit R[ﬁ&] 1'anneau de polynomes des variables 20'2?""’2n sur R.

Cet anneau de polynfBmes cst factoriel. Donc det(Hg) = H se décompose de fagon

unique, 3 un facteur constant différent de zéro pr&s, en un poruit de facteurs

irréductibles de R[l&] .

Nous supposerons que
H= ()Y .

oli Vv est un entier appelé multiplicité de H.



On considére 1'anneau localisé de R[&&] par rapport a 1'idéal premier

défini par H', cet anneau sera noté ¢' : les &léments de ¢ sont les fractions

du corps de fractions de R[&a] qui sont telles que leur dénominateur n'appartienne
Q .

pas 3 1'idéal défini par H'. Si 61- est un &lément non nul de ¢ on décompose
2
son numérateur en produit d'éléments irréductibles; soit v(-il ) 1 'exposant de
2
¢
H' dans cette décomposition; on appcllera la valuation de g ona évidemment:
2
¢
v ) 2o
2

L'anneau ¢ est un anneau de valuation discréte, ses idéaux sont de

la forme o(H')X od ¥ est un enticr positif: ¢ est donc un anneau principal.

Comme ¢ est principal la matrice (HA), considéréec comme matrice -

3

d'éléments de ¢ est équivalente 3 une matrice diagonale de la forme
Y

(H")

q

(H') 2

() M

avec q __>_q2_>_... 3qm > 0.

Les &léments de 1a diagonale définissent les facteurs invariants de

la matrice.



Supposons que (HQ) vérifie 1a condition C, de [121. Nous avons
donc:
- -
H'
H! 0
A )
(Hg) H
1
1
0
'

dans 1'anneau ¢. Donc H' a la multiplicité v = k.

Soit ¥, = ®/H', le quotient de 1'anneau ¢ par 1'idéal H), -

quotient qui est un corps. (HA

B) définit canoniquement unc matrice d'éléments

de ¥ys qui est équivalente 3 la matrice:

¢



ad e

(H:) définit ainsi un endomorphisme de (Wl)m; son noyau est de dimension k

n n n, V]
et 1'on désignera par (dl’ d2""’dD""’dk) une base de ce noyau. On choisira
v m
des représentants des vecteurs dD dans ¢ . 1ls forment la famille
dl’ d2, s dD’ R dk et seront tels que
A B _ .
Hg dy = 0 (mod H')

ou bien tels que

Les &léments o, appartiecnnent 5 o"; 12 famille (dD,) autrement

dit est définie & la transformation suivante prés:



1

B
D'

D B B
e —— 1
d AD' dD + U, H

m

ol la matrice (AD est inversilile dans & et Mps appartient 3 & .

D')

De m&me, on pourra considérer des familles (gF) tels que

0 (mod H')

9p

ou bien tels que:

=
1

. F
9, Hg =H' Pp

Nous allons construire des familles (GD), (YF) de vecteurs particuliers
(dD), (gF), respectivement, de sorte que leurs composantes soient des polyndmes
homogénes en la obtenus & 1'aide des nineurs de (Hg).

Pour cela nous utiliserons des résultats de []E]. On convient de

DEF A B .C . A
noter AABC le cofacteur de HB HE HF dans le développement de (HB), ce
cofacteur correspond au mineur obtenu en rayant les Aleme’ BIéme et Cléme
lignes de (Hg), ainsi que les Dleme’ g'€M ot Fléme colonnes; on utilise

des notations analogues pour les cofacteurs ayant un plus grand nombre d'indices.

Convenons qu'un indice surbarré variede 1 3 k: 1 5_K'E_k et que

¢

A
un indice chapeauté varie de k +1 2 m: (k+1) < C <m. Posons alors:

=0 si B#D, §

5 E = p12...(0-1) € (D+1) ... k
D

L2 1

ot ot
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12

E B
Calculons HB GD
E B F FLuE F .
HB GB—H’-: 65+H? 65 (voir formules de [_IO], Dlj)
=0+ nHE Al2---(D-1) G (D+1)...k .
G 12, it roennaenns k
_ (g E+D ,12...(D-1) (D+1) k _aE o
= D77 ALTE) (B+1) k =2p H
Nous avons aussi:
He 68 =kt &8+ nS &8
B D B D B D
= o#nl Al2---(0-1) 6 (0+1) ...k _
G 12... . cieiiieeninenens k
Le fait que A‘Z"'(D-1) (D+1) ... k soit divisible par H!' résulte

12...(E-1) (E+1) ... k

de 1a conditions Cl.Ci,E cst défini par 1'Ggalité précédente. On a donc:
D
WY 6% =0 (mod H')
B D
On construit aussi une famille (yF)l F ek en posant
‘ Yf =0 si A#F, Yf = A, Yi _ A12....;....;..; ..... N
A F G 12...(F-1) G (F+1) ... k

On vérifie de la méme facon qu'avec les (§_) que
D

F - :
YA =0 (mod H')

A
HB



'y

Donc les (YF) jouent le méme rdle que les

D
matrice transposée dec la matrice caractéristique.

On aura besoin d'Ztudier la matrice d'é&l3ments

Fwd 2o yE=n agl
Y Hy S5=H&§ vg=H AQj,

ou plus précis@ment la divisibilité par H' du déterminant de 1a

k x k d'élément général

ol v

D A nin F

iy = 403
Sn = det(AElf) = Ak det(@lf)
D D

Or il résulte de 1'identitd suivante [16] p. 1i5 :

oAkt . dat(Aiz...(?-l) \?+1) ce Ky
12...(C-1) (C+1) ... k
que ‘ det(Glg) = H'! Ak-I

Le déterminant de la matrice

B D A
R

n'est donc pas divisible par H'.

13

(8_) relativement 3

matrice
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Avec des familles (gF) et (d_) , on est conduit a é&tudier Ila

D
matrice des
- . - -
gF HA d” = H' Gé gF = H' pF d?
A 8 D D A B D

ou plus précisément la valuation du déterminant de la matrice k x k d'élément

général

[ ] My

o >

> Mt

li

©

(oo o1

Ot w
13

Le fait que Vv(f{, >0 ou v(H) = 0 est indépendant du choix de la

famille (d_) & une transformation prés, de méme que pour les (gF); cela -

D
résulte de la définition de Hf Les r@sultats obtenus avec la famille (6_) et
D D
la famille (YF) montrent donc que V(H) = 0.
Supposons maintenant que (Hg) vérifie aussi 13 condition C|| de

Vaillant.

Si p= (poypi), est une racine simple de H‘(Ro,pi) p, n'est

pas racine de H"(lo,pi), p, cst donc racine multiple de multiplicité k de

]

H(lo,pi) det(Hg(lo,pi)) =0

]

k
On a donc H (20 po) (...)

Ta deuxidme parenthése n'est pas divisible par Eo - P,

Dans le localisé de R[&D] par rapport 3 1'idéal défini par (Zo-po)
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-p )X T
(!Lo Py)
k' <k
1 LY
A
HB(Qb’pi) v 1 .
1
et par suite, dans R
0
0 k' <k
INORY 0
1
1
1

11 existe donc au moins un mineur d'ordre m-k, soit A:g"'t = A

tel que A(po,pi) # 0. Compte tenu de C, onaen fait dans R:
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Hg(p) v 1

b, -l

et les (8_) constituent une base de noyau de Hg(p).
D

Les théormes suivants se trouvent dans [12] :

Théoréme 1.- Les conditions C| et CII sont des conditions

nécessaires et suffisantes d'hyperbolicité forte pour des systémes & coefficients

constants avec des caractéristiques 3 multiplicité localement constante.

Théordme 2.- Les conditions C| et CII sont des conditions

suffisantes d'hyperbolicité au sens de Leray-Ohya [7] pour des systémes 3

coefficients variables.

c) Localisation au sens de Atiyah, Bott et Garding et solutions fondamentales

d'une &quation [l].—

Définition.- Soit P(£) wun polynSme de degré m > 0. Considérons le

n+1

développement en puissances croissantes de t de th(t-1£+c).c € R On

obtient:
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™ (¢ Terp) = tPp (0) + o(tP*1) (1)

ou PE(c) est le premier coefficient non identiquement nul en . On appelle
multiplicité de P relative 3 & le nombre p = mE(P) et localijsé.de P en

£ le polyn8me PE(C).

Si P = Po + P] + ..., + Pm est une décomposition de P en parties

homog&nes, Pk(Ag) = AkPk (), donc (1) s'éecrit aussi:

£ " e (E+tD) = tPP (2) + o(tP*!)

k>0

En particulier, si P est homogéne nous avons:
P(grer) = PP (2) + 0(cP™)
Soient P et Q deux polynBmes non nuls. Donc on vérifie facilement
P.Q) = m_(P) +
mE( Q) mg( ) mg(Q)
(PQzE(c) = PE(C) Q (%).

La notion de localisé s'&tend aussi aux fonctions rationnelles

f = Q/P, non nulles

tmf(t-]§+§) = tpfg(;) + o(tP*)

lci le membre droit est une série formelle de puissances en t avec

des coefficients qui sont des fonctions rationnelles de . Le localisé f

3



18

est le premier coefficient non nul, m = m(f) = m(Q) - m(P) c'est le degré

de f et p= mg(f) est la multiplicité de f relative & E&.

On a

-
i
o |m,o

(]

et mg(f) = mg(Q) - mg(P).

Exemples.- Soit Pm la partie principale de P. Si § =0 donc :

" (¢ T err) = () + o(t™))

et lc localisé de P cen 0 est 8&gal & P(E). Soit maintenant £ # 0 et

Pm(E) # 0, donc :

th(t_IE+C) Ztm’kPk (g+tT)

e (€) + o(t™")
et Pg(c) =P (z).
Si Pm(g) =0 mais grad Pm(E) # 0, donc :

» PE(C) = grad Pm(g). ¢ + const

c'est-3-dire, un polyn8me dc degré 1.

Si P est homog&ne, donc Pg(;) = 0 définit le cbne tangent K€

de K : P(g) =0 en E.



19

La proposition suivante montre que la localisation préserve 1'hyper-

bolicité.

Proposition [l].- Soit P hyperbolique par rapport 3 N et soit

£ e R™. ponc
i) m.(P) =m_(P)
) £ ) E( n
if) p est la partie principale de P,.
m 4
4
iii) PE et P sont hyperboliques par rapport & N.

Nous allons énoncer des théordmes qui lient les solutions fondamentales

des opérateurs hyperboliques ct de scs localisés.

Soit P(D) wun opérateur hyperbolique par rapport 3 N = (1,0,...,0) et

1

Pm sa partie principale. On dénote par ['(P,N) 1'cnsemble des £ € R tels

que le polynSme Pm(£+TN) a sculcment des zéros négatifs T.

On démontre que T'(P,N) est un cbne convexe et que P est hyperbo-
lique par rapport 3 tout 8 € T(P,N). De plus, la solution fondamentale E de

P ayant son support dans le demi-cspace H

?

H={x; <x,N> > 0}

a son support contenu dans

r" (P,N) = {x ; <x,8> >0, 8 ¢ T(P,N)}

qui est lc cbne dual de T(P,N).
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Cette solution s'axprime de 12 forme suivante

v
- .y -1 . ©
(£.9) = em [ pgrim ! FoErinigg, g ¢ (@)
J L
oi ne-sN- T(P,N) avec s suffisamment grand.
Soit PE le localisé de P au pocint &. On sait par la proposition
que PE est hyperbolique par rapport 3 N. MNous noterons par Eg la solution

fondamentale correspondante.

Le théoréme suivant montre que Eg’ dans un certain sens, est la

localisée!" de E.

Théordme de la localisation 1.- [1] Soit P hyperbolique par rapport

3 N, degré P < t. Soit p = mE(P) la multiplicité de £ relative 8 P. Alors:

u"”)e-“"x"E E converge vers EE’ u € R, (3)
quand u tend vers 1'infini, dans le sens des distributions.
Pour £ # 0
support (EE) CZ support singulier (E)
Nous donnerons la démonstration de ce théor&me. Por cela nous -

utiliserons le lemme suivant.
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Lemme [l].- Soit P hyperbolique par rapport 3 N; p = mg(P) Ee Rn+I
et soit s tel que P(r+sN) # 0 pour |Ims] > s,» Donc, il existe des nombres

positifs C et M, que dépendent seulement de s et £ tels que, si T est

.

réel,

i) 0<uc<t, |ims| > s, implique |um-pP(u-IE+C+sN)| 2_C(|+|Cl)-M

if) um-pP(u-1£+;+sN) converge vers PE(C+SN) quand u tend vers zéro.

Démostration du théor8me.- Soit ¢ une nouvelle variable d'intégration

dans (2); nous avons :
(8 = @15 9 = ™ [ plugeein™ Feloein) ac
Donc W"PE,P = (20" J-[Pp-mP(uE+c+in)]-l Fg(z+in) dg (%)

Si on prend n= ~ sN avec s négatif et suffisamment grand, on voit

en utilisant le lemme que le membre droit de (3) converge vers :
-n Ly 1 . v
(2n) \jnPg(c+nn) Fg(grin) dz = (E;.q)

Ceci démontre (3). Maintenant soit V le complémentaire du support

singulier de E. Si g ¢ C:(V) et £ #0, 1'intégrale

J’um-p‘e-iux.ﬁ E(x) g(x) dx

converge vers zéro quand u tend vers 1'infini. Donc support (Eg) est contenu

dans le complémentaire de V.
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Remarque.- On voit tout de suite que

)

support singulier (E)?d support (EE
£#0

.

Si on applique ce théoréme de localisation aux dérivées de la solution

fondamentale, on obtient :

Théoréme de la localisation 1'.- |1] Soit E la solution fondamentale

correspondante & P, hyperbolique par rapport 3 N, soit Q un polynéme. Posons

F=10(D) E, FE = QE(D) EE

£ réel. Soit m(f) = m(Q) - m(P) le degré de f = P/Q et mg(f) = mE(Q)-mE(P)

la multiplicité de f relative 3 E. Donc

mg(f) - m(f)

u e-lux.g F

converge vers F u £ R

E,

quand u tend vers 1'infini, dans le sens des distributions. Si & # 0 donc :

support (FE) support singulier (F)

Soit maintenant (hQ(D)) un opérateur différentiel matriciel hyper-

4

bolique par rapport 3 HN. Si E est une solution fondamentale correspondante

d 1'opérateur (det hg) (D) = h(D), 1la matrice

( 2o ¢

-~

ot | i(E)) est la matrice de cofacteurs de (hg(g)), est une solution fonda-

mentale correspondante a |'opérateur (hg(D)).
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SERIES FORMELLES OSCILLATOIRES ET LOCALISATION
AU SENS ATIYAH. BOTT ET GARDING

.

Soit Y{(x) wune distribution tempérée, par exemple. F la transforma-

tion de Fourier dans S :

F(o) (2) =j T

Si nous appliquons la transformation de Fourier 3 1'expression :
- {W<E, x> iw< >
WX hip) (195X y(x)) w=1

C-iw < x,E>

On obtient Fie ho) /98 v(x)]l= h(z+Ew) (FY) (1)

qui résume la transformation de Fourier entre la série formelle

R o) B 0 e Ly 0 e

£ £,

o]

et 1a série

hig+ &) [<Fv€0> (& + (P ) @+ . +]

Maintenant si nous développons le facteur de FYE (z)
t

rtoh(g+ % )



en puissances croissantes de r :

rthigs £) = P hto) + ol

k+1)

nous obtenons le localisé hg(;) de h en E.

2k
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EQUATIONS DE PROPAGATION POUR DES CARACTERISTIQUES
A MULTIPLICITE COHSTANTE

"On considére un opérateur différentiel matriciel lindaire (hQ(x,D))

3 coefficients C ol chaque hé(x,D) est de degré < t. On &tudie le systéme

carré d'équations aux dérivées partielles homogénes correspondant

hg(x,0) y2(x) = o (1)

La matrice caractéristique (Hé(x,D)) est formé par des polyndmes

homogénes de degré t. On suppose que le déterminant de (Hg), H, n'est jamais

le polynbme nul dans 1'ouvert § ou l'on se placera.

En chaque point x, H se décompose en factcurs irré@ductibles:

Vv AV Vv
1 () ... W) °

On suppose que chaque HS est fonction C° de x et que chaque

multiplicité V. est constante sur .

En chaque point x, on considére 1'anneau localisé ¢s de 1'anneau des

polyn8mes 3 (n+1) variables (20,21, .es ,Zn) par rapport 3 1'idéal premier

défini par Hs' Pour chaque s, on a dans ¢s



26

" 9% (s)

() 2 (5)

(Hg) ~

- Im(s)
(Hs)ms

boms el

avec q(s) > q,(s) > ... >q (s).
Donc v = ql(s) + qz(s) + ...+ qm(s)
On suppose q1(s), qz(s), e qm(s) pour chaque s, constants sur £.

Supposons en tout point x de §, (hg) vérifie les conditions (C)

C| - Pour tout s, l'i s < O
- 1 T T
H(‘
v
S
A i
4
(Hg) ~ He
1 m

dans o .
s
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CI' - H1 H2 .o HS coe Ho est strictement hyperbolique par rapport

Définition.- On appellera onde oscillatoire formelle dans' un voisinage

de a, une série formelle ‘''oscillatolre'" de la forme :

. o Y2 (x)
YB(x) - e|uv¢(x) y t*

i=0  (iw)

w est réel, ¢ est 3 vaieurs réelles, indéfiniment différentiable, telle que

(grad ¢) (x) # 0 dans le voisinage, et vérifie 1'€quation caractéristique

Hs(x, grad ¢'(x)) = 0 et y2 est indéfiniment différentiable dans le voisinage

t+j

et telle qu'en reportant dans le systéme (1) 1la série formelle obtenue

- ' (x)
elw(X) (iw)t E:g (x) + l x + ...]

w

soit nulle, c'est-3-dire quc chacun des coefficients F?(x) soit nul dans

le voisinage considéré.

-

Supposons donc quc hg satisfait aux conditions (C) et étudions

une telle onde.

On trouve que Fg(x) =0 s'érit

HE(x, grad 6(x)) Y2(x) = 0 (2)

¢ étant solution de 1'équation caractéristique, on a

H(a, grad ¢{a)) = 0
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d'ol pour un certain s,

Hs(a, grad "¢(a)) =0

.

pour s #s', H_(a, grad ¢(a)) # 0, d'aprés les hypoth&ses. Dans un voisinage

convenabie, on vérifie donc
Hs(x, grad $(x)) = 0 et HS,(x, grad “¢{x)) # 0.

On en déduit que Ys est de la forme

B _
Yo(x) = U0(x) 63(x,p)
D
-~ t - - v 6 i o = B -
ou l'on a posé p = grad ¢, Ut est C; 1<0D f-vs’ §_ étant une base
D
A

du noyau de HB(x,p).

A - Il

F](x) =0 stéerlt

A 8 a A B *A B

HB(X.p) Yirt (x) + 37Hy(x,p) 3, Yt(x) + Hg"(x,p) Yt(x) o,

ot (H;A(x,p)) est la partic homogéne de degré t - 1 de (hg(x,p)), et

o 9 )
¢ = et 3. = 2o
3 & ax®

Multiplions par des vecteurs, analogues aux Gﬁ(x,p), notés y:(x,p)
D

et formant une base du noyau de l'application transposée de 1'application linaire

Hg(x,p); on obtient, en tenant compte de (2),



29

v 0up) 0 #p) 3y (1000 6200 ] + 27 Gup) 1R0,p) 6B0p) P00 = 0 (3
A B t D A B D t

yﬁ(x,p) 3% 1 (x,p) aa[ub(x) 6?(X.p)l= YE(x,p)aaHA(x,p) 3, Uﬁ(x) & '_B(x.p)
A B t D A B t D

+ ¥ () 3% 0xp) 3,8500,0) 1P(0)
A B D t

- %y 6B um] 3 uPx)
EA B D xp] “tx

-

m

Ea Uﬁ(x)

J A
- 1% ¥ 8D (x,p)
- B D . t

I>

_— L
-6 % ) e | o, 1Pix)
L A B D : t

Mais nous avons

VLT T G S TN
A B D D B D B A B B

D'od puisque Hs(p) = 0:
¥ ot 3, TRV L ol 3, uP°
A B t D D t
Posons N AN T T R T
A B D t A B D D t

ponc (3) devient : H E(x,p) Ba(x,) ) UD(x) + Mf(x,p) UD(x) =0,
D ot D t

3HS >0
ol Y (x,p) = p (x,p) (vectecur bicaractéristique).
a



30

On a donc encore

3 topa, 0000 + w0 Wk = 0

t F t
D . ® . . P Lot D
Ut est donc la solution € de cette équation aux dérivées partielles. Ut est
déterminée si on connait sa restriction sur x, = 0.
On détermine de méme tous les U5 . et les YB . par récurrence
t+) t+}

pourvu qu'on connaisse les restrictions des U2+jsur X, = 0.

Remarque.- Nous rappellerons brigvement 1'intégration de |'équation

aux dérivées partielles du premier ordre
Hs(x, grad ¢(x)) = 0

H étant supposé strictement hyperbolique en a par rapport 8 N= (1, 0, ...,0).

Soit Y(x') une fonction €~ & valeurs réelles définie dans 1'intersection
d'un voisinage de a en X, = 0 telle que grad ¢(a) # 0. Posons

(grad w)i(a) = Pi(a); 1'équation en Qo ; Hs(a,Rb,pi(a)) = 0 a toutes ses
racines réelles et simples. Soit pg 1'une d'elles. Un résultat classique Eﬂ

indique qu'il existe un voisinage de a tel que dans ce voisinage, {1 existe
une solution et une seule ¢p e pour 1'équation proposée, satisfaisant aux
conditions initiales
¢°0,x") = wix'), (grad ¢ (2) = pPla).
11 en est de méme pour chaque racine de Hs(azo,pi(a)) =0 et plus

généralement pour chaque racine de



v

3

i A )
(H1 oo HO L. Ho) (a,%o,p (a)} =0

On obtient donc, localement T fonctions ¢p indéfiniment différentiables,

satisfaisant a 1'&quation

(Hy voe Hy oo HD (x, grad»¢p(x)) = 0,

talles que

8°(0,x") = ¥(x'), (grad o), (a) = p(a).



or

32

EQUATIONS DE PROPAGATIONS POUR DES CARACTERISTIQUES
A MULTIPLICITE VARIABLE

.

Soit (hg(D)) un opérateur différentiel matriciel 3 coefficients
complexes ol chaque hé(&) est un polyndme de degré < t dans les variables

Eyr Eyr vee o2& Soit Hg(g) la partie homog&ne de degré t de hg(E) et

o]

H;A(g) la partie homog2ne de degré t - 1 ; on note h(g) = det(hﬁ(&)) et
_ A B A . A
H(E) = det (Hg(E)) ; Q, est le cofacteur de hy(§) dans la matrice hg(£),

Az(E) est le cofacteur de Hé(&) dans la matrice (HQ(E)) et plus généralement

3,...8
AA:...AP(E) le cofacteur obtenu en rayant les lignes d'indices Aps eve s Ap et

les colonnes d'indices BI’ et s Bp.

On suppose que :

i) Hg(ﬁ) est fortement hyperbolique par rapport 8 N = (1,0,0,...,0).

ii) n # {0} est un point multiple d'ordre k de la variété

{€ | H(E) = o0}.

Comme H est homog8ne et hyperbolique on peut le prende 8 coefficients
réels.
Dans ces conditions, il existe alors au moins un mineur d'ordre m-k

. 12...k 12...k
soit A]Z...k tel que A12...k(n) # 0.
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Nous considérons le systéme

hg(D) yB = 0 (1)

et nous étudierons la série formelle oscillatoire

B o o 1W<N,x>f1B 1 B
y (x) =e ’ Enc()x)+-(5 YnI(x)+...]

La substitution de yB dans (1) donne :

iw<n, x> ] s
e [F no(x)+Fn](x)+...]

On trouve que FAn (x) 20 s'érit :
o

A (n) YBn (x) = 0.

. o]
o 4 A
donc Ha Y% = - Hé ¢ oon 1 <D <k, (k+#1) <B <m.
B “o D no
. 2. 12...kC iy .

Multiplions par A ~ et utilisons les formules suivantes de [lo]
12...kA
-~ N ~

AIZ...k GE - AlZ...kE Hé ,

12...k B 12...kA B

- ~ L} @
pl2...(0-1) € (0+1) ... k _ H§ Al2...kC
12...... e . 5 1z2...k8

On obtient en sommant :

L)

- e o =
al2-00k (€ a12...(D-1) C (D+1) ... Kin) vP

lz-..k no ]2...........-....-...‘( no



On a donc :

NV T O cee. k YDn 2)
"o AIZ.. k o
12... k
FA (x) =0 s'écrit :
M
A B . .a A B . *A B _
HB(n) Yn1+ ) HB(n) 3, Y, *Hg (n) Y, =0
o o}
Maintenant si nous remplacons la valeur de Yﬁ donnée par (2)
o
dans cette &quation nous avons :
Al2...(D-1) € (D+1) ..l k )
l’
Hg(n) Yﬁ + {3® Hﬁ. P2 i Ceeansan k (n) aa YD
1 c Al2. -k o
12...k
) 12...(D-1)c(D+1)...k i
+ 3 Hé(n) aa YD + H;A. 12, iieiinnnannes ..k (n) YD +
D Mo A12.. .k T
12...k
*A D
+ Hg(n) .
Soit en réunissant les termes en Yg
Al2...(0-1) 8 (D+1) ... k }
Hg(n) YB + aa HA- 12....... seases . . k (n) 3 YD
n a t
1 AIZ.. k
12...k
A12(D-1) B (D+1) ... k ;
*
S 120 eeiieneens.. .k m ¥P =0
t
A12. .k

A Alz...(ﬁ-l) c (D+1) ... k

34
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Si nous multiplions maintenant par des vecteurs (YF) définis de la

facon suivante :

Yf 2 al2e RERTITERY k ,Yf = al2e .k , N Al2e ceseeeeninak
C 1 (F-1)C(F+1) k F 12...k D (F I)D(F+l) ook
nous obtiendrons :
a,C D *C D
P P Y + Y =0
}}B(n) o " )Q - (n) n
(0]
) L Alz...(é-l) (D+1) ...k
ok N E(ﬂ) = (-0 12, .(C-1) (c+1)...k
D A2.. .k
12...k
1 (D-1)B(D+1)...k A 1200 i nnnnenns k
450 - M2 i, k Mp (M At T A(GH)
D 12...k
At2.. .k

Nous nous proposons de démontrer la forte hyperbolicité de ce systdme.

Pour cela nous aurons besoin d'exprimer les cofacteurs R ? des A E dans
C D
C : B A
dans (4_) en fonction des cofacteurs A~ des H .
D A

On a, utilisant les formules de [lQ]

z-: ('I)C+D AIZ...(?'i) (?+1),,.k A[-)

D L(C-1) (C+1)...k E

_ 120 i ieeeaneaans k D

= L Hy Aol TELF(E) AE

= % H Ig A12'°'ié°i§%iéi{i"'k A Hf AT2eeene, k AE
F,C C 1 (C-1)F(C+1)...k E

- H AIZ .k



Dol TA4_A

ol O
ms O

Dfautre part, nous avons par 06], p. 115 :

det(nD) = H¥7T pl2-. oK
E 12.. .k

Donc, en prenant les déterminants des matrices dans

det(@%) = —H
B 12.. .k
12.. .k
et )
B
gl. X
¢ 120k
M2.. .k

(3)

36

(3) on a

Si nous appliquons lc critére de Svensson a la matrice H:(E) nous

+
avons pour tout £ € R !

Ag(&i?\!)

< C(!+|£[)1-t , pour un certain
H(E+iN)

(piiwl]

Si nous substitunons AR 3 R

dans 1'inégalité ci-dessus, nous avons

aAl2ekpBin ey
12,..k_C

¢ O+’

in

H{( %-_+g+iN)

12...k B
e| Ci2.uBgtmererin
ou |r|

H{n+r (E+iN))

En développant par rapport 3 r et tenant compte que{B

(k-1) fois en N nous avons

c

et la variable £ a

(constant) .

n
F"'E’

<c et et

(g1 1]

r €

stannule

R,
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(o PR ¢ | -
Al2ecck QTVTTKREIB ) (£ win ). (6. +iN. )er Q(E,r)
12...k 0 4y -1 %1 n 1-t
< c(lrl|+|n+ED
cxl...cxn
) H(n) (ga +iN o )...(e:a +HiN )
1 1 k K1+ rR_(E,n)
K! n .

ol Q et Rn sont des polynBmes en £ , r.

Si nous faisons tendre r vers zéro, nous aurons :

12...k SRR RN
A (n) 9 (n) (5. +iN_ ) ... (& +iN )
12...k Be o oy S I 5 ) PSRRI R
Oy v e ety . ’ -
2 H(n) (ga1+.na1) (gakﬂnak)
Or
det(®gi(n) &)
D
1 Opee Oy c
= — 13 (det 3 )} (n) ¢ o &
k! qo] % %%
bt I %
P H(n) R 3
N n 50‘1 o
, 12...k
k Mz (n)

et le cofacteur de ﬁij c(n) 2 dans la matrice (Ba/Q c(n) £ )
D ¢ D o

‘l al...%_] 5
3 _( ) '-IE ']
B c " Eal % k-1

(k-1)!
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puisque

Gq oo e Oy

Q R -
(3 kggm) g) (3 B‘E_’w F

1 O

1 Ol.!...OLk E 6
= — 3 ( y ) () “oe
Ay Oy T &y oot

k! %K

- dot G*A M) £) T
D E

La matrice inverse de la matrice (a“lf(n) g,) prise pour (g+iN)
D
est donc bornée et par le crit®re de Svensson, elle est fortement hyperbolique.

Dans cette démonstration nous avons utilisé constamment le fait que

s Aj...A

Ag s'annule (k-1) fois en n et que les AB Bq s'annulent k-q fois
l'..q

en n, 1 <qg < k. Ces propriétés sont conséquences de la forte hyperbolicité

de la matrice (Hé(g)).

En effet, nous avons
_ k
H(E on;) = (€ =n )" H'(E)) avec H'(n ) # O

Donc, dans le localisé de }Uﬁo] par rapport 3 (Eo‘no)
q T
1

(€gn,)

A -
Hg (£ ;) v 1 -
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avec s < k. Supposons avoir s < k, c'est-d-dire que (Eo-no) apparaft dans

la matrice ci-dessus avec un exposant strictement supérieur 3 1. Donc dans R

nous aurons :

'

Hg(ﬂ) v 0

o

et la dimension du noyau de (Hg(n)) serait plus

la forte hyperbolicité de HS(E)).

Donc nous avons

-

%™

A
HB(Eo,nl.) v

petite que k, ce qui contredit




ho

dans le localisé de BIEO] par rapport 3 (Eo-no), ce qui implique que les

AI"'Aq

l...Bq\

mineurs AA(Eo,ni) sont divisibles par (Eo-r}o)k_l et les A sont
B

divisibles par (Eo--no)k"q , 1<q<k.
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SYSTEME LOCALISE DU SYSTEME

A B
hB(D) y 0

Notons (qu g) (x) et (E g) (x) des matrices distributions m x m

™
ayant leurs supports dans un cbne fermé K de sommet {0} et tel que

K- {0}C {x | x° > 0}.

On considere le systdme en (E B) et (E By
n, E nE
A B _
HB(n) En £° 0
o
A B o LA *A B A
HB(n) En1E + (3 HB(n) 3, *+ Hg (n) EnoE S IE ,

ol & est la distribution de Dirac et Ié la matrice unité.

Dans ces conditions nous allons démontrer la proposition suivante

Progosition.- 11 existe une distribution En 2 et une seule telle
o)

que ce systéme ait une solution. On a :

micol

i) E est la solution &lémentaire de 1'opérateur

o

G ) 3, + AT (1)
D

3 support dans le localisé de H en n.
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A 6 -
g B et E & s'expriment 3 1'aide de g8 par les formules
n E E -
0 o E
n 12...(D~1)B(D+1)...k )
£ 0w e < e, D
o AIZ.. k o} )
12...k
(2)
A2eieiieipnn k
B 12...(L-1)E(L+1).. .k B
Ea (n) E L
E AlZ...k (o]
12...k
ii) £ D= (dnB(D) E(h))
noE E n
ol a%g‘ est le coefficient de "' dans le développement de rmt'tClg(g + 2-»
hn le localisé de h en n et E(hn) sa solution &lémentaire "hyperbolique'
Démonstration.- Définissons (En 2) telle que :
o)
g C C D c
L o, +A ) £ =61 (3)
D D o} E

avec support de E contenu dans le support du localisé de H en n: et

mIcn

LS

™
m $co

définis par les formules (2).

Ces deux formules sont compatibles, En effet

Pour la premiére formule nous avons
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c D
En E = 12 ® ® 8 06 00 000 8 0 0 ok (n) En /E\
(o} AIZ.. k )
12...k
A2 (D-1)EMD+) .t ko p120iiiiiimzinnnink .
S VP k 12... (E-V)E(E+1) ...k ¢ D
RER RERN L
12...k 12...k
AT2eeneseeiaeennn, K N
e 2. (-DEQH) .k o €
A2k oL
12...k
. c
= g 2 de la deuxiéme formule.
n,E
e veee 3
On a ainsi défini (E_ 7)
n,E

Soit d'autre part le systéme :

A 'B
HB(n) EoE

A B . . A ! *A 'B_ . 1A
Ho(n) Ejc+ 37 Hy(n)d E . + H (M) E[=38 IE .

] ]
E et EI avec leurs supports contenus dans un cdne K tel que

K - {O}C {x | x° > 0}. On obtient comme dans [IO] que ce systdme équivaut

au sulvant :



/ﬂ A AIZ...(B-I)E(5+I)...k

] ]
N k ) E D
fo) ok
Al2. .k
12...k
- _ ) \
W a12e- (B-1)B(D+) .. .k \
]
Hg(n).Elg + aa 12, ettt iinnnenns K (n)
. Al2.. ok
12.. .k
AlZ...(ﬁ-l)B(ﬁ+l)...k
]
) Hg( ) o 12 iieeeennnennns k m |3, € D
ok
Al2. .k
12...k
Al2. .(D-1)B(D+1)...k _ _

*A 12t et e eeeannnn. k "D _ o ¢A
+ Hy(n) 7. ..k () e =61¢

AlZeeeisinnn, [T k
lZ...(C-l)A(C+l)...k (n)
12...k
A2 .k
et sommant.
On obtient
) ) ) Alz....;..szi;..i...k
afC % ‘D 12...(C-1)E(C+1).. .k
(*AS () o, + AEm) e D= 8 e (
A2.. .k
SI E=E (lfﬁfﬁ) on a donc :
c xC D C
(A o +A"Em) e2=6 18 )

n)

LY
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]
Donc la distribution E D E

okt no

micol

est une solution de (3) avec son

support dans le demi-espace {x° > 0} qui a son bord non caractéristique.

Donc par le corollaire 65.3.1. de {E], elle est 1a solution nulle. et
ID__ §
EE = EﬂoE (5)

A A
Si E =E (k<E<m) on a

12........ PO .. k
) C % 'D A C- c
(A 3, + A e R = ¢ 22 (ENEE.ce K
D D ot AlZ...k
12...k

Mais d'autre part

Al2eceeae i anaiiii, k N .
12, .. (L-1)E(L+1) ...k (n) E ? -g D
12...k n L nE

M2.. .k ° ©

vérifie, compte tenu de (4) et (5), la méme équation. Par différence et -

compte tenu des supports, on a donc :

= -
EQ=¢ 2
ot no E
, 'B _ B
Finalement, EoE = EnoE

ii) De 1'identité

IR (AN R I SR
t
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On déduit

8 h (€) + o)) = [y + r (3% HO(M) &, + HTR()) + 0(cD)]

.

(e < +@ 20 v o(rk]

dod: [ HE(M Q E(E) = 0
[4
| g () Qgle) + 3% W) €, + W) Q28 = h (8 I¢
bonc: [ HE(n) Qng(o) E(h ) = 0

<
Hg(m) €2 20 Eh) + [3% HE(m) 3, + H (M]Q (o) E(h ) = 6 I

\

et on a bien E”og =QﬁE(D) E(hn).

On déduit comme dans le théoréme de la localisation 1' p. 21,

support de (En 2)(:: support singulier de E(hg)
o

ol E(hg) est la solution &lémentaire de (hg(D)).

11 convient donc de considérer 1'opérateur (1) comme un opérateur

localisé en n; réduit de 1'opérateur initial (hg(D)).
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CAS PARTICULIER « =2 [13].

.

Dans ce paragraphe nous appliquerons les résultats de dans le

cas ol ‘n est un point double de la variété {H}, c'est-3-dire,

3> H
H(n) = 0, SE (n) = 0, pour tout o

et 208 H(n)quB = Kn(g) n'est pas identiquement nul.

Dans ces conditions les coefficients de 1a série formelle oscillatoire

B
. o Y. . (x)
j=0  (iw)?

sont déterminés par des syst@mes d'&quations aux dérivées partielles de premier

ordre 3 deux inconnues dont la matrice caractéristique est

o AS(n) £ - 3B ay(ne,
= H (&)

-3 Af(n) £, 3¢ A:(n)g

qui, comme nous 1l'avons démontré, est fortement hyperbolique.

Nous analyserons dans ce qui suit la fagon dont se réalise la

propagation.
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Pour commencer on voit que les vecteurs

> Ag(n), - 3% A;(n), - Af(n) et * A:(n) ne sont pas linairement in

dépendants, car cela entratnerait 1'ultra-hyperbolicité du déterminant de la

.

matrice H(E).

On sait que

12
det  H(E) = 1K (E) AZ(n)
2 12
avec K (8) = *® H(n) £ &
On a toujours 3 cause de la hyperbolicité de Kn par rapport 3

N=(1, 0, ..., 0)
3°° H(n) # o
ct Kn(E) se décompose en carrés sous la forme

: °lum) £.\%2 A (£)
K, (&) = 3°° H(n) [(go + 1 _.____n_.__'_> S R
1 B00 H(n) aOO H(T])

La forme quadratique A(g.) = (2 2°" H(n) gi)z - a°°H(n)('Z.ain(n)Ei€j)
t tyJ

est donc positive de signaturc ++ ou + ou est identiquement nulle.

1°" cas: A a pour signature ++, c'est-3-dire k a pour signature
+, -, = . 1l ya trois directions de dérivations linéairement indépendantes

o
parmi * Az(n), - 3 A;(n), - % Af(n) et 3% A:(n), puisque la dimension du
noyau de Kn est (n-2) et égale d'apres 1'hyperbolicité forte 8 la dimension

du sous-espace orthogonal aux &4 vecteurs ci-dessus.
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La dimension 'réduite' de {Kn(E) = 0} est donc 3 et la propagation
a liey comme pour 1'équation d'onde 3 deux dimensions d'espace

2°™ cas: A a pour signature +, c'est-3-dire Kn a pour signature

+ - . On voit de méme qu'il y a deux directions de dérivation linéairement -

indépendantes. La dimension ''réduite' de {Kn(E) = 0} est 2 et la propagation

a licu comme pour 1'équation d'onde 3 une dimension d'espace.

cas: A = 0 Kn est un carré; les 4 vecteurs ont la méme

direction. |1 y a propagation lc long d'unc droite ‘'bicaractéristique'. Ce cas

contient le cas ol la multiplicité est localement constante au voisinage de 1.

Donc les coefficients de la série formelle cscillatoire son déterminés
par des systémes fortement hyperboliques § des fonctions inconnues dans un espace

de dimension au plus 3.



(1]
(2]
(3]

(4]
(5]

[ 8]
[7]

(8]

[ 9]
[10)

[

[12]

50

BIBLICGRAPHIE

ATIYAH, BOTT et GARDING
Mme Y. CHOQUET-BRUHAT

HADAMARD

HORMARDER

KASAHARA et YAMAGUTI

LERAY

LERAY et OHYA

LUDWIG

SVENSSON

VAILLANT
VAILLANT

VAILLANT

Acta Mathematica
t. 124, 1970 p. 109-189.

J. Math. Pures et Appl.
t. 43, 1969, p. 117-158.

Lecons sur la propagation des ondes
et les &équations de 1'hydrodynamique
1903, Hermann, Paris.

Linear partial differential operators
Springer-Verlag.

Memoirs of the College of Science
Université de Kyoto, séries A,
vol. XXX l1l, Mathematica, n° 1, 1960,

Accad. Nazionale dei Lincei,
Roma, 1972.

Systémes linéaircs, hyperboliques
non stricts,
Gauthier-Villars, Paris, 1964,

Conical refraction in crystal optics
and hydromagnetrics.

Comnm. Purc and Appl. Math. 14 (1961),
115-124.

Arkiv Math. 8, 17, 1970, p. 145-162.

Annales de Inst. Fourier,
Grenoble, 15, 2, 1961, p. 225-31t,

J. Math. Pures et Appl.
t. 47, 1968, p. 1-40.

J. Math. Pures et Appl.
t. 50, 1971, p. 25-51,



[14]

[15]

[1¢]

VAILLANT

RIVERO - VAILLANT

LUDWIG et GRANOFF

BOURBAKI

51

Solutions asymptotiques d'un systéme

3 caractéristiques de multiplicité varia-
bles.

C. R. Acad. Sc. Paris, t. 261, série A,
1973, p. 192-194. A paraftre au J. Math.
Pures et Appl.

C. R. Acad. Sc. Paris, .
t. 277, p. 951-953.

J. of Mathematical
Analysis and Applications,
21, 1968, p. 556-574.

Algébre multilinéaire,
Hermann, Paris, 1958.



