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INTRODUCCION

Imaginemos a alguien en el siglo XV, pudiera ser Galileo, intentando descifrar las leyes
que rigen el movimiento de los cuerpos cerca de la superficie de la Tierra. Obedece a la
curiosidad de conocer. Disefia y hace experimentos, con péndulos y planos inclinados,
deja caer cuerpos. Observa, manipula a la realidad, o al menos a una parte de ella,
imagina situaciones ideales, simplifica, trata de desechar lo que luce accesorio. Mide
longitudes, distancias, intervalos de tiempo. Saca conclusiones en base a los datos. Usa el
poderoso lenguaje de las matemadticas para construir modelos del movimiento de los
cuerpos. Sospecha que de un modo lejano estd hurgando en las intimidades de la fabrica
del universo.

Imaginemos ahora a modernos tecnocientificos del siglo XXI hurgando en las
intimidades de la fabrica del universo. Miden la tasa a la que se alejan las galaxias y la
densidad de materia, hablan de la curvatura del espaciotiempo y de singularidades,
disefian experimentos para medir la temperatura y la anisotropia de la radiacion coésmica
de fondo o para detectar ondas gravitacionales. Imaginan situaciones ideales, miden,
observan, toman datos que analizan poderosas computadoras. Intentan conocer como se
formaron las galaxias y cudl es la fisica de los agujeros negros. Usan el poderoso lenguaje
de las matematicas para construir modelos (universos de papel) que simulen el
comportamiento del universo real, o de alguna de sus partes. Saben de un modo preciso
que estan obteniendo un conocimiento cabal del mundo fisico.

(Cual es el secreto vinculo entre ambas imaginaciones, qué sutil hilo las conecta? La
respuesta es definitiva: la gravitacion. La nocidén de gravedad y los intentos exitosos por
describirla, impregnan buena parte de la historia de la fisica e ilustran la estrategia de los
fisicos para abordar y resolver problemas. La permanente indagacion sobre su naturaleza
nos ha permitido conocer su vinculacion con el espacio y el tiempo y nos ha revelado la
manera profunda como esté relacionada con nuestra propia existencia.

Vale la pena dejarse atraer por un campo tan atractivo como el campo gravitacional,
sentir su fuerza, conocer su potencial y entrever lo mucho que tiene que ver con nosotros,
manteniéndonos a una conveniente distancia del sol, procurdndonos una atmosfera,
originando las galaxias donde se forman las estrellas donde se fraguan los elementos
quimicos de los que estamos hechos. En demasiados aspectos la gravitacion nos es
profundamente relevante.

El presente trabajo fue concebido para cubrir las horas de clases de la III Escuela
Venezolana de ensefnanza de la Fisica. Es una introducciéon elemental a algunos de estos
atractivos campos desde las perspectivas galileana, newtoniana y einsteniana. No hemos
desdefiado el uso de algunas herramientas matematicas sencillas, tan sélo asi podra el
lector advertir las capacidades de las diferentes descripciones de la gravedad. Hemos



querido incluir algunos ejercicios resueltos y otros propuestos e instamos al lector a
resolverlos como una manera de fijar mejor lo aprendido y lo aprehendido.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el capitulo 1 trataremos la
descripcion de la gravedad muy cerca de la superficie terrestre, histéricamente la primera
jamas realizada. En el capitulo siguiente detallaremos el paso monumental dado por
Newton al explicar con su ley de gravitacion, el funcionamiento del sistema solar, y
veremos entonces por qué cerca de la superficie de la Tierra las leyes del movimiento son
las que revisamos en el capitulo anterior. El capitulo 3 se ocupa de presentar los aspectos
mas universales de la gravitacion newtoniana. En el siguiente capitulo, aun inconcluso,
nos adentraremos en las razones que tuvo Einstein para proponer una nueva teoria de la
gravitacion y cudl es en lo esencial, el contenido de la relatividad general, cuéles son sus
éxitos y cudles sus limitaciones. Incluimos también un apéndice con algunos valores
numéricos de constantes y parametros.



CAPITULO 1
GRAVITACION EN LA SUPERFICIE DE LA TIERRA

La fisica enfoca a la realidad a muy diversas escalas (diversas escalas de longitud,
diversas escalas de tiempo, de masa...) A escala del sistema solar la Tierra puede
modelarse sin problemas por un punto. Si estamos interesados en su campo magnético o
en las mareas, esa no es la escala conveniente, sino la escala de varios miles de
kilémetros. Como sabemos, a esa escala la Tierra puede modelarse apropiadamente como
una esfera. Hay una escala de distancias en la cual la Tierra es plana, como pensaban los
antiguos (ciertamente no los griegos). En esa escala, la nocion de lo que es la direccion
vertical, es absoluta: mi direccion coincide con la de alglin otro observador alejado de mi,
y por eso a esa escala las lineas verticales son paralelas.

Es ésa la escala de distancias que nos interesa en este capitulo, de modo que las distancias
consideradas siempre seran pequeias comparadas con el radio de la Tierra (unos 6400
Km). Comencemos con un experimento imaginario o real si el lector estd dispuesto a
hacerlo.

Imaginemos que dejamos caer libremente diversos objetos. Pudiéramos lanzarlos con una
velocidad arbitraria, pero para simplificar, supongamos que so6lo los dejamos caer. Nos
interesa averiguar las leyes, si es que las hay, que gobiernan su trayectoria a medida que
cae. Un buen experimentador comenzaria despreciando la friccion con el aire, para lo que
nos interesa, el aire y sus efectos no son lo fundamental, sino un aspecto episddico y que
puede esconder lo esencial del fendémeno gravitacional. Ya se podra tomar en cuenta en
su debido momento. Este procedimiento es tipico de la fisica: imaginar situaciones
ideales (esferas perfectas, cuerdas inextensibles y sin masa, planos sin rozamiento,
particulas puntuales...), desechar lo periférico para quedarse con lo fundamental.
Naturalmente que distinguir entre lo fundamental y lo accesorio no siempre es evidente.
Muchas veces la huella de un buen fisico es precisamente lograr identificar y aislar lo
relevante.

Lo que queremos que el experimento nos revele es la posicion del cuerpo en cada
instante, de modo que disponemos una regla que mida distancias verticales y un reloj
cuyo cero es ajustado al momento de dejar caer el cuerpo. Galileo (1564 — 1642) realizd
este tipo de medidas usando planos inclinados que “‘enlentecieran” el movimiento. Los
resultados para un cuerpo que cae libremente los podemos presentar en forma de tabla:

t (seg.) | y(t) mts.
0 0
1 5
2 20
3 45
4 80
5 125




Este conjunto de datos experimentales, dice bastante acerca de la caida de un objeto, pero
tiene algunas limitaciones. Por ejemplo, si quisiéramos conocer la distancia que cae el
cuerpo digamos a los 2,5 seg. tendriamos que conformarnos con saber que esta entre los
20 y los 45 metros, o realizar mediciones cada medio segundo. Una manera de subsanar
esa limitacion es construir la curva que enlaza continuamente a los puntos
experimentales:

o] 1 2 3 4 t (seg)

20 4

45 -

80
y(mts) "

Figura 1. Distancia en funcion del tiempo

Es importante observar que esta curva no representa la trayectoria espacial que sigue el
cuerpo en su caida (que es una linea recta a lo largo del eje seleccionado como el eje y),
es mas bien la trayectoria en un grafico espaciotemporal cuyos ejes son el eje vertical Y
que representa distancias espaciales y el eje horizontal que representa instantes de
tiempo. El grafico muestra los diversos eventos que simbolizan la presencia del cuerpo en
un punto dado y en un instante dado. Los puntos (eventos) rojos son los detectados
observacionalmente, el resto de la curva la construimos por continuidad y simplicidad. Es
claro que la figura brinda mas informacion que la tabla, pero el fisico no se conforma con
esto sino que trata de obtener una funcidon matematica que represente a la curva
experimental. No es dificil convencerse de que la expresion

y(t)=5¢" (1

Es la formula buscada, ella condensa toda la informacion experimental y nos revela que
la distancia recorrida por el cuerpo en caida libre aumenta proporcional al cuadrado del
lapso transcurrido.

Supongamos que nos interesa conocer la velocidad. Como es obvio que la velocidad va
aumentando, lo que nos interesa es conocer qué velocidad tiene el cuerpo en cada
instante. Galileo pudo medir la velocidad y concluir que ella aumenta linealmente con el
tiempo. Con mas precision, como demostraremos en breve, la velocidad del cuerpo
cayendo libremente depende del tiempo de acuerdo con la relacion



v(t)=10¢ )

Asi, la velocidad transcurrido el primer segundo es de 10 mt/seg, al tercer seg es de 30, y
asi sucesivamente. Observemos que si el tiempo esta medido en segundos y la distancia
en metros, el factor 10 tiene unidades de mt/seg’.

Supongamos ahora que queremos conocer cuanto vale el cambio de velocidad como una
funcion del tiempo, es decir, la tasa o el ritmo al cual esta cambiando la velocidad. Esto
es exactamente lo que los fisicos llaman la aceleracion. Es sencillo demostrar que la
aceleracion cumple con

mt

seg

a(t) =10—"= 3)

y es por tanto constante y este resultado es muy importante para lo que sigue, pero
hagamos una breve digresion sobre la manera de obtener las férmulas (2) y (3) a partir de
la (1).

SECCION AVANZADA 1
DISTANCIA, VELOCIDAD Y ACELERACION CERCA DE LA TIERRA

Escribamos la ecuacion (1) de la forma
1,
H=—gt
Y=g

Es obvio de la comparacién con (1) que g vale 10 mt/seg’.
Como la velocidad del cuerpo va cambiando, si deseamos saber cudl es la velocidad en el
instante t debemos conocer la pequeiia distancia (que llamaremos Ay ) que recorre el

cuerpo entre los instantes t y t+ At, donde Ates un brevisimo lapso de tiempo y luego
dividir Ay entre el lapso At . El resultado, después de hacer que el infinitesimal At tienda
a cero, sera la velocidad en el instante t.

Note que Ay = y(t + At) — y(t) y usando la formula (1), obtenemos,

2

1 , 1
Ay=—g(t+At)" ——gt
V% 2g( ) 58

Ay =%g(t2 +2tAt+ A —17)

Simplificando, dividiendo entre At y luego haciendo At tender a cero, obtenemos

Ay
—— =y(t) = ot
v =g

Que es el resultado (2).




A
El cociente A—ycuando At se hace despreciablemente pequeiio es lo que conoce como
t

derivada de la funcion y respecto de la variable t. No es mas que la pendiente de la curva
y(t) en el punto t. El método inventado originalmente por Newton (v simultaneamente por

Leibnitz) es la base del calculo diferencial. La notacion usual es jyaunque usaremos
t

aqui cualquiera de las dos
Para calcular la aceleracion debemos hallar similarmente el cambio de velocidad
Av =v(t + At) —v(t) en dos instantes sucesivos, y lo dividimos entre el lapso transcurrido

A +At) -
Av__sl+An 8 _,
At At

que es el resultado reseniado en la ecuacion (3).

En conclusion, los mas importante de los resultados es que cerca de la superficie de la
Tierra, la aceleracion es una constante independiente de a posicion y de la masa del
cuerpo, la velocidad vertical cambia linealmente con el tiempo y la posicion cambia
cuadraticamente con el tiempo.

Para efectos descriptivos de la caida libre de un cuerpo, las relaciones anteriores son mas
que suficientes. Sin embargo, queremos profundizar en la naturaleza del fenomeno y
hallar explicaciones acerca del porqué de la caida de los cuerpos.

Desde el punto de vista de la construccion de la fisica, la més importante de estas
formulas es la ultima, ecuacion (6). A partir de Newton (1642 — 1727), la aceleracion de
un cuerpo es el dato fundamental y necesario para lograr conocer cudl sera su trayectoria.
Y la aceleracion esta vinculada con la fuerza que actia sobre el cuerpo: movimientos
uniformes no requieren fuerzas, so6lo la desviacion del movimiento uniforme exige
invocar a fuerzas responsables de esta desviacion. Ademas, la experiencia indica que para
una misma fuerza actuando sobre diversos cuerpos, las aceleraciones que resultan son
mayores en los cuerpos de menor masa y menores en los mas masivos. Newton codifico
esa informacion en su célebre ecuacion de movimiento:

ma=F

que podemos reescribir recordando que la aceleracion es la tasa de cambio de la
velocidad, como

mﬁ =F 4)

At
Como en la caida libre cerca de la superficie de la Tierra conseguimos que a = g,
concluimos que la fuerza que se ejerce sobre el cuerpo y que lo obliga a caer es constante
y ademas es proporcional a su propia masa m, de hecho, es F = mg. Esta fuerza es
naturalmente el peso del cuerpo.



Movimiento en 2D

No todos los cuerpos caen cerca de la superficie de la Tierra de manera vertical, también
pueden avanzar horizontalmente a medida que caen verticalmente y naturalmente eso
depende de la velocidad horizontal (relativa al observador) que tenga el cuerpo
inicialmente. Uno de los grandes aportes de Newton fue entender que el movimiento en
un plano es la composicion (vectorial dirifamos ahora) de dos movimientos
independientes a lo largo de dos direcciones independientes que pueden ser elegidas
como la direccion vertical (eje Y) y una direccion horizontal eje X). En otras palabras,
que existe una ecuacion de movimiento para ambas direcciones:

Av
m—===
At 7
Av,
m—==F
At

donde (vy,v) son las componentes del vector velocidad y (£, y F,) son las componentes

de la fuerza, de modo que estas ecuaciones pueden escribirse como

AV =
m—-=F 5
Y (5)
SECCION AVANZADA 2

SOLUCION GENERAL DEL MOVIMIENTO CERCA DE LA TIERRA
Proximo a la superficie terrestre hemos visto que la fuerza gravitacional que siente

un cuerpo, es constante y lo podemos escribir como F =mg, de modo que la

ecuacion de movimiento resulta ser
AV L

p— g

At

El lector puede comprobar que la funcion v(t) tal que su derivada sea g, es:
v(t)=v,+ gt

Donde el primer término a mano derecha corresponde con el vector velocidad
inicial, como puede verse simplemente haciendo t = 0. Esta ecuacion nos dice
cuanto valen las componentes de la velocidad en cualquier instante. Si
consideramos un vector posicion que denotaremos por 7y recordamos que el
cambio (la derivada) de la posicion respecto del tiempo es la velocidad, esto

AF ., P
es, N v, el lector puede comprobar usando la ecuacion (9) que la funcion ¥ (1)
t

tal que su derivada sea la velocidad es

?=?O+\7O+E§t2

donde el primer término a mano derecha es el vector posicion inicial como puede
verificarse haciendo t igual a cero. Esta ecuacion provee la informacion de la




posicion del cuerpo en cada instante siempre y cuando conozcamos los datos
iniciales, 1,y v,. Note que el sistema de coordenadas (XY) no ha sido usado en lo

mads minimo. La ecuacion de movimiento (8) y la solucion para fuerza constante,
(9) v (10) son validas en cualquier sistema de coordenadas. Es a posteriori que
fijamos un par de ejes XY a conveniencia. Es usual usar un sistema adaptado a la
simetria del problema. En el cual el eje Y, por ejemplo, apunte en la direccion del
vector g, es decir, e la direccion vertical porque de ese modo dicho vector no tiene

componentes horizontales, pero es solo una convencion util.

Ejercicio 1.- Halle la derivada de la solucion (10) usando el procedimiento desarrollado
en la digresion 1 y consiga la ecuacion (9). Similarmente halle la derivada de (9) para
corroborar que la aceleracion es constante como debe ser cerca de la superficie de la
Tierra. El procedimiento inverso al que usted trabajara en este ejercicio, es decir, obtener
la velocidad a partir de la aceleracion y luego la posicion a partir de la velocidad, se
conoce como integracion.

Ejercicio 2.- La solucion a las ecuaciones de movimiento de un cuerpo que se mueve
cerca de la superficie de la Tierra sometido tinicamente a la fuerza de gravedad, muestran
que en la direccion vertical la dependencia de la posicidon con el tiempo es cuadratica,
mientras que en la horizontal es lineal. Estas ecuaciones se conocen como forma
paramétrica de la trayectoria, y el parametro es el tiempo ¢ Elimine el pardmetro de estas
ecuaciones para obtener la curva y = y(x) que dibuja el cuerpo en el espacio y demuestre
que esta curva es una parabola. (Nota: en el plano XY una parabola es la curva descrita

por la ecuacion y = ax” + bx + ¢, donde a, b y ¢ son constantes.

Ejercicio 3.- Demuestre que un cuerpo sin velocidad inicial en la direccion vertical cae
una altura / en un lapso /2/4/ g y por tanto la velocidad horizontal es irrelevante para el

tiempo de caida. Puesto de manera mas pictorica, si disparamos una bala horizontalmente
y a la vez dejamos caer una moneda, ambas, bala y moneda chocaran simultaneamente el
suelo.

Parabola de Galileo

La leyenda que sittia a Galileo en la Torre inclinada de Pisa dejando caer objetos de
diferente masa, sugiere que el gran hombre solo se burlaba de sus escolasticos colegas,
porque Galileo ciertamente estaba convencido de que eliminada la friccion del aire, la
manera como caen diferentes objetos era la misma. Considere el siguiente argumento, de
reduccion al absurdo, sutil e inteligente que elabord Galileo.

Consideremos dos cuerpos que denotaremos como 1 y 2, cuyas masas respectivas son
m; y my. El segundo tiene una masa mayor que el primero. Al caer una cierta distancia el
primero lo hace en un lapso t; mientras que el segundo demora un lapso t,. Es usual que
se diga que el de mayor masa cae mas rapido, es decir que t; <t;, pero supongamos que
un cabello (sin masa) unimos ambos cuerpos, y lo dejamos caer. Por una parte el cuerpo
compuesto tiene una masa mayor que el de sus partes y por tanto su tiempo de caida
debe ser menor aun que el mas rapido de los integrantes, t < t,, pero por otra parte el



cuerpo 1 retrasa en su caida al 2 y por tanto el lapso t debe cumplir que t, <t, llegando a
una contradiccion (t es a la vez menos y mayor que t;. Suponiendo que el cabello no
juegue ningln papel relevante, hay que concluir que los dos cuerpo caen en el mismo
tiempo.

Imaginarse una situacion experimental y usar la logica para extraer conclusiones es una
practica habitual de la fisica que se conoce como un experimento imaginario
(gedankenexperiment en alemén). Sin embargo a los fisicos les gusta la constatacion
experimental de sus propuestas. El propio Newton se ocupd del problema y disefid y
realizd experimentos con péndulos de masas diferentes y construidos con diversos
materiales, para demostrar que el periodo era el mismo en todos ellos, lo cual permite
inferir que la aceleracion gravitacional no depende de la masa de la particula acelerada (el
periodo de un péndulo a pequenas oscilaciones es 2n(L/g)1/ ? donde L es la longitud de la
cuerda del péndulo. Como vemos, no aparece la masa. Newton concluyd de sus
experimentos que las masas caen con la misma aceleracion al menos en una parte en
10.000, lo cual es una precision asombrosa. La tecnologia actual ha elevado esa precision
a una parte en 10,

Matematicamente el hecho de que la aceleracion no dependa de la masa, se evidencia
en la ecuacion de movimiento de Newton ma = mg al simplificar la m a ambos lados, y

esta simplificacion quiere decir que cuesta mas acelerar particulas mas pesadas, pero la
fuera de gravedad sobre ellas es mayor, cuerpos livianos son faciles de acelerar pero la
fuerza de gravedad sobre ellos es menor, los dos efectos se compensan exactamente.
Analizada con sutileza, la m a ambos lados de la ecuacion de Newton juega roles
diferentes: a la izquierda es la masa inercial, que cuantifica la resistencia del cuerpo a
cambiar su estado de movimiento. A la derecha, representa la intensidad con que ella
responde a la fuerza de gravedad. El porqué ellas son iguales (o al menos proporcionales
y la constante de proporcionalidad esta metida en la g) es una pregunta que no tiene
respuesta en el marco newtoniano y debe verse como una coincidencia. Einstein supo
vislumbrar en esta propiedad un hecho muy profundo que se constituiria, como veremos
mas adelante, en una de las bases de la relatividad general.

Queremos resaltar en todo momento en este texto, el papel importantisimo que tienen los
datos experimentales u observacionales y lograr formular las preguntas pertinentes en
trance de establecer leyes cada vez mas fundamentales. En el capitulo anterior los datos
intentaban describir la posicion de la particula en cada instante. La ley mas general
vincula el cambio de velocidad con la fuerza, a través de la ecuacion de movimiento de

—

Newton, mi—‘;zﬁ' . Si la fuerza es constante y vale mg, (la direccion de g es la

vertical), obtenemos una descripcion exitosa del movimiento cerca de la superficie
terrestre. Pero hay una serie de preguntas sin contestar, como por ejemplo:

(Por qué la aceleracion de un cuerpo es constante? ;serd por la escala de distancias que
hemos considerado?

)P S ti 1 val imado de g= /seg®? sers 1

(Por qué tiene el valor aproximado de g =~10mt/seg”? ;sera este valor una constante

universal o dependerd de circunstancias particulares y tal vez sea diferente en otros
planetas, por ejemplo?



Las respuestas a estas preguntas debieron esperar a que de la mano de Newton, la
humanidad realizara el prodigio de dar el segundo paso en la comprension de la
naturaleza de la gravitacion al descifrar el funcionamiento del sistema solar basado en
leyes simples y de muy largo alcance. Ese sera el tema de nuestro segundo capitulo.

Lo dijo Galileo

“En cuestiones de ciencia la autoridad de mil no es tan valiosa como el humilde
razonamiento de un solo individuo”

“Mide lo que sea medible y haz medible lo que no lo sea”

“Todas las verdades son faciles de entender una vez que han sido descubiertas. El punto
es descubrirlas”

“El universo no puede ser leido hasta que hayamos aprendido y nos familiaricemos con
los caracteres en los que esté escrito. Esta escrito en lenguaje matematico, y las letras son
triangulos, circulos y otras figuras geométricas, sin cuya ayuda es humanamente
imposible comprender una sola palabra”

10



CAPITULO 2
GRAVITACION EN EL SISTEMA SOLAR

El capitulo anterior tuvo como protagonista al movimiento de objetos cerca de la
superficie de nuestro planeta. En este capitulo nos ocuparemos del movimiento de los
planetas en nuestro sistema solar.

Siglos de observacion de los cielos permitian saber hacia el siglo XVII que las estrellas
estaban muy lejanas y eran practicamente inmoviles, y los planetas Mercurio, Venus, La
Tierra, Marte, Jupiter y Saturno, que erraban alrededor del sol. La palabra planeta viene
del griego y significa errante, y no tiene que ver con p/ano como pudiera pensarse.

Los datos observacionales querian dar cuenta de las diversas posiciones ocupadas por los
planetas en diversos instantes y de lo que se trataba era de desentrafar las leyes que
regian el movimiento de los astros del sistema solar. Para imaginarnos la dificultad de tal
empresa notemos que se pretendia conocer qué curva describen los planetas, haciendo
observaciones desde un planeta que describe también la curva que queremos averiguar.
Que ese circulo pudo ser roto, es atestiguado por la historia y serd considerado como un
homenaje al ingenio de la humanidad.

Fue el astronomo (y astrélogo) aleman Johannes Kepler (1571-1630) quien dio el
segundo paso en la comprension de la gravitacion al descubrir una serie de regularidades
en el movimiento planetario que podian ser formuladas en términos matematicos y
condensadas en tres leyes empiricas que son las siguientes.

KEPLER 1.- Los planetas giran en orbitas elipticas con el sol en uno de
los focos de la elipse.

KEPLER 2.- La linea que va del sol a cualquiera de los planetas barre
areas iguales en tiempos iguales.

KEPLER 3.- El cuadrado del periodo de cualquiera de los planetas es
proporcional a su distancia (promedio) al sol elevada al cubo.

Expliquemos brevemente el significado de estas leyes.

La elipse, al igual que sus primas la parabola, la hipérbola y el circulo, son una familia de
curvas conocidas como conicas que resultan de intersectar la superficie de un cono con
un plano. Imaginemos al cono con su base horizontal. Obviamente cualquier plano
horizontal cortara al cono creando un circulo, pero si el plano esta inclinado, el corte
dejara una elipse. Cuando el plano es vertical, la interseccién es una hipérbola y la
parabola resulta de intersectar al cono con un plano con la misma inclinacidon que el cono
(ver figura 2)

11



&

=

ciRcuLO
HIPERBOLA

Figura 2. Cortes de un cono con un plano

Esta familia de curvas habia sido estudiada por los griegos, en particular por Apolonius,
por razones puramente estéticas y sin pensar que pudieran tener una aplicacion en el
mundo fisico. Més adelante conseguiremos mas ejemplos de la singular relacion entre las
matematicas y la fisica (véase por ejemplo Rago 1995, Barrow 1998).

Una elipse puede construirse también fijando dos puntos y dibujando la linea tal que la
suma de las distancias a los dos puntos sea constante. Los dos puntos se conocen como
los focos de la elipse. Kepler, con una enorme paciencia se dedico a estudiar el caudal de
datos observacionales acerca de las posiciones de los planetas que habia recabado el
danés Tycho Brahe (1546-1601) y descubrid para su sorpresa que los datos se ajustaban a
una orbita eliptica (otros objetos como meteoritos pueden describir otras conicas), y no
circular como por prejuicios estéticos se creia hasta ese momento y se lamentaria
amargamente de haber poblado la astronomia del “estiércol de las elipses”. En realidad
sus descubrimientos apuntaban sin €l saberlo a un desplazamiento del sentido estético que
iba de la trayectoria (solucion de la ecuacion de movimiento) a la ley (ecuacion de
movimiento) que iba a ser la depositaria de la belleza de la teoria por venir.

La segunda ley de Kepler habla del movimiento del planeta. Cuando su distancia al sol es
pequeiia, se mueve rapido, cuando se aleja disminuye su velocidad de tal forma que el
area que el radiovector que va del sol al planeta barre un area en un lapso dado,
independientemente de donde se encuentre el planeta. Si 4 denota el area (ver figura) lo

A4
que establece la segunda ley de Kepler es que N = const.
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2 LEY DE KEPLER

A1 = A2 silos lapsos en ambos casos son iguales.

—

Figura 3. Ley de Kepler acerca de las areas

La tercera ley de Kepler muestra una relacion que cumplen los planetas en su
movimiento. Si 7 designa el tiempo empleado en dar una vuelta entera alrededor del sol,

es decir, el periodo y R denota su distancia promedio al sol, entonces 7> = CR* donde C

es una constante que es la misma para todos los planetas. De tal suerte, los planetas que
estén mas alejados tardan mas en completar un ciclo. Es facil ver que una manera
ligeramente equivalente y mas moderna de esta ley es afirmar que la energia cinética (que

es proporcional a R* /T?*), varia como I/R.

De nuevo nos gustaria enfatizar la importancia de las observaciones en la formulacion de
leyes de la naturaleza. Tycho Brahe (y muchos otros) observaron. Kepler codifico esas
observaciones en unas leyes empiricas y representaron un avance importante en la
compresion de los fendmenos celestiales, pero ¢cual era el cardcter de estas leyes? ;eran
independientes unas de otras? ;podrian ser la expresion particular de una ley mas
fundamental? ;porqué eran esas y no otras?

Lo dijo Johannes Kepler

“La diversidad de los fenomenos de la naturaleza es tan grande y los tesoros escondidos
en los cielos es tan rico precisamente para que la mente humana nunca carezca de
alimento fresco”

La contribucion de Newton

Las respuestas a estas preguntas debieron esperar a que de la mano de Newton la
humanidad diera el tercer paso en la historia de la comprension de la gravedad al
establecer que las leyes descubiertas por Galileo y que gobernaban el movimiento de los
cuerpos cerca de la Tierra y las leyes de Kepler que describian el movimiento de los
planetas alrededor del sol, eran expresion de una misma ley bésica: la ley de gravitacion



universal. El sistema propuesto por Newton contribuyd decididamente a Ila
desacralizacion de los cielos al unificar la fisica terrestre con la celeste y plasmar la
primera gran unificacion en la historia de la fisica, era simple, era tremendamente exitoso
a la hora de hacer predicciones y forjé una concepcion de nuestra comprension de la
naturaleza cuyas huellas aun prevalecen.

El argumento del inglés es apabullante por lo simple (naturalmente, después que ¢l lo
hizo). Supongamos que desde una altura /# en la Tierra lanzamos horizontalmente un
objeto. La particula lanzada describe una pardbola y cae a tierra. Si la lanzamos con
velocidades horizontales cada vez mayores, caera cada vez mas lejos pero en el mismo
tiempo de caida.

Figura 4. En una Tierra plana, los objetos siempre caen sobre ella

Si la Tierra fuese plana podemos extender el argumento a velocidades arbitrariamente
grandes y la bala siempre caera al suelo, pero en realidad la curvatura de la Tierra va
compensando la caida de la piedra cada vez mas y si lo que cae la bala es igual a lo que
“desciende” la Tierra para alguna velocidad particular, entonces no chocard contra el
suelo y dard una vuelta completa. Simplemente se pondra “en orbita” transformandose en
un satélite artificial.
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Figura 5. Como un proyectil se transforma en satélite

Los fisicos tienen poca imaginacion y siempre quieren explicar muchas cosas usando
pocas. Newton propuso que la misma fuerza que hace que una manzana caiga, es la
responsable de mantener a la luna girando alrededor de la Tierra. Recalquemos porque es
muy importante que usando la estrategia de Galileo, podemos pensar que el movimiento
(practicamente circular) de la Luna alrededor de la Tierra, es la composicion de dos
movimientos independientes: uno tangencial que tiende a alejar a la Luna de la Tierra y
otro radial, que tiende a hacer que la Luna caiga sobre la Tierra. El movimiento
tangencial no requiere explicacion, es simplemente inercia. El segundo movimiento es el
que produce la aceleracion. Como veremos inmediatamente, la aceleracion apunta hacia
al centro de la orbita que es donde estd la Tierra y por tanto la Tierra debe ser la
responsable de la aceleracion de la Luna y por consiguiente, de la fuerza que la mantiene
orbitando.

(COomo cambiaria esta fuerza con la distancia a medida que nos alejamos de la Tierra?
¢Se mantendria constante produciendo una aceleracion g ~10mt/seg” como en la
superficie de la Tierra? No lucia demasiado prometedora esta idea. Mas bien estaba en el
ambiente la idea de una fuerza gravitacional que disminuyese con el cuadrado de la
distancia, un comportamiento tal vez sugerido por la manera como cambia la energia
luminosa de una fuente.

El plan de Newton puede concebirse asi:

e Demostrar usando las leyes de Kepler que al menos para una orbita circular la
fuerza debe caer como el inverso del cuadrado de la distancia.

e Comparar el valor la fuerza gravitacional en la Tierra con la que existe a la
distancia donde esta la Luna. Como la aceleracion es independiente de la masa, se
trata de comparar la aceleracion de una piedra en la superficie de la Tierra que
sabemos que es g ~10mt/seg® con la aceleracion de la Luna, que tendremos

calcularla.
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e Si en se corrobora que F o %2 (el simbolo oc denota proporcionalidad), ver si

en casos mas generales esta fuerza conduce a las orbitas elipticas descritas por
Kepler.

e Extender a otros casos y hallar otras aplicaciones.

El primer paso del plan es sencillo, consiste en demostrar primero un resultado (ya
conocido por Leibnitz): que la aceleracion en un movimiento circular uniforme vale
a=v’ / r.

SECCION AVANZADA 3
ACELERACION EN ORBITA CIRCULAR

Consideremos una particula que se mueve con una rapidez v, uniforme siguiendo
una trayectoria circular de radio r. Notemos que el vector velocidad va cambiando
de direccion pero su tamario es constante. Consideremos dos instantes sucesivos
muy proximos que etiquetaremos como t y t+ At y dibujemos el vector velocidad
en cada uno de esos instantes, representados por el vector rojo y el azul
respectivamente (ver figura 6).

Vit + At)

Figura 6. La aceleracion en un movimiento circular uniforme

La diferencia de ambos vectores tiene un tamano Av (vector verde) que dividido
entre el intervalo At sera el valor de la aceleracion.

Es facil ver que en el limite cuando los dos instantes sean muy proximos (At — 0),

el vector aceleracion apuntara hacia el centro, de alli su nombre, aceleracion
centripeta. Calculemos la magnitud de la aceleracion. Observemos que el triangulo
cuyos veértices son el centro y las dos posiciones senialadas, es semejante al
triangulo formado por los vectores rojo, verde y azul punteado. De esta semejanza
resulta

Av VAt

v r
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De donde tras despejar el cociente Av/At, es decir, la aceleracion, obtenemos

a=—
r

A partir de este resultado y de una de las leyes de Kepler, Newton pudo vislumbrar la
forma de la fuerza gravitacional: como el cubo del radio es proporcional al cuadrado del
periodo, R’ oc T?, resulta que v* oc 1/7 (porque el radio es proporcional a la distancia
recorrida y el periodo es el tiempo empleado en recorrerla, de modo que R/T es
proporcional a la velocidad). Sustituyendo esta dependencia en la relacion para la
aceleracion centripeta, y recordando que aceleracion y fuerza son también
proporcionales, obtenemos que F oc 1/ r* . Déandole la vuelta al argumento, Newton

percibidé que una fuerza que disminuya como el cuadrado de la distancia, debia conducir a
las leyes empiricas de Kepler.

Una primera prueba de fuego que debia pasar su propuesta es que la aceleracion de la
luna debia ser mucho menor que la de una manzana en la superficie de la Tierra, ;cudntas
veces menor? La respuesta es simple: como la fuerza es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia, la aceleracion también, es decir

a, _ A/ 7 L2

ar B A/ RT2
Donde 4 es la constante de proporcionalidad por ahora desconocida pero irrelevante para
este calculo porque se simplifica. a, es la aceleracion de la manzana en la Tierra y es por

supuesto g = 10m/seg’, mientras que r, es la distancia Luna — Tierra, unas 60 veces el
radio de la Tierra R, . Un célculo simple muestra que

1 m
%= 36008 = 007 (g

Dicho en palabras, la aceleracion de la Luna en su 6rbita deberia de ser la 1/3600 parte de
la de la manzana, porque se encuentra 60 veces mas alejada del centro de la Tierra, que la
manzana. Como la luna se encuentra a una distancia de 38.400Km y da una vuelta
completa en 28 dias, podemos calcular su velocidad alrededor de la Tierra y usar la
relacion para la aceleracion centripeta y obtener tras un breve calculo un valor de a =
0,026m/seg’, un resultado muy cercano al esperado suponiendo una fuerza que cambie
como el inverso del cuadrado de la distancia. La propuesta de Newton se corroboraba.

De modo que Newton propone que a fuerza que la Tierra le ejerce a la Luna cumple con
F o l/ r* pero ademas la fuerza debe ser proporcional a la masa de la Luna de modo que

la aceleracion no dependa de la masa. Por accion y reaccion la fuerza sobre la Tierra debe
ser también proporcional a la masa de la Tierra y por tanto,
M, m
F oc T L

2
r

Finalmente, hace falta una constante de proporcionalidad que ademés acomode las
unidades (note que las unidades del lado izquierdo son gr.m/seg’ mientras que las del
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derecho son gr’. m™) Esta constante denotada por la letra G se conoce como constante
gravitacional de Newton y como veremos mds adelante, es de una importancia
fundamental. Naturalmente que la corroboracion de la ley del inverso del cuadrado de la
distancia fue hecha con la Tierra y la Luna, pero la propuesta de Newton era que
cualquier par de masas m, y m,separadas una distancia r, se atraen entre si con una

fuerza cuya direccion es a lo largo de la linea que conecta a las dos masas y que vale

F=G% (6)

Ejercicio.- Demuestre que la fuerza gravitacional que nos ejerce una enfermera de 70Kg
separada una distancia de un metro en el momento de nuestro nacimiento, es unas 2000
veces mayor que la que nos ejerce Pluton. Busque datos numéricos en el apéndice.

Algunos comentarios

Observemos que en la forma establecida, la ley de gravitacion es ligeramente ambigua: ;a
qué distancia se refiere la letra » en la expresion para la ley? Si idealizamos a los cuerpos
como dos particulas puntuales (despreciamos el tamafo de los cuerpos comparados con
r), la formula es clara. Si los cuerpos son esféricos y con una distribucion simétrica de
materia, entonces » es la distancia entre sus centros. La obtencion de este resultado
requiere del célculo integral y preocup6 y ocup6é mucho tiempo a Newton. Mas de ésto en
el siguiente capitulo). Finalmente si los cuerpos tienen una forma arbitraria, hay que
considerarlos como formados por particulas puntuales, aplicamos la férmula para cada
par de ellas y sumamos (integramos) por todos los pares.

Figura 6. Atraccion de diversas formas de materia
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El Campo Gravitacional

Los fisicos han introducido la nocidén de campo gravitacional en un determinado punto
del espacio, como la fuerza que sentiria una particula de masa m, dividida entre la masa,
es decir, la aceleracion (de cualquier particula) en ese punto. Dicho en formula:

g(r)= (7)

3|

Recalcamos, note que el campo gravitacional coincide con la aceleracion en cada punto.
Notemos también que ahora hemos usado la letra g para etiquetar la aceleracion (o el
campo) en cualquier situacion y no solamente en la superficie de la Tierra. Para un
cuerpo esférico de masa total M y a una distancia » de su centro, la magnitud del campo
gravitacional vale

g(r) = (iM ®)

Y apunta hacia el centro del cuerpo. Aplicado al caso de la Tierra y evaluado en la
superficie, obtenemos

GM
g= RzT =10m/seg’

T

La Constante gravitacional de Newton

Podemos afirmar ahora que dos elementos determinan el valor de la aceleracion con que
los cuerpos caen en la superficie de nuestro planeta; uno es circunstancial, la masa y el
radio de la Tierra (otros planetas tienen otras masas y otros tamafios), y el otro es
fundamental, el valor de la constante gravitacional de Newton, G. Es interesante que este
valor jamas fue conocido por el propio Newton, lo cual no impidi6 que se pudieran hacer
muchas predicciones. La razon es que si despejamos G de la ecuacion anterior para
calcularla, obtenemos

g )

En la época de Newton el radio de la Tierra era conocido (unos 6400 Km, el valor de g se
media (10 m/seg’) pero la masa de la Tierra no era conocida de modo que se disponia de
una ecuacion con dos incognitas. Si intentaran obtener G usando la aceleracion que el sol
le imprime a la Tierra, hubieran tenido el mismo problema, no conocian la masa del sol.
Se requeria una medicion de la atraccidon gravitacional entre dos masas conocidas, y la
tecnologia de la época de Newton no lo permitia. Hubo que esperar a que el fisico inglés
Henry Cavendish (1731 — 1810) midiera en el laboratorio con una precisa balanza de
torsion, la fuerza entre objetos de masa conocida para poder determinar
experimentalmente el valor de G. Su valor es
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3
m

G=6,67x10" —
gr.seg

Figura 7. La balanza de torsion de Cavendish

Cavendish, hombre ingenioso, percibi6é que con el valor numérico de G podia dar vuelta
a la ecuacidn para determinar la masa de la Tierra. Con gran sentido publicitario el titulo
de su trabajo fue “Pesando la Tierra”

Ejercicio.- Obtenga como Cavendish, el valor de la masa de la Tierra. Haga una
estimacion de su densidad promedio.

Ejercicio Resuelto

Un astronauta y una astronauta tienen cada uno una masa m y estan inicialmente en
reposo y separados una distancia d en el espacio intergalactico. Estime el tiempo que
demoran en juntarse debido a la atraccion gravitacional.

R.- Resolvamos este problema por un método muy usado por los fisicos a la hora de
estimar ordenes de magnitud. El método se conoce como analisis dimensional y supone
hallar una respuesta aproximada exigiendo solamente concordancia entre las unidades de
las magnitudes fisicas. Esto quiere decir lo siguiente. Los parametros relevantes en este
problema son: m, d, y G, de tal forma que el tiempo solicitado, que denotaremos por 7T
depende de ellos de alguna manera por ahora desconocida. Supondremos que la
dependencia es a través de alguna potencia:
T=m"d’G*

Donde las potencias (x, y, z) deben ser determinadas para que el lado derecho tenga
unidades de tiempo, como debe ser, puesto que el lado izquierdo representa un tiempo.
Para ello, recordemos que las unidades de G son (longitud)’ x (masa)™ x (tiempo)~, asi,
la igualdad resulta

T = mx—z dy+3z T—2z
La consistencia de las unidades a ambos lados permite concluir que

x—z=0
y+3z=0
-2z=1

Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos x=-1/2, y=3/2, z=-1/2
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Y por consiguiente la expresion para el tiempo tiene la forma

3
d2
(10)
NGm
Esta expresion correcta desde el punto de vista de las dimensiones fisicas no toma en

cuenta factores numéricos usualmente del orden de la unidad (como 1/2, o como 7), pero
sirve para una estimacion. El lector con dominio del célculo esta invitado a demostrar que

T =

el resultado preciso es 7r/ 42 veces el obtenido con el puro analisis dimensional. Note

que el resultado es esencialmente la tercera ley de Kepler. Suponiendo astronautas de
67Kg de peso, separados 10m, y recordando el valor numérico de G obtenemos un lapso
de mas de cinco dias para que la atraccion gravitacional los una. Hay atracciones mas
poderosas.

SECCION AVANZADA 4
DE NEWTON A GALILEO
Observemos que de acuerdo con la ley de gravitacion universal podemos entender
ahora desde una perspectiva mas general el porqué del movimiento en la superficie de
la Tierra tiene las caracteristicas que vimos en el primer capitulo. Para ello haremos
uso de una relacion (también descubierta por Newton) para aproximar el valor de una
funcién cualquiera alrededor de un determinado punto. La formula es la siguiente: si
f(x) es una funcion cualquiera, y ¢ es un valor mucho menor que x, entonces

A (x)
f(x0+8);f(x0)+( E+...
Ax ),
donde los puntos significan términos tan pequefios que pueden ser despreciados.
Usemos esta relacion para aproximar el valor de la fuerza gravitacional sobre una
masa m a una altura 4 respecto del radio de la Tierra, Ry

o(R + )= Mr . OM; _(2GMT ]h

(R, +m)* ~ Ry | R}

El primer término de la derecha es la aceleracion de gravedad evaluada sobre la
superficie de la Tierra, el segundo representa la correccion aproximada a una altura 4,
de modo que podemos escribir que la aceleracion de un cuerpo a una altura / estd
dada por

gh)y=g,+Ag

g : P h
donde g, es la aceleracion en la superficie (10 m/seg”) y Ag =-2 g[R—j
T
Es decir, que la aceleracion de objetos en las cercanias de la superficie terrestre a
diferentes alturas /4 es constante s6lo en la medida en que despreciemos el segundo
término en la ecuacidon anterior. Esta correccidon es negativa si /4 es positivo
(indicando que la gravedad mads arriba en menor que mas abajo), y en circunstancias
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ordinarias es ignorable por pequefa. Por ejemplo, la diferencia del valor de la
aceleracion entre el suelo y la azotea de un edificio de 100 pisos es de 0,0075 m/seg’,
es decir una diferencia de apenas un 0,07%.

Exitos de la teoria newtoniana de la gravedad

La teoria newtoniana de la gravitacion no s6lo explicaba por qué cerca de superficie de la
Tierra los objetos se mueven como Galileo habia descrito, y permitia deducir y ampliar
las leyes de Kepler del movimiento de los planetas unificando la fisica terrestre con la
fisica celeste. ;Qué mas se le podia exigir? Lo que muy pronto mostro, el signo de las
grandes teorias de la fisica: capacidad predictiva, poder adelantarse a las observaciones y
prever sus resultados usando las herramientas de las matematicas.

Veamos unos cuantos de sus éxitos.

La esfericidad de los astros.

La primera explicacion cualitativa es la esfericidad de los astros. Los cuerpos de gran
masa son aproximadamente esféricos porque la mutua atraccion de sus partes deja a la
esfera como la tnica posibilidad, todas las partes tienden a estar lo mas cerca posible del
centro. En ocasiones, la existencia de rotacion puede deformar la esfericidad. En objetos
mas pequefios como asteroides o rocas, la gravitacion no logra imponer la forma esférica
por ser mucho mas débil.

Las Mareas.

El fenomeno de las mareas de los océanos es atribuible a la diferencia de la fuerza
gravitacional con que la luna atrae a la masa de agua que estd mas cerca de ella, a la parte
solida de la Tierra y a la masa de agua mas alejada (puntos A, B y C respectivamente en

RGO

Eart
Figura 8. Explicacion de las mareas

la figura 8). Esta diferencia se debe a que a que dichos puntos estdn a diferentes
distancias de la luna. Podemos hacer un modelo muy simple en el que la Tierra esta
uniformemente cubierta por una capa de agua que no tiene friccion con la superficie. En
presencia de la luna, la capa se deforma como muestra la figura. A medida que la Tierra
rota sobre su eje, cada punto pasa dos veces al dia por zonas donde el agua es mas
profunda. Este modelo sencillo debe hacerse mas realista incluyendo los efectos del sol,
que son de un 46% mas débiles que los de la luna (su masa es mayor pero estd mucho
mas alejado) y ademéas tomando en cuenta que entre el agua y la superficie de la Tierra si

22



hay friccion. Las mareas mas intensas se dan naturalmente cuando la luna y el sol estan
alineados con la Tierra.

El Caso Neptuno

En efecto, los datos observacionales que en las primeras décadas de 1800 se tenian de la
orbita del planeta Urano, no coincidian exactamente con lo que prescribia la ley
newtoniana. ;Qué hacer, desechar la teoria por no coincidir con los tercos hechos? No,
aferrarse a ella y suponer que algo estaba perturbando gravitacionalmente el movimiento
del planeta. El astrénomo francés Jean Urbain Leverrier completo sus calculos en 1846 y
afirmoé que un planeta aun no descubierto era el responsable de las anomalias de la orbita
de Urano y que las matemadticas le indicaban cudl era la posicion del presunto planeta.
Inst6 al astronomo aleman J. G. Galle a que observara en la posicion indicada y apenas
cinco dias después el planeta que pronto se llamaria Neptuno aparecid6 muy cerca de la
posicion predicha por Leverrier. El descubrimiento del planeta Plutén en 1930 también
fue posible gracias a la teoria newtoniana y a la observacion de ligeras perturbaciones en
la orbita de Urano. Ademads, la teoria permitid la prediccion precisa de eclipses y
aparicion de cometas. El sistema solar fue comprendido, explicado.

La Masa del Sol

Recordemos que Cavendish pudo calcular la masa de la Tierra (una vez conocido el valor
de la constante de gravitaciéon G) midiendo la aceleracion que la Tierra le provee a un
cuerpo cualquiera en su superficie. La idea intuitiva es que el “jalon gravitacional” que
siente un cuerpo es una medida cuantitativa de su masa. Exactamente con este
razonamiento es facil determinar la masa del sol. Para ello s6lo es necesario saber que la
distancia entre la Tierra y el sol, es decir, el radio de la 6rbita que la aproximaremos a un
circulo y no una elipse (el error al hacer esta suposicidon es muy pequefio) es
¥ =150.000.000 Km =15x10""m y que da una vuelta en un aflo y por tanto podemos

calcular su velocidad:

2 9x10"'m
v =

= =3x10"m/se
T  3x10’seg [seg

Como la orbita es circular, podemos escribir recordando la expresion para la aceleracion
centripeta,

=L (11)
r

donde hemos denotado como M, a la masa del sol. Observe que en esta expresion no

aparece la masa de la Tierra: la aceleracion gravitacional es independiente de la masa. De

esta formula podemos despejar la masa del sol y obtener
v
G

Y sustituyendo los valores numéricos obtenemos

M, =2x10" gr
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es decir, alrededor de un millén de veces mas masivo que la Tierra. Es afortunado que el
sol tenga una masa mucho mayor que la de los planetas del sistema solar. Gracias a ello
hemos podido suponer exitosamente que el sol no se mueve como reaccion a la fuerza
gravitacional que le ejercen los planetas y la dinamica del sistema solar resulta ser mucho
mas sencilla. En realidad la orbita de dos objetos atados gravitacionalmente, es alrededor
del centro de masas comun al sistema.

La Velocidad de la Luz

La fe en el modelo newtoniano permitié aprender otros aspectos de la naturaleza sin
conexion aparente con la gravedad. Por ejemplo, a finales de los 1600’s el astronomo
danés Ole Roemer estudiaba el comportamiento de una de las lunas de Jupiter y observo
que los instantes en que la luna aparecia luego de estar oculta por Jupiter, se iban
desviando cada vez mds de lo que era de esperarse de acuerdo con los célculos, hasta
llegar a unos 20 minutos, para luego volver a coincidir con ellos, de una manera
periodica, como si el periodo fuese cambiando. La sugerencia de Roemer es que el
periodo era naturalmente el mismo, pero que en distintas épocas del afio la distancia que
nos separa de Jupiter cambia, y por tanto la imagen de la luna saliendo del eclipse, tarda
lapsos distintos en llegarnos. Roemer fue capaz de estimar por primera vez en la historia
el valor de la velocidad de la luz, conociendo la 6rbita de Jupiter y la de la Tierra
alrededor del sol, y por tanto, conociendo la distancia que nos separa de Jupiter. El valor
obtenido por Roemer se acercaba razonablemente al que hoy con una sofisticada
tecnologia somos capaces de medir.

Es necesario recalcar que para la fisica, comprender un fenoémeno es poder deducir su
comportamiento en base a ciertos principios o leyes. No quiere decir esto que conocemos
hasta el menor de los detalles. Recordemos que Newton no conocid el valor de la
constante de gravitacion y no sabia de qué esta hecho el sol. Pero sustituia esa ignorancia
por el parametro “masa del sol” que es lo que a efectos de la gravedad lo que interesa
para la dindmica del sistema solar. Como hemos resaltado, ese es un procedimiento usual
en el proceso de construir modelos de la realidad. Seguird siendo un asombro para la
historia, que el funcionamiento del sistema solar que nos permitid6 conocer la ley de
gravitacion universal en el siglo XVIII, sea el mismo que hoy, trescientos afios después
hacemos y con el que mandamos sondas a diversos planetas. Hoy lo conocemos con mas
y mejor tecnologia, pero su descripcion es en lo fundamental, la misma que hiciera
Newton.

Las Leyes de Kepler

El sistema de Newton, ley de gravitacion mdas ecuaciéon de movimiento es capaz de
reproducir y generalizar los resultados empiricos de Kepler. La ley de las areas de Kepler
es una consecuencia inmediata de la conservacion del momento angular de la particula
que representa al planeta, valida porque la fuerza esté dirigida hacia el sol, o en términos
mas generales, porque la fuerza es radial y por tanto el sistema tiene simetria esférica.

La solucion de las ecuaciones para la orbita de un objeto moviéndose sujeto a la fuerza de
gravedad es una curva conica: una elipse si la energia del objeto es negativa, una pardbola
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si es nula o una hipérbola en caso de que la energia del objeto sea positiva. Estos
resultados permiten deducir como casos particulares las leyes enunciadas por Kepler.

Finalmente, la solucion matematica de la evolucién del movimiento en el transcurso del
tiempo, corrobora la tercera ley de Kepler con la ventaja de expresar la constante de
proporcionalidad en términos de la masa del sol, la constante gravitacional y factores
numéricos bien determinados.

SECCION AVANZADA 5

DEMOSTRACION DE LAS LEYES DE KEPLER A PARTIR DE LA LEY DE
GRAVEDAD

A manera de ejemplo ilustremos como puede demostrarse la segunda ley de Kepler
a partir de la ley newtoniana.

Supongamos que la posicion de un planeta en el instante ¢ estd etiquetada por el
vector 7y su velocidad es v. Durante el pequefio lapso Af recorre el vector
Ar =v At. El area que barri6 el radiovector es la mitad del paralelogramo generado

por los vectores:
Ad = l|f XV At
2

Es decir, la mitad del médulo del producto vectorial entre ambos vectores. De modo
que el ritmo al que el radiovector va barriendo areas, es decir, el area barrida por
unidad de tiempo es
AA
At
pero el lado derecho es esencialmente la magnitud del momento angular del planeta,

| I
~Lpxs
2

definido como L =7xmv, si éste es constante en el tiempo, el area barrida
también. Demostremos ahora que si la fuerza a la que esta sujeta el planeta apunta
hacia un centro (el sol) es decir, es radial, entonces el momento angular es
constante. Para demostrarlo hallemos la tasa de cambio (la derivada) respecto del
tiempo, del momento angular:

AL AN . AV

— =—Xmy +7xm—

At At At
El primer término a la derecha es nulo porque es el producto vectorial del vector
velocidad con el momento lineal mv y son paralelos. El segundo término también
es cero porque mAV/At (masa por aceleracion) es la fuerza gravitacional que
apunta en la direccion radial y por tanto el producto vectorial con 7 se anula.

Conclusion, AZ/ At =0 y demostramos la ley de las areas de Kepler.

La demostracion de las otras leyes de Kepler quedan como un ejercicio para el
lector.
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El Caso Mercurio

El planeta Mercurio es, como se sabe, el que estd mas cerca del sol. Los astronomos del
siglo XIX (en particular Leverrier) sabian que su orbita tiene un movimiento residual no
previsto por la teoria newtoniana. La pequefiisima anomalia consiste en que la elipse que
describe alrededor del sol gira, el perihelio del planeta no esta fijo sino que se desplaza
un pequefio angulo con cada vuelta. Ciertamente, Los diversos planetas se perturban
unos a otros y en particular se inducen giros en su orbita. Después de tomar en cuenta los
efectos de los demas planetas, subsiste un desplazamiento del perihelio de Mercurio de
43 segundos de arco cada siglo (un segundo de arco es la sesenta ava parte de un minuto
que a su vez es la sesenta ava parte de un grado). Explicar este efecto se convirtié en
dolores de cabeza para muchos astronomos quienes idearon toda suerte de posibles
explicaciones (existencia de un anillo de asteroides, existencia de un nuevo planeta...)
pero ninguna explicacion fue convincente o gozaba de los favores de las observaciones.
Lo que antes habia funcionado para Neptuno o Pluton no servia para explicar detalles de
la o6rbita de Mercurio. Los caminos de la ciencia suelen ser curiosos. El efecto Mercurio
estaba sefalando la necesidad de una teoria mas precisa de la gravitacion, pero €so no se
podia saber antes de 1916.
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CAPITULO 3
LA GRAVITACION UNIVERSAL

La teoria de Newton era un triunfo fastuoso y la confianza en ella y en las habilidades
humanas para entender el mundo fisico también. No sélo se evidenciaba la existencia de
leyes en el sistema solar que podiamos comprender, sino que esas leyes eran las mismas
que regian en la Tierra: la teoria de Newton fue la primera teoria unificada: unificaba la
descripcion del movimiento de los cuerpos cerca de la Tierra provisto por Galileo, con la
descripcion del movimiento de los planetas alrededor del sol. Pero mucho mas que eso.
El sistema de Newton habla de como se atraen dos masas cualesquiera en cualquier lugar
del universo y en cualquier instante o época, y por eso es tan descomunal su capacidad de
explicar tanto en base a tan poco.

La teoria parte de unas cuantas suposiciones naturales e intuitivas, acerca del espacio y el
tiempo que establecen el escenario en el que se desarrollara la accién protagonizada por
particulas materiales provistas de una propiedad llamada masa que de algin modo
cuantifica la cantidad de materia que hay en ella. Finalmente la accion estd gobernada por
fuerzas. Si la gravitacion domina la situacion fisica, entonces la ley de gravitacion del
inverso del cuadrado de la distancia es la ley relevante. Desarrollemos todo esto con
algin detalle.

El Espacio

Lo natural y obvio es suponer de acuerdo con la evidencia, que el espacio estd descrito
por la vieja y noble geometria euclidiana, que tiene tres dimensiones (largo, ancho y alto)
y que en cualquier punto podemos erigir un sistema de tres ejes mutuamente
perpendiculares, (X,Y,Z) de tal forma que la posicion de un punto P; se especifica
mediante tres numeros reales (x;, y;, z;) y los de otro punto P, mediante otros tres
nameros, (X,, V2, z2) de tal manera que la distancia entre los dos puntos esta dada por

5= =0) (=0 4 (2, - 2) (12)
Esta es la esencia de la geometria euclidiana. ;Por qué tres nimeros y no dos o siete o
nueve? La geometria no puede ni debe responder a esa pregunta y hay que asumirla como
un hecho de la experiencia, una fatalidad de la vida: el espacio tiene (al menos a escala
experimental) tres dimensiones.
Los tres nimeros (x;, y;, z;) se llaman coordenadas cartesianas del punto P; y forman las
componentes cartesianas del vector de posicion 7, y similarmente para P,. El vector que

va del punto P; al punto P, es el vector A¥ =7 —7 y su magnitud (o su tamafio o su

moddulo) es precisamente s dada por la expresion de arriba. Las coordenadas de los puntos
son artificios para designarlos, una etiqueta que permite nombrarlos, el sistema de
coordenadas es igualmente arbitrario, podemos elegir su origen y su orientacion como
mejor nos parezca, pero la distancia s entre los dos puntos tendra siempre el mismo valor.
Técnica y pedantemente diriamos que s es un invariante bajo traslaciones y rotaciones del
espacio euclideo. También diferentes observadores en movimiento uniforme le atribuiran
el mismo numero a la distancia entre los dos puntos dados. Es en este sentido que el
espacio de la fisica de Newton es absoluto: la distancia entre dos puntos es la misma para
cualquier observador.
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Esto es geometria. Vamos ahora a la fisica. Una particula material se idealiza con un
punto y por eso podemos identificar su posicion mediante un vector 7 . Pero ademas a la
particula le atribuimos una propiedad fisica que es la masa, un niimero real positivo. Y
por si fuera poco la particula se mueve a medida que pasa el tiempo. El movimiento es la
constatacion de que en diversos instantes el vector 7 que define la posicion de la
particula, va cambiando. Requerimos primero un modelo para el tiempo y ciertamente la
humanidad invirti6 mucho tiempo en dotarse asi misma de una nocién cientificamente
util del tiempo (ver Rago, Del Tiempo del Mito al Tiempo matematico). Newton
identificé el tiempo con la recta real R y a cada instante con un niumero ¢ € R, de modo
que el lapso o intervalo temporal entre dos instantes es Af=t, —t,. Este lapso puede

concebirse tan diminuto como se quiera y es lo que permite hacer un andlisis diferencial
del movimiento en introducir el cadlculo como una herramienta que permite tratar con
tasas o ritmos de cambio de las coordenadas para definir velocidades, o de las
velocidades para definir aceleraciones. A escala de nuestra percepcion y de sofisticados
experimentos, el tiempo es en efecto una variable continua como nos sugiere la intuicion,
pero a escalas mucho mas pequefias esto podria no ser asi como exploraremos en el
ultimo capitulo. El lapso entre dos eventos cualesquiera, o la “distancia temporal” At que
mide un observador es igual al que mide otro cualquiera, asi ellos se estén moviendo
entre si. Esta afirmacion es intuitiva y es la expresion del tiempo absoluto de la fisica
newtoniana.

Teniendo el escenario (el espacio euclideo 3-D y el tiempo absoluto), teniendo los
protagonistas (particulas puntuales provistas de masas), solo falta el guion que les ordene
a las particulas moverse en el escenario a medida que transcurre el tiempo, segin indica
la acciéon. Y el guion lo provee la interaccidon que las particulas se ejercen unas a otras, es
decir, cada particula ejecuta el movimiento que le ordenan las fuerzas que las demas le
ejercen:

2 _F (13)

otras
At particulas

Si la fuerza relevante al problema considerado es la fuerza gravitacional que la particula
2 le imprime a la particula 1, entonces el movimiento de ésta esta regido por la ecuacion
de movimiento

AV,
m—=G

M-

mom, .

|2 Iy (14)

donde 7,, es un vector de magnitud uno, que apunta de la particula 1 a la 2.

Uno de los grandes méritos de Newton fue establecer en términos precisos que la fuerza
que actua sobre un cuerpo, lo que hace es cambiarle la velocidad, (vea la ecuacién
anterior) de modo que el valor de ella es para efectos dindmicos, irrelevante y una
cuestion de punto de vista de distintos observadores que se muevan entre si con
movimiento uniforme. Esto naturalmente es expresion del hecho ya conocido por Galileo
de que el movimiento uniforme es indetectable y que todo observador tiene el derecho de
afirmar que €l esta en reposo y que son los demads los que se mueven respecto a ¢l. Esta
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afirmacion constituye el llamado Principio de relatividad de Galileo y establece la
democracia total, es decir, la equivalencia fisica de todos los observadores que se muevan
entre si con movimiento uniforme: lo importante es entonces la desviacion de la
uniformidad de la velocidad y por tanto la fuerza debia de vincularse con este cambio de
la velocidad. En esto Newton fue enormemente exitoso.

Pero ademas el sistema newtoniano establecio por primera vez la descripcion madura de
una interaccion basica de la naturaleza: la interaccion gravitacional al dar la ecuacion de
movimiento de una particula sometida a ella (2% ley) y a la vez “la ecuacién de campo”
que determina la intensidad del campo gravitacional alrededor de cualquier distribucion
de materia (ley de gravitacion universal). En notacion contemporanea estos dos pilares de
la descripcion de la gravitacion se escriben como sigue:

Al (15)
Veg=-A4rGp

En la primera ecuacion note que la masa se simplifica, de modo que la aceleracion es la
misma para todos los cuerpos, independientemente de su masa, como debe ser de acuerdo
con la experiencia. La otra ecuacion, la ecuacion de campo determina el valor del campo
gravitacional g en cualquier punto del espacio, en términos de la densidad de masa de la

materia (masa por unidad de volumen), que hemos designado por la letra griega p. Esta
forma es mas general que la ley del inverso del cuadrado. El lado izquierdo se conoce
como “divergencia del campo” y el hecho de que el lado derecho sea siempre negativo,
estd diciendo que el campo gravitacional converge alrededor de la materia y es por tanto
una fuerza atractiva. Newtonianamente no puede haber repulsion gravitacional.

De nuevo la constante G

Observemos que la constante gravitacional G sirve de enlace entre la fuente del campo
gravitacional (representada por la densidad de masa) y el propio campo g, o diciéndolo en
términos contemporaneos, es la constante de acoplamiento entre la materia y la gravedad.
Ella mide la intensidad intrinseca de la gravitacion, mas alla de que elijamos masas mas
grandes o mas pequefias y que las coloquemos mas cerca o mas distantes una de la otra.
Su valor determina cudn fuerte es la gravitacion y este valor es el mismo en todas partes
del universo y en todo instante. La comprension que el modelo newtoniano provee,
acerca de la interacciébn gravitacional permiti6 conocer la primera constante
verdaderamente fundamental asociada con las fuerzas de la naturaleza. Después vendrian
otras. Podriamos formular algunas preguntas: ;Por qué G tiene el valor que tiene? ;No
podemos deducir su valor de otras teorias? ;Este valor, es grande o es pequefio?

Estas preguntas son fundamentales. No sabemos por qué G tiene el valor que midid
Cavendish, es un dato que debe ser obtenido a través de la observacion o el experimento
para que el rompecabezas cuadre, es decir, para que la teoria se ajuste a las
observaciones. Tras los intentos de construir teorias unificadas de las interacciones, se
esconde la pretension de obtener el valor de G a partir de principios basicos, pero hasta
ahora ha sido imposible y hay que asumir el su valor, como una propiedad de nuestro
universo. De hecho, manteniendo las mismas leyes fundamentales, si imaginamos que la
constante gravitacional tuviese otro valor numérico, obtendriamos una realidad fisica
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absolutamente distinta de la que observamos. Por ejemplo, si G fuese mayor, los centros
de las estrellas estarian a una mayor presion y por tanto a una mayor temperatura y
hubiesen consumido su combustible y estarian apagadas. Las orbitas de los planetas
serian altamente inestables, la expansion misma del universo hubiese sido muy diferente.

La constante gravitacional tiene un valor pequefio, es decir, la fuerza gravitacional es
muy débil comparada con otras fuerzas fundamentales. Por ejemplo, imaginemos dos
protones a una distancia d uno del otro. Como tienen masa (que estd determinada
experimentalmente) se atraen con una fuerza newtoniana dada por la ecuacion (6). Pero
como tienen carga eléctrica (que también estd determinada experimentalmente) se repelen
con una fuerza coulombiana. ;Cudl es la relacion entre ambas fuerzas? Recordemos que
la ley de Coulomb establece que la fuerza eléctrica entre dos cargas puntuales de valor e,
tiene una magnitud que es

e
© dng, d’

Donde &, es una constante asociada con las fuerzas eléctricas. Con esto a mano, un

calculo simple da la respuesta: F, ~10% F,

Ejercicio.- Obtenga en detalle y con mas precision la relacion entre las fuerzas sugerida
en el parrafo anterior. Observe que el resultado es independiente de la separacion entre
las particulas. Busque al final del texto los valores de las constantes relevantes.

Como puede verse, la fuerza gravitacional es colosalmente débil comparada con la
eléctrica, por eso a escala molecular, atdmica o subatémica, podemos ignorar totalmente
a la gravedad, ella simplemente no es importante a esa escala. Entonces, si es tan débil,
(como puede hacer que caigan manzanas, que se formen las mareas? ;Como puede
controlar la orbita de la luna alrededor de la Tierra, y la de la Tierra y los demas planetas
alrededor del sol? ;Como puede crear galaxias de miles de millones de estrellas, y
cimulos de galaxias y en fin gobernar la expansion de todo el universo? La respuesta es
asombrosamente simple. Sucede que las otras fuerzas fundamentales o son de corto rango
como las fuerzas nucleares que decaen exponencialmente con la distancia y a longitudes
mayores a un nucleo no tienen ningin efecto, o son como la fuerza eléctrica tanto de
repulsiébn como de atraccidon y por tanto se cancela por pares cuando la materia es
eléctricamente neutra. La gravedad en cambio actua acumulativamente, toda minuscula
fraccion de materia atrae a otra y la suma de estas pequefiisimas atracciones tiene efectos
macroscopicos a gran escala. Lo verdaderamente importante es que no hay atributo
alguno en la materia que la haga inmune a la gravedad: toda particula siente el efecto de
la gravedad y ademaés lo siente de la misma manera, es decir, sufre la misma aceleracion
que otra colocada en el mismo sitio, independientemente de su masa. Ademas toda
particula crea un campo gravitacional a su alrededor. Como veremos mas adelante,
incluso la luz o en general la radiacion electromagnética siente los efectos de la gravedad.
Es en ese sentido que la ley de gravitacion es universal.
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DE LA ECUACION DE CAMPO A LA LEY DEL INVERSO DEL CUADRADO
(Para los que manejen calculo vectorial)

Veamos como puede deducirse la ley de gravitacion en su forma usual a partir de la
ecuacion de campo. Una expresion equivalente a la ecuacion de campo y que es por tanto
otra forma de expresar la ley de gravitacion universal, es

§& o dS =—47GM (16)
El lado izquierdo se llama el flujo del campo sobre una superficie (imaginaria). El vector

dS es el elemento de superficie, y M es la masa encerrada por la superficie. Supongamos
que la el cuerpo gravitante tiene forma esférica con una densidad de masa uniforme.
Entonces el campo gravitacional ges radial y apunta hacia el centro, por simetria, de

modo que eligiendo una superficie de integracion esférica de radio » alrededor del cuerpo,
los vectores dS y g son antiparalelos y podemos hacer el producto y g sale de la integral,
es decir,

- g(rfdS =-4nGM

La integral es el area de la esfera, de modo que simplificando, obtenemos finalmente,

GM
> (17)

Que es la magnitud del campo que corresponde a la fuerza del inverso del cuadrado de la
distancia.

g(r)=

Ejercicio.- Argumente usando la ecuacién de campo en su forma (16) que el campo
gravitacional que crea un casquete esférico de masa total M en el interior del casquete, es
cero.

Ejercicio Resuelto.- Obtenga el campo gravitacional como una funcion de la distancia al
centro, en el interior de una esfera de densidad uniforme, de masa M y radio R .

Para obtener el campo, considere la figura siguiente,

Figura 9.-
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Usemos la ley de gravitacion en la forma de la ecuacion (16) y elijamos una superficie
imaginaria esférica situada a una distancia » del centro. Por simetria, el campo
gravitacional es radial y apunta al centro mientras que el elemento de superficie apunta
hacia fuera, de modo que la integral del lado derecho es facilmente resoluble y el

resultado es — g(r)4m>. Por su parte, el lado izquierdo es proporcional a la masa
encerrada por la superficie de integracion. Puesto que densidad es igual a la masa entre el
volumen, la masa encerrada vale la densidad p multiplicada por el volumen 4/ 3, de
modo que

—g(r4m’ = —47sz§7rr3

Como la densidad es constante la podemos expresar en términos de la masa y el volumen
de la toda la esfera. Luego de sustituir y simplificar, obtenemos finalmente,

an=Y,

R3
Note que la intensidad del campo gravitacional aumenta linealmente con la distancia al
centro. En el centro, el campo vale cero, resultado intuitivo, por simetria, y asume un
valor maximo en la superficie, cuando » = R. A partir de alli decrece segun la ley del
inverso del cuadrado de la distancia, ecuacion (17).

Observe que si desde la superficie de la Tierra dejamos caer una particula en un tinel
muy delgado que pase por el centro de la Tierra y siga hasta el otro borde de la Tierra, la
particula oscilaria pasando por el centro con velocidad méxima y llegando a la superficie
con velocidad nula.

Ejercicio.- Calcule la frecuencia y el periodo con que una particula oscila en el tunel
citado en el parrafo anterior. Estime numéricamente estas magnitudes. Resuelva el
problema usando andlisis dimensional y luego usando las leyes de Newton.

1
Respuesta parcial: o = (GM / R’ )5

Campo Gravitacional y Energia

Los fisicos han descubierto que hay sistemas fisicos que tienen algunas cantidades
asociadas, que a pesar de que el sistema evolucione a medida que pasa el tiempo, estas
cantidades no cambian. A estas cantidades se les llama (en un alarde de imaginacion)
cantidades conservadas y son naturalmente muy importantes porque permiten conocer
algo del sistema asi no se conozcan los detalles. La existencia de estas cantidades ademas
estd asociada a la existencia de simetrias que posea el sistema fisico. Observemos que si
un sistema posee una simetria, eso significa que le podemos hacer alguna transformacion
y el sistema permanece invariante. No es descabellado que a cada transformacion de
simetria de un sistema fisico, le corresponda una cantidad conservada. Este resultado esta
amparado por rigurosos teoremas matematicos.

Unas secciones atras nos topamos con una de estas cantidades, el momento angular de un
sistema formado por dos masas interactuando gravitacionalmente. Como la interaccion
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gravitacional newtoniana es radial, tiene simetria esférica, de modo que una
transformacion que rote el sistema como un todo, es una transformacion de simetria que
deja al sistema invariante. Como consecuencia, se conserva el momento angular (con sus
consecuencias: el sistema orbita sobre un plano fijo, la ley de areas...)

En esta seccion hablaremos de la conservacion de la energia para un sistema de dos
particulas que se atraen mutuamente. La energia total (cinética mas potencial
convenientemente definida) de ese sistema no se modificara en el transcurso del tiempo.
Demostremos este resultado para lo cual es necesario usar herramientas del calculo
diferencial. Naturalmente que partiremos de las ecuaciones de movimiento de las masas.
Denotaremos a las masas por m;y m,, los vectores que indican sus posiciones

respectivas, seran 7 y 7, y el modulo de este vector, es decir la distancia que las separa
es r. Sus vectores velocidad son v, y v,, de modo que las ecuaciones de movimiento son

@: Gmlmz (’72 _’7‘1)
1 2
df r ﬁr i (18)
- dv, _ Gmym, (’”1 —rz)
> dt r? r

Hemos escrito los vectores unitarios la diferencia de los vectores de posicion dividido
entre su modulo. Note que para cada particula apuntan en direcciones opuestas, como
debe ser por accion y reaccion. Multipliquemos la primera de estas ecuaciones por

d . d
Vv, = 7’;‘ y la segunda por v, = 7’;2 , y sumemos los resultados,

. v, _ v, Gmm,1l| . _ drn . __dr
my,.—t+my, —*=——L"2—|(r,—F).—+(} - 5).—* (19)

dt dt roor dt

Como por definicion %5, =v,°, ¥,9, =v,>, y (7 —7).(F, =) = r*, podemos obtener

las siguientes relaciones

B

Vl' dt _2(V1 )a

Ldv, 1,

it BELNESY 20

= ) (20)
= 2

(’—;2_1—/,1)'6[(’”2 rl):ld(r)

dt 2 dt
Sustituyendo en la ecuacion (19), y rearreglando, obtenemos,

i lmlvlz_i_lmzvzz_m =0
dt\ 2 2 r

Esta ecuacion evidencia que el término adentro del paréntesis no cambia con el tiempo,
es pues una constante de movimiento. Es a este término que llamamos energia del
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sistema formado por las dos masas interactuando gravitacionalmente. Si la designamos
por E, entonces,

E= lmlvl2 +lmzvz2 —m, @2y
2 2 r

Observemos que los dos primeros términos a la derecha corresponden a las energias
cinéticas de cada cuerpo (siempre positivas), mientras que el tercer término es la energia
potencial de interaccion (siempre negativa indicando que se trata de una fuerza atractiva),
de modo que las energias cinéticas pueden aumentar o disminuir a expensas de la energia
potencia. Supongamos por simplificar un tanto el analisis que la masa de uno de los
cuerpos, llamémosla M, es muchisimo mas grande que la masa del otro, entonces su
velocidad (y por tanto la energia cinética sera nula), su centro suponiéndolo esférico
coincidira con el centro de masas de modo que la cantidad  es la distancia del otro
cuerpo a su centro. En ese caso la energia del sistema es

1, GmM

E=—mv (22)

Si la energia del sistema es negativa (y esto no tiene ninguna implicacion esotérica),
puesto que la energia cinética siempre es positiva, entonces » no puede ser
arbitrariamente grande y por consiguiente la orbita estd acotada. En términos precisos,

note que
V= 3[—GmM + E} (23)
m r

La distancia maxima que se puede alejar m ocurre cuando v se anula y corresponde al
valor

, GmM

max _ E
Recuerde que E es negativa de modo que la distancia es positiva como debe ser.
La conservacion de la energia permite deducir también otra relacion importante.
Supongamos que un cuerpo se lanza radialmente desde la superficie de otro con una
velocidad v tal que logre apenas escapar de la atraccion y llegue a infinito con velocidad
nula. Queremos calcular cudl es esa velocidad de escape. La ecuacion de conservacion
nos permite escribir:

1, GmM 1
—my,, —————=—my
2 R 2

2 GmM (24)

El lado izquierdo es la energia total en el momento del despegue (R es el radio
correspondiente a la superficie de M) mientras que el lado derecho es la energia en
cualquier punto genérico. Queremos evaluar el lado derecho cuando el punto esta a
infinita distancia y que m llegue alli con la menor velocidad posible (cero), de modo que
el lado derecho es nulo y la velocidad de escape resulta ser
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Por ejemplo, si sustituimos la masa y el radio por los valores correspondientes a la Tierra,
obtendremos que la velocidad de escape es alrededor de 11Km/seg, y por tanto un cuerpo
(jno importa su masa!) lanzado verticalmente desde la superficie de la Tierra
(despreciando la friccion del aire) con una velocidad menor, caerd de nuevo al suelo, pero
si su velocidad es mayor que la velocidad de escape, logrard vencer a la atractiva
gravedad y escapara.

Ejercicio
Obtenga el valor numérico de la velocidad de escape en la Tierra y en el sol.

Por simetria, es facil convencerse de que este mismo valor representa la velocidad que
tuviera un cuerpo (independientemente de su masa) si lo dejamos caer desde infinito sin
velocidad inicial, cuando esté a una distancia R del cuerpo que lo atrae.

Huecos Negros Newtonianos

(Qué pasa si la masa del astro y su radio son tales que la velocidad de escape es mayor
que la velocidad de la luz? En 1783, el reverendo inglés John Mitchel argument6 que la
luz no podria escapar y que a partir de alguna distancia, seria invisible. El radio que
tendria ese astro de masa M para que la luz no pudiera escapar de él, seria

_2GM

2
C

R

(26)

Por ejemplo, para el sol, la formula anterior da un valor de apenas 3Km . A finales del

siglo XVIII, el matematico y fisico francés Pierre Simon Laplace redescubrio este
resultado y lo incluyd en las dos primeras ediciones de su obra Exposicion del Sistema
del Mundo, afirmando que “/a fuerza de un cuerpo gravitante pudiera ser tan grande que
ni la luz escaparia de él”. Luego los experimentos de difraccion de Thomas Young
impusieron la teoria ondulatoria de la luz y las leyes de Newton no establecen cémo una
onda responde a un campo gravitatorio, de modo que Laplace excluyd el calculo de las
ediciones posteriores.

En 1916, a meses de haber sido publicada la relatividad general, Karl Schwarzschild
obtuvo la solucion a las ecuaciones de la gravedad correspondientes a un cuerpo esférico

no rotante y donde aparece exactamente la superficie de radio Ry =2GM / ¢’ como una

superficie de corrimiento al rojo infinito, que es la manera técnica de afirmar que la luz
no puede salir de la region interior, dandole vigencia a la imaginacion newtoniana de
Mitchell y Laplace. Los trabajos posteriores han permitido clarificar muchos aspectos de
estos agujeros negros, término acuiado por John Wheeler en 1968. Como veremos mas
adelante la fisica de los agujeros negros es un area de gran actividad y las evidencias
observacionales de su existencia son cada vez mds convincentes.
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Algunas Constantes y Parametros

Velocidad de la luz en el vacio

Constante Gravitacional de Newton

Masa del electron
Masa del proton

Carga del proton

Constante eléctrica

Radio de Bohr (tamafio de un 4tomo)

Masa del Sol

Masa de Plutén

Distancia Tierra-Pluton

Constante de Hubble

Edad del Universo
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