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Capitulo 1

Algunos Conceptos simples en
Geometria.

El propésito de este capitulo es revisar algunos conceptos basicos de Geometria Diferencial que subyacen
todos los desarrollos posteriores en el campo de la Relatividad General y la Cosmologfa relativista (entre
muchos otros campos de la Fisica). Asimismo, introduciremos la notacién basica que emplearemos luego
a lo largo de estas notas.

1.1. Vectores y Espacio Tangente.

Para fijar ideas e introducir algunos de los conceptos que utilizaremos repetidamente, consideremos
un ejemplo muy simple espacio vectorial; a saber R2. El espacio R? se puede definir/concebir de dos
formas: bien como el conjunto de todos los pares ordenados de niimeros reales (que llamaremos R?), o
bien como flechas tangentes al plano con un origen comin en un punto p de éste (que llamaremos TpR2
o espacio tangente al plano en el punto p):

(a) R? = {7 = (u',u?), u',u? € R}, con la suma y el producto por un escalar definidos como es

habitual; i.e.: @ = (ul,u?), ¥ = (v',v?) entonces @ + 7 = (u! + v!,u? + v?) para la suma, y
a € R, @ = (u',u?) entonces a - @ = (au', au?) para el producto por un escalar. Notemos que los

vectores de R? son pares ordenados de niimeros reales.

(b) T,R? = {flechas en el plano con origen en el mismo punto p}, con la suma definida mediante la
regla del paralelogramo (i.e.: dadas dos flechas i), ¥, con origen en el mismo punto, su suma @ + ¥
es la flecha que tiene por origen el mismo que @ y ¢ y por extremo el punto opuesto al origen
segin la diagonal del paralelogramo que tiene por lados las flechas @, y ¥,'; y el producto por
un escalar mediante una regla que podria expresarse como: ‘dada una flecha @, y un escalar a,
la flecha a® es la que tiene por origen y direccién los mismos que i), longitud a veces la de @ y
sentido el mismo que 1), si @ > 0 o contrario si a < 0’. Este espacio se llama espacio tangente
al plano en el punto p y se representa como T,R?. Notemos que los vectores de este espacio
son flechas que tienen un mismo origen.

1Una imagen vale més que mil palabras, ;o no?
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Figura 1.1: Equivalencia entre @ € R? y 1, € T,R?.

La equivalencia entre ambos espacios esta tan profundamente enraizada en nuestra manera de pensar
que la asumimos como obvia, aunque deberia resultar claro que los vectores son objetos diferentes
en uno y otro caso: pares ordenados de numeros reales y flechas en el plano con origen comun (que
pueden ser dibujadas). Asimismo, las operaciones son también diferentes: ‘suma ordenada’ y ‘regla del
paralelogramo’ respectivamente, etc.

De hecho, los vectores en uno y otro espacio se puede decir que son representaciones diferentes (pares
ordenados de nidmeros reales/flechas en el plano con origen comun) de un mismo objeto.

Para pasar de una representacién a otra necesitamos una ‘regla de paso’, que no es sino lo que en algebra
lineal se llama isomorfismo; esto es: una funcién que asigna a cada par ordenado de niimeros reales una
flecha y sélo una y viceversa (funcién o aplicacién biyectiva) y que ‘conserva’ la suma y el producto por
un escalar (i.e.: dado un par (w!, w?) que es suma de dos pares ordenados (w!, w?) = (u!,u?) + (vl,v?),
dicha funcién asigna una flecha al par (w',w?) que coincide con la flecha suma -mediante la regla del
paralelogramo- de las flechas asignadas a los pares (u!,u?) y (v',v?), etc.). En este caso, la ‘regla de

paso’ se podria esquematizar mediante el siguiente algoritmo:

(1) Tomar ejes sobre el plano: pueden ser perpendiculares entre si o cortarse formando un cierto dngulo
diferente de /2.

(2) Dado el par (u',u?), representar el punto del plano que tiene coordenadas (u!,u?) con respecto a
los ejes dibujados.

(3) Dibujar la flecha que tiene por origen el punto de interseccién de los ejes tomados en (1), y por
extremo el punto del plano dibujado en (2). La flecha asi obtenida, que designaremos #, representa
el vector @ lo mismo que el par ordenado (u',u?), y asf escribiremos i, = (u',u?) simplemente.
Notemos que cada eleccién de ejes (cada dngulo de corte entre los ejes que supongamos) genera una
funcién diferente, y asi un par ordenado (u', u?) viene representado por diferentes flechas segiin tomemos
ejes diferentes, pero en cualquier caso la relacién ‘par ordenado’ < ‘flecha’ es biyectiva (una vez se han
escogido los ejes), y se conservan la suma y el producto por un escalar.
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Figura 1.2: Curvas coordenadas y Vectores tangentes a ellas. Coordenadas polares y coordenadas arbi-
trarias 2% = {z!, 2?}.

Resulta obvio que lo anterior se puede generalizar a R" y T,R™ para n cualquiera y mas aun: dada una
‘superficie’ n dimensional M contenida en un espacio RY con n < N, siempre podemos definir oM
como el conjunto de las flechas n-dimensionales tangentes a la superficie M y con origen en el punto p
de ésta. Como ejemplo se puede pensar en la esfera S? = {(x,y,2) € R® : 22 + 9% + 22 = 1} C R3;
tenemos entonces 7,5% = {flechas tangentes a la esfera en el punto p} y claramente este espacio es
idéntico (isomorfo) a T, R2.

En lo sucesivo llamaremos a estas ‘superficies’ n- dimensionales variedades n-dimensionales.

1.2. Coordenadas y curvas coordenadas.

En esta seccion seguiremos utilizando el plano como variedad a la hora de presentar y desarrollar los
conceptos que siguen, siendo la generalizacién a variedades n-dimensionales (véase el final de la seccién
anterior) absolutamente trivial.

Consideremos el plano euclideo con coordenadas cartesianas {x,y}, o polares {p, ¢}, o en general, unas
coordenadas cualesquiera 2@ = {x', 2%}, a = 1,2 y dibujemos las curvas coordenadas correspondientes
a cada uno de estos sistemas de coordenadas. Asi se tiene que para un punto dado p de coordenadas
(70,%0), 0 (po, ®0), 0 (2§,23), la curva coordenada z que pasa por ese punto estd formada por todos los
puntos tales que y = yo (constante) mientras que su coordenada = toma todos los valores posibles; la
curva coordenada p que pasa por p estd formada por todos los puntos tales que su coordenada ¢ = ¢q
(constante) y p varfa, etc. En el caso de unas coordenadas cualesquiera {z!, 22}, la curva coordenada
x! que pasa por p consiste en los puntos tales que x? = 23 y x! varfa, mientras que la curva coordenada
z? a través de ese mismo punto estd formada por los puntos para los que z! = z} y 2% varfa (véanse
las figuras).

Consideremos asimismo los vectores {7,,, Uy, } € TPR2 tangentes (con punto de aplicacién) en el punto
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p a las curvas coordenadas p y ¢ que se cortan en p. Es facil comprobar que estos vectores constituyen
una base de T,R%.

Sea ahora una funcién f : R? — R cualquiera, si utilizamos, por ejemplo, coordenadas polares tendremos
f(p, &) y entonces

0
{f] = variacién de f segin p con ¢ = ¢g en p
dp »
= variacién de f en la direccién de v,
0
[82] = wvariacion de f segin ¢ con p = pg en p
P

variacién de f en la direccién de vy,

y entonces se tiene que
o), 58
a|ls=| +b|5%
[3p » 9],

que no es sing la expresion de la derivada direccional.

variacién de f en la direccién de a,, + b,

De modo similar y para unas coordenadas cualesquiera {z',2?} se tendrd también que si {7}, ¥, } son
los vectores tangentes en p a las curvas coordenadas x! y 22 respectivamente entonces

of .
L?l = variacién de f segiin 2! con 2 = :vg enp
b
P

variacién de f en la direccién de ¥y, etc.

y por consiguiente

o
o

0
3 1] +b {f] = variacién de f en la direccién de avy, + by,
x
P P

02

De modo que podemos definir operadores derivada direccional en un punto como

9 9 Derivada Direccional
{aal + b(’)?] = en la direccién de
z z p ﬂp = aUlp + bggp

Es inmediato e intuitivo ver que los operadores derivada direccional en un punto se pueden sumar y
multiplicar por escalares:

P A n 9 n 9
Suma : {a8x1+b8x2]p+[a 3x1+b8x2L_ [(a+a)3z1+(b+b)ax2 .
P

0 0 0
Producto : k {aaxl + b@ = [kj + kb

9 9
a@xl Ox? »
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u,=urD,,+uzD,,

Figura 1.3: Equivalencia entre flechas y operadores derivada direccional. En la figura se tiene Dy, = 01,
y D2p = 821)-

con estas operaciones asi definidas, el conjunto de todos los operadores derivada direccional en un punto
tiene estructura de espacio vectorial.

Todo lo anterior establece una identificacién entre flechas tangentes al plano con origen en p y ope-
radores derivada direccional en el mismo sentido y con las mismas propiedades que en el caso de la
identificacién entre pares ordenados de numeros reales y flechas tangentes al plano con origen en p
(véase la seccion anterior); esto es: se trata de una biyeccién que conserva la suma y el producto por un
escalar (isomorfismo) y por lo tanto se puede decir que un par ordenado de nimeros reales, una flecha
con origen en p y tangente al plano y un operador derivada direccional en p son representaciones de un
mismo objeto. Dada esta identificacién, al espacio vectorial de los operadores derivada direccional en
un punto p se le llama también Espacio Tangente a R? en p y se le representa como TPRQ.

N 1 Notemos que segun esta asignacién entre vectores flecha y operadores derivada direccional se tiene

= 9 :
Ugp: Vector tangente a la — : derivada
o — Oxo
curva coordenada x® en p Ap
parcial segin z“ en p

Claramente se tiene que,

o- (1], 121)

es una base de T,R? llamada Base Coordenada.

N 2 A partir de ahora y para simplificar la notacién emplearemos

5,
[&v“]p =0l
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y a menudo (y siempre que ello no pueda dar lugar a confusién) prescindiremos de toda referencia
al punto p sobreentendiéndola. Emplearemos también el llamado Convenio de Sumacion de
Einstein; asf ©'0; + v20> = u®dy; o de modo general C¥By, = C'B; + --- + C™B,,, esto es:
indices repetidos que aparezcan como superindices y como subindices se consideran sumados
sobreentendiéndose tanto el sumatorio como los limites de sumacion, siempre y cuando ello no
pueda inducir a error o confusion.

1.2.1. Cambio de Coordenadas y Definicién de Vector en Fisica.

Consideremos ahora dos sistemas de coordenadas arbitrarios validos sobre el plano (o sobre una misma
e . ’ ’ ’ ’ .

regién abierta de éste); 2% = {z!,2%} y ¢ = {22! ,2? }, a los nos referiremos como coordenadas = y

coordenadas x'; se tiene entonces, aplicando la regla de la cadena:

ozt dx? ozt dx?
O1lp = [836131/ + M82l1 , Oolp = [837281/ + 63:28?]
p p

Dado i, = (u'8; + u%ds), y teniendo en cuenta las ecuaciones anteriores se tiene

oz oz dx? dz? / /
o 1 2 , 1 2 o= 19, 29,
iy = Ku S tu 8302)61 + (u St ax2>a2] (" 0r +u ag)p
p

0 equivalentemente

1’ oz’ oz 1 o a’
u — | ozt 0z2 u-|. a _ z m
w2 | T a2 e | |uPl? R Il
Ox! 0z2 1p p

de modo semejante se tendria
a
ua _ ax uc’
|0z
P

esto es, las matrices de transicién entre las dos bases son las matrices Jacobianas del cambio de coor-
denadas.

La generalizacion a una variedad M de dimensién n es inmediata y se tienen en todo momento ecuaciones
semejantes a las anteriores, esto es, para dos sistemas de coordenadas z¢ = {z!,--- 2"} y v =
{aV', - 2™}, se tiene que B = {91y, - ,0nlp} v B = {d1/|p,- -+ , 0|y} son dos bases (coordenadas)
de T,M (espacio tangente a M en el punto p € M) y entonces un vector cualquiera i, € T,M se
podra expresar en componentes segin ambas bases como

: o0z
Uy = u0ylp = u* Our|p, siendo u® = [aim] u™ (1.1)
P

Esto lleva directamente a la definicién de vector (contravariante) tal y como se utiliza habitualmente
en Fisica:
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Definicién 1 Un vector (contravariante) en una variedad n-dimensional M (o simplemente

vector n-dimensional) es un conjunto de n nimeros, asociados a un punto p € M, que escribimos co-

. / ’ .
mo (ul, -+, u™) en el sistema de coordenadas {x',--- 2"} y (u'', - ,u™) en el sistema de coordenadas

’ ’
{2V, 2™} de modo que
’
/ oz

= |—1 u
ox™

m

p

N 1 Notemos que esto proporciona un modo muy simple de encontrar las expresiones de los vectores
tangentes a unas determinadas curvas coordenadas en funcién (como combinacién lineal) de los
vectores tangentes a otras curvas coordenadas dadas.

N 2 El adjetivo contravariante aqui significa simplemente que lleva los indices arriba (superindices),
mas adelante veremos en qué se distingue de covariante.

1.2.2. Campos de Vectores.

Hasta aqui hemos hablado de vectores definidos en un punto, con lo que todos los desarrollos son los
propios del algebra lineal elemental, en los espacios vectoriales R”, independientemente de que para
determinados propésitos interpretaramos los vectores como flechas con origen en el punto en cuestién
o como operadores derivada direccional.

Para muchas aplicaciones ocurre que tenemos un vector en cada punto de la variedad ditribuidos de
forma continua, esto es: puntos cercanos tienen vectores con valores cercanos de sus respectivas com-
ponentes segtin las bases coordenadas en esos puntos; esta es la idea de campo vectorial (contra-
variante) de la cual abundan los ejemplos en Fisica: el campo gravitatorio, donde en cada punto del
espacio (variedad) hay un vector definido: la fuerza que experimentarfa una masa unidad situada en ese
punto; el campo electrostatico definido de modo similar pero con respecto a la carga eléctrica, etc.

Mas concretamente se tiene:
Definicién 2 Un campo vectorial (contravariante) X sobre una variedad n-dimensional M es

una funcién continua que asigna a cada punto p € M un vector de T,M; i.e. (definicion Fisica): es
un conjunto de n funciones continuas definidas sobre M, que escribimos X*(z) en las coordenadas x

{zt,-- 2"}) y X9 en las coordenadas ' ({zV',--- 2™ }) de modo que
, oz
a AN m /

N 1 En rigor lo que hemos definido mas arriba es un campo vectorial continuo. Un campo vectorial
responde a la definicién anterior sin el requisito de continuidad; ocurre sin embargo que los tinicos
campos que nos interesan son no sélo continuos, sino también infinitamente diferenciables: C'>°
(esto es: las funciones X*(z) son funciones C°°), a partir de ahora supondremos salvo indicacién
expresa en sentido contrario que los campos vectoriales que manejamos son C'°.

1.2.3. Curvas y Vectores Velocidad.

A continuacién revisaremos los conceptos de curva y vector tangente a ésta, como hemos venido haciendo
hasta aqui, veremos estos conceptos en el caso del plano euclideo, siendo inmediata su generalizacion al
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caso de una variedad n-dimensional.

Definicién 3 Una curva v en R? es una funcion diferenciable v : (a,b) € R — R2? tal que para
todo t € (a,b), la imagen v(t) € R%. En unas coordenadas arbitrarias x* = {x', 2%} se tiene v(t) =
(x1(t),2%(t)) y esta expresion se llama entonces representacion paramétrica de la curva v, y se
dice también que la curva estd parametrizada port (o quet es el pardmetro a lo largo de la curva).

Definicién 4 El vector tangente a la curva ~(t) en el punto p (o vector velocidad de la curva
en p) es i, € T,R* definido como

L {d’y(t)} _ [dml(t)al N dx2(t)82

P de dt dt

para unas coordenadas cualesquiera x', 2.

A partir de la interpretacién geométrica de la derivada se puede ver que el vector asi definido es una
flecha tangente a la curva y con punto de aplicacién en el punto p.

Ejemplo 1: Sea 7 : (0,27) — R? definida como C(t) = (x(t),y(t)) = (cost,sint). Claramente esta
curva consiste en una circunferencia de radio 1.

N 1 Dada una curva parametrizada por t, siempre podemos reparametrizarla mediante otro pardame-
tro t' = h(t) donde h es una funcién diferenciable en el intervalo (a,b), se obtiene asf lo
que denomina una reparametrizacién de la curva, y(t') y ésta pasa a estar definida como
C : (h(a), k(b)) — R? si h(a) < h(b) o bien como C : (h(b), h(a)) — R? en caso contrario.

N 2 A menudo, en el caso del plano, las curvas se expresan como y = f(x). El paso de la represen-
tacién paramétrica a ésta es simple: de x = z(t) se despeja ¢ como funcién de z; i.e.: t =t(z) y
se substituye en la expresién de y = y(t) asi: y = y(t(x)) = y(x). Hay que tener cuidado puesto
que, mientras que la representacién paramétrica de una curva es, por definicién, una funcién;
las expresiones del tipo y = f(z) pueden resultar un tanto problemdticas; asi en el ejemplo
anterior se tiene: x = cost y por tanto t = arccosz con lo que y = sinarccosz = /1 — x2
que no es una funcién monovaluada.

N 3 El paso contrario es muy simple también: dada y = f(z), ponemos, por ejemplo, © = ¢
y entonces y = f(t); asi se tiene (z(t),y(t)) = (¢, f(¢)). Cualquier otro tipo de asignacién
x = h(t) (con h una funcién monovaluada de ¢t con un rango adecuado) conduce entonces
ay = f(h(t)) = (f oh)(t) = y(t), otra representacién paramétrica (una reparametrizacion)
de la curva. Asi por ejemplo, la pardbola y = x* puede ser representada paramétricamente
como: (z(t),y(t)) = (t,t%) o también (z(t),y(t)) = (tant,tan®t); sin embargo asignaciones
tales como z(t) = sint sélo serfan vélidas para valores de z € (—1,1).

Un tipo particularmente importante de curvas son las curvas coordenadas que pasan por un

punto dado, asf, dado un punto p € R? de coordenadas (zo, o), la curva coordenada-z que pasa

por p, que llamaremos X, es

Xp: (=00, +00) — R?
t = (2(1),y(t) = (zo +t,50)
esto es: mantenemos la coordenada y constante e igual a y, y dejamos variar la coordenada x de
modo que para t = 0 se tiene z(t = 0) = zg.
De manera similar se definirfa la curva coordenada-y que pasa por p, Yp,i.e.:
Yy i (—o00,+00) — R®
t = (2(t),y(t) = (zo,y0 +1)
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Para coordenadas cualesquiera ', 2 tendremos igualmente que las curvas coordenadas que pasan
por el punto p de coordenadas (z, 23) serdn, en una notacién obvia:

X} (a,b) — R?

t = (¢! (1),2*(t)) = (a0 +t,0)
X2 (dY) — R?

t = (@ (8),2%(t) = (z0, 20 + 1)

donde los intervalos (a,b) y (a’,b’) corresponden a los valores que pueden tomar las coordenadas z*
y x? respectivamente (por ejemplo, si z!, 22 = p, ¢; coordenadas polares, entonces a = —pg, b = co
ya = —¢o, b\ =21 — ¢o).

Las definiciones anteriores en el caso de una variedad M de dimensién n son simplemente

Definiciéon 5 Una curva v en una variedad n-dimensional M es una funcion diferenciable -y :
(a,b) C R — M tal que para todo t € (a,b), la imagen y(t) € M. En unas coordenadas arbitrarias
2% = {al, ... 2"} se tiene y(t) = (x'(t), - ,2"(t)) y esta expresion se llama entonces representacion
paramétrica de la curva .

El vector tangente a la curva ~(t) en el punto p (o vector velocidad de la curva en p) es
Uy € T, M definido como

dx™(t)
dt T

= [40] _[d0, "

i = |9
P t |,

Si en lugar de considerar el vector tangente a la curva (vector velocidad de la curva) en un punto p
de ésta consideramos el conjunto de todos los vectores tangentes a v en todos sus puntos, tenemos el
campo de velocidades de la curva -; esto es: un campo de vectores, definido esta vez no sobre toda
la variedad sino tan sélo sobre la curva en cuestién y tal que al particularizar a un punto concreto de
la curva se obtiene el vector tangente a la curva en ese punto; en general lo escribiremos:
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1.3. Variedades: una aproximacién informal.

Las Variedades Diferenciables, o simplemente en nuestro caso Variedades, son el objeto de estudio
de la rama de las matematicas llamada Geometria Diferencial. En la seccién siguiente daremos la
definicién precisa de variedad; mientras tanto, en esta seccién describiremos el concepto de variedad de
forma intuitiva.

Existen basicamente dos aproximaciones a la idea de variedad; por un lado, una variedad no es sino
la generalizacién de la idea de superficie (bidimensional) en el espacio euclideo R3, a una dimensién
cualquiera; de hecho se puede demostrar? que cualquier variedad (analitica) de dimensién n se puede
considerar como una superficie en un espacio euclideo RN con n < N < n(n + 1)/2, el espacio RY se
llama a veces espacio ambiente de la variedad en cuestién. Por otra parte, una variedad n-dimensional
se puede ‘ver’ como un conjunto de puntos que localmente (i.e.: en entornos pequenos alrededor de cada
punto) se parece al conjunto de puntos R™ (espacio euclideo n-dimensional), aunque globalmente puedan
ser muy distintos.

El primer punto de vista tiene la ventaja de que en RY podemos definir coordenadas cartesianas
globalmente (con todo lo que ello supone) y restringir después a la variedad en cuestién. Las superficies
en R? son desde luego variedades 2-dimensionales; asi por ejemplo, utilizando coordenadas cartesianas
en R3 la esfera S? (centrada en el origen y de radio 1) se puede definir como S? = {(z,y,2) € R? :
22 4+y?+2% = 1}; como hemos dicho podemos utilizar las coordenadas cartesianas para coordenar puntos
de la esfera; as{ por ejemplo, un punto del hemisferio norte tendré coordenadas (x,y, /1 — 2% — y?), con
lo que tan sélo son precisas dos coordenadas (z e y por ejemplo) para describir los puntos de la esfera,
de acuerdo con la idea de superficie como un conjunto de puntos bidimensional, esto es: con dos grados
de libertad. Ver la superficie (la esfera en este caso) como un subconjunto del espacio ambiente R? y
utilizar coordenadas cartesianas alli tiene ventajas; por ejemplo, los vectores (flechas) de T,R? tienen
componentes, segin la base cartesiana de ese espacio, iguales a la diferencia entre las coordenadas del
extremo de la flecha y el origen de ésta (p); sin embargo, resulta dificil ver si un determinado vector de
T,R3 lo es tambien de 7,52 para un punto p sobre la esfera; esto es: si una flecha con origen en p es o
no tangente a la esfera. Ademads, uno tiene que estar refiriéndose todo el tiempo al espacio ambiente.

El segundo punto de vista es intrinseco; esto es: considera la variedad por si misma, y no como subcon-
junto de algin espacio ambiente. En general, no podremos definir coordenadas cartesianas, pero todo
lo que digamos estard ya directamente referido a la geometria de la propia variedad. El punto clave
estd en el concepto de localmente como R™. Asi diremos, por ejemplo, que la esfera es una variedad
2-dimensional porque localmente (en un entorno alrededor de cualquier punto):

(i) Podemos coordenar todos los puntos de ese entorno de manera continua utilizando tan sélo dos
coordenadas (por ejemplo: longitud y latitud).

(ii) En ese entorno la geometria es parecida a la de R? (por ejemplo, para nosotros, habitantes de la
Tierra -considerdandola como una esfera perfecta-, ésta nos parece plana, como R?, en un entorno de
nuestra posicién). Esta segunda condicién es lo que significa el adjetivo ‘diferenciable’ que acompana al
sustantivo ‘variedad’; y simplemente significa que la superficie no puede tener ‘puntas’ o ‘crestas’; e.g.:
un cono incluyendo el vértice no seria una variedad diferenciable, ya que en un entorno del vértice, las
cosas no son como en R?; por ejemplo: el vector tangente a cualquier curva que pasara por ese vértice
es dicontinuo en el vértice (esto es: la derivada de la representacién paramétrica de la curva no existe
en ese punto, la curva no es diferenciable en ese punto), y eso no ocurre para ningin punto de R2.

2Véase, por ejemplo: Eisenhart, LP, Riemannian Geometry, Princeton University Press, Princeton (1949), o también
Friedman, A, Isometric embedding of Riemann manifolds into euclidean spaces, Rev. Mod. Phys. 37, 201, (1965).
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Para nosotros, todas las variedades seran diferenciables salvo que digamos lo contrario.

Notemos que en el caso de la esfera ademds es imposible establecer una correspondencia continua y
uno-a-uno entre la totalidad de los puntos de la esfera y el plano. Intuitivamente, esto es facil de ver,
pero no es tan facil de demostrar con las herramientas matematicas® de que disponemos.

1.3.1. Coordenadas en una superficie ¥ C R3.

Veamos a continuacion la definicién precisa de coordenadas en el caso de una superficie bidimensional
¥ C R3, la generalizacién de esta definicién a n dimensiones conduce directamente a la definicién de
coordenadas en una variedad M cualquiera de dimensién n.

Consideremos un punto p € ¥ cualquiera y un abierto, que llamaremos O,, contenido en X y que
contenga ese punto?*; esto es: p € O, CX.

Diremos que ¢ = {z', 2%} son coordenadas vélidas en la regién O, si existe un abierto de U, C R? y
una funcién x de O, en Uy,:

1:0,CY — U,CR?

¢ = (241

tal que

1. z es biyectiva (i.e.: inyectiva y exhaustiva).
2. x es continua.

3. 7! (que existe porque z es biyectiva) es también continua.

Parafraseando: {z!,z?} son coordenadas vélidas en la regién O, si a todo punto ¢ € O, de esa regién

se le pueden hacer corresponder dos ntimeros reales (xé,xg) que llamamos coordenadas del punto

q, de manera que (1) biyectividad de z: a puntos distintos corresponden valores distintos de sus
coordenadas y fijado un punto p sus coordenadas (le,, xg) son tnicas. Ademés, (2) continuidad de x:
al variar continuamente los puntos de O,, (i.e.: al pasar de un punto de O, a otro infinitamente cercano),
los valores de (z!,2?) varfan continuamente (i.e.: pasan de un valor a otro infinitamente cercano), y
también: (3) continuidad de z~!: al variar los valores de o', 22 de manera continua, obtenemos una

variacién continua de puntos de O, C X.

Veamos algunos comentarios y precisiones al respecto:

N 1 Notemos que, dado que = es biyectiva y tanto ella como su inversa son continuas, también
hubiéramos podido definirla como una funcién de U, C R? en O, C %, esto es:

z:UCR*> — 0,C%

(wg,73) — q

3Sin embargo, esto es trivial utilizando conceptos topolégicos: la esfera es un conjunto compacto de puntos mientras
que el plano no lo es, y se sabe que la imagen de un conjunto compacto por una funcién continua debe ser otro conjunto
compacto.

4Recordemos que este conjunto abierto serd simplemente la interseccién de un conjunto abierto de R? que contenga a
p, con la superficie ¥ en cuestién.
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en algunos libros las coordenadas se definen de este modo y en otros del otro. En cualquier
caso, el abierto U, de R? es el conjunto de todos los valores posibles de las coordenadas z.

N 2 Las funciones z : O, — U, es lo que en Fisica llamamos sistemas de coordenadas (y
normalmente, no nos molestamos demasiado en especificar el dominio O,, y recorrido Up); en
Matemaéticas se llaman normalmente cartas coordenadas.

En general (esto es: para una superficie cualquiera) no podremos definir una carta coordenada (i.e.:
un solo sistema de coordenadas) que abarque toda la superficie y que verifique todos los requisitos de
la definicién. Tendremos que ‘partir’ la superficie en varias regiones abiertas del tipo O,, considerado,
que se ‘solapen’ unas con otras y que recubran toda la superfice y definiremos en cada una de ellas
coordenadas tal y como hemos visto. En las regiones de solapamiento entre abiertos, coexisten dos
sistemas de coordenadas y por tanto podremos hablar de ‘cambio de coordenadas’, ya que si tenemos
coordenadas z : O, — U y coordenadas 2’ : O,y — U,, dado un punto ¢ € Op N O, tendremos
que f=a' ozt U, — U serd una funcién de R? en R? (que es a la que llamamos cambio de
coordenadas y que es biyectiva, continua y con la inversa continua también); si estas funciones
son todas ellas de tipo C" entonces se dice que la superficie X es diferenciable C™, y diferenciable
C°°, o analitica si dichas funciones son C*° o analiticas, respectivamente.
Fijémonos que las coordenadas x asf definidas, suponen, de hecho, una representacién paramétri-
ca de X, ya que para un punto ¢ € ¥ C R?, se tiene en coordenadas cartesianas (zq,Yq,2¢) ¥ €n
las coordenadas x!, z? definidas sobre la superficie (ycé, ch), y lo mismo para todos los puntos de la
regién Oy, es decir: tenemos las coordenadas cartesianas (x,y, z) propias de R3, y las coordenadas
(z',2?) definidas en esa regién de 3, con lo cual se tendrd

r=z(z', 2, y=y' 2, z=z&" 2%
esto es: una representacion paramétrica de los puntos de ¥, recuperandose asi la idea de que una
superficie es un conjunto de puntos con dos grados de libertad, en el mismo sentido en que una curva
es un conjunto de puntos con un grado de libertad (que parametrizamos/coordenamos mediante t).
Esto encaja con la representaciéon de una superficie mediante una ligadura:

Y ={(z,y,2) €R*: f(x,y,2) = 0}.

Fijémonos que de la expresién anterior podemos “despejariina de las coordenadas en funcién de las
otras dos, por ejemplo: z = h(z,y) y de aqui se tiene directamente una representacién paramétrica,
puesto que basta poner, por ejemplo: z = z,y = y, z = h(z,y); y a partir de aquf reparametrizando:
= F(z', 2?), y = G((z',2?), donde F y G sean tales que det[d(z,y)/d(z", z%)], se pasa a cualquier
otra representacién paramétrica que convenga.

Ejemplo 1: La esfera S2 = {(z,9,2) € R® : 2% + 4> + 22 = 4} se puede expresar de forma
paramétrica conveniente como:

x =asinfcos¢, y=asinfsing, z=acosl

donde 0 y ¢ son los pardmetros/coordenadas sobre esta superficie.
Ejemplo 2: El cono C2 = {(z,y,2) € R3: 22 4y2—2% = 0} se puede expresar de forma paramétrica
conveniente como:
T = fl cosfz, y = 51 sin§27 z= fl
donde ¢! y &2 son los pardmetros/coordenadas sobre esta superficie.
La representacién de la superficie como ligadura es

fly,z)=2a>+y> -2 =0

y resulta claro que (0zf, 9y f,0-f)|p # 0 para cualquier punto p excepto para el vértice O (que
coincide con el origen) que tiene coordenadas (0,0, 0).

N 3 Es interesante notar que, para poder despejar z = h(z,y) a partir de f(z,y, z) = 0, el teorema
de la funcién implicita (o de la funcién inversa), requiere que en algiin punto (zp, yp, 2p) de la
regién de interés se tenga: 9. f(z,y, z)|p # 0, entonces la existencia de la funcién z = h(z,y)



1.3. VARIEDADES: UNA APROXIMACION INFORMAL. 15

estd garantizada en un entorno del punto (zp,y,). Pudiera ocurrir que 9. f(z,y,2)[, = 0
pero que, por ejemplo, 9z f(x,y,z)|p # 0, en cuyo caso estarfa garantizada la existencia de
una funcién x = H(y, z), etc. En resumen, para que una expresién del tipo f(z,y,z) = 0
represente una superficie en una regién alrededor de un punto p (i.e.: un conjunto de puntos
con dos grados de libertad/representable mediante 2 pardmetros o coordenadas) es necesario
que en ese punto (0 f, 0y f,0:f)|p # 0. Si ello no ocurre significa que el punto en cuestién es
un punto ‘singular’ (una ‘punta’, etc.), donde la superficie puede no ser suave. Ver el Ejemplo
2.

1.3.2. Variedades: una definicién formal.

Como ya hemos dicho, una variedad es la generalizacién a una dimensién cualquiera del concepto de
superficie. A continuacion, y por razones de completitud, daremos la definicién formal tal y como viene
en la mayor parte de textos. Conviene recordar sin embargo y en todo momento la imagen intuitiva
de variedad descrita en la secciéon anterior, a la que anadimos esta otra: Una variedad estd hecha de
trozos que son como conjuntos abiertos de R"™, ‘cosidos’ entre si sin formar puntas, crestas, etc., esto
es: “suavemente”.

Definicién 6 Una variedad real, C*°, n-dimensional M es un conjunto de puntos junto con una
coleccion de subconjuntos {On} =T, que son sus abiertos (i.e.: T es una topologia y por tanto (M, T)
es un espacio topoldgico; en particular esto implica que cada punto p € M estd contenido en al menos
un subconjunto O y que los {04} forman un recubrimiento de M ), de modo que:

1. Para cada O, existe una funcion z, : On — U,, donde U, es un abierto de R™, de modo que
la funcion x, (que tendrd n componentes: xo(p) = (z1(p), -+ ,2™(p)) € Uy € R™) es biyectiva y
continua y la inversa es también continua®.

2. Si dos subconjuntos O, Og se solapan; i.e.: Oy, N Og # 0, consideremos la funcion f definida
como f=xzgoxyt;ie.:

f Exgoa,‘;l :xa[Oa ﬂOﬁ] cU, CR" —>$3[Oa ﬂOﬁ] CcUgC R"

Entonces f y f~1 (que son funciones de R™ en R™) son C*°.

N 1 Como en el caso de las superficies, las funciones x, : O, — U, se llaman en Fisica sistemas
de coordenadas (y normalmente, no nos molestamos demasiado en especificar el dominio O,,
ni el recorrido U,); mientras que en Matemdticas se llaman cartas coordenadas. Nosotros
utilizaremos indistintamente un nombre u otro.

N 2 A fin de evitar que podamos ‘fabricar’ variedades nuevas introduciendo un nuevo sistema de coor-
denadas, o introduciendo un abierto O, C O, y definiendo alli nuevas coordenadas, se requiere
en la definicién anterior que el recubrimiento {O,} y la familia de cartas (o sistemas de) coor-
denadas {z,} sea maximal, esto es: que todos los sistemas de coordenadas compatibles con los
requisitos (1) y (2) de la definicién estén incluidos. Ni que decir tiene que esto no supone ninguna
complicacién para los desarrollos que vienen a continuaciéon y no debe preocuparnos.

5En matematicas, una funcién biyectiva, continua y con la inversa también continua se llama homeomorfismo, y si
ademsds ella y su inversa son C°°, se llama difeomorfismo.
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Si los cambios de coordenadas son continuos simplemente (ni siquiera diferenciables) hablamos
de variedades topoldgicas, si son diferenciables tan sélo n veces, de variedades C™. Nosotros su-
pondremos siempre que nuestras variedades son C* (suaves: ‘smooth’ en inglés) y las llamaremos
simplemente variedades (en lugar de variedades diferenciables); éste es desde luego el caso de
la Fisica, donde las variedades de interés son, en muchos casos, de dimensiones bajas: dimension
2 (superficies en R? incluyendo el plano R?), dimensién 3: el propio espacio R? (o alguna regién
abierta de éste), dimension 4: diferentes tipos de espacio-tiempo (sobre los cudles estd formulada
la Teoria de la Relatividad). Hay otros casos de interés en que los puntos de la variedad no son
necesariamente o directamente identificables como puntos en el sentido geométrico (i.e.: elementos
de R3 o de alguna superficie contenida allf, o incluso puntos del espacio-tiempo): por ejemplo dado
un sistema holénomo® en mecénica clésica, el conjunto de todas las configuraciones posibles, tiene
estructura de variedad diferenciable (es el llamado espacio de configuraciones del sistema)
siendo sus coordenadas las coordenadas canénicas ¢ = (¢*,--- ,¢/) donde f el niimero de grados
de libertad del sistema.

Tensores.

1.4.1. Vectores covariantes.

Sea M una variedad n-dimensional, p € M un punto de esta y consideremos un sistema de coordenadas
m/ . .7 .
x (con coordenadas r@ = {x!,.-- 2™ }) definido en una regién abierta alrededor de p.

Consi

deremos el espacio tangente a M en p, T, M y la base coordenada asociada al sistema de coorde-

nadas x, esto es:

B={04lp,a=1,---,n}

Consideremos también el conjunto

B* ={dxz*|,,a=1,--- ,n}

y definamos la funcién (prescindiendo de los subindices p para mayor claridad)

dx® - T,M — R

U=u"0pym r— u®

Claramente esta funcién es lineal: dz®(4 + ¥) = u® + v* = dz®(4) + da®(V) y da® (k@) = kdx®(u) para
vectores cualesquiera i, 7 € T, M y ntimeros reales k. Ademads se tiene

dz®(9y) = o7 (1.2)

Podemos definir la suma y el producto por un escalar en B* como sigue:

6Sistema compuesto por particulas sometidas a ligaduras geométricas (restringen las configuraciones -posiciones- po-
sibles del sistema) e ideales (las fuerzas que estas ligaduras ejercen, no realizan trabajo en un desplazamiento virtual
compatible con las ligaduras del sistema.
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(kdz® + k' dz®) (@) = kdz®(@) + k'dz® (@)
para nimeros reales cualesquiera k, k’.

Definicién 7 El conjunto T,M* = {0 = 0,dz"|,, 0, € R} con la suma y el producto por un escalar defi-
nidos anteriormente es un espacio vectorial real llamado espacio dual de T, M o espacio cotangente.
La base de T,M* es B* = {dz*|p,a =1,--- ,n} y se denomina base dual de B ={0,|p,a=1,--- ,n},
y sus elementos son funciones lineales 0 : T, M — R llamadas 1-formas, o vectores covariantes, o
tensores covariantes de orden 1.

Es facil ver que todas las funciones lineales de T,,M en R son elementos de 1}, M*, esto es: se pueden
escribir como combinaciones lineales de diferenciales de las coordenadas en el punto p.

Si0=0,dx* € T,M* y @ =u"0,, entonces

0(i@) = O,u” (1.3)

donde hemos prescindido del subindice p (referencia al punto) para mayor claridad.

Por cuestiones de conveniencia se definen también las funciones

a: T,M* — R (1.4)
0 — 4(0) = 6(d)

y se dice entonces que un vector @ € T, M es un Tensor Contravariante de orden 1.

Cambio de Coordenadas y Vector Covariante en Fisica.

Consideremos ahora dos sistemas de coordenadas z y 2/ (con coordenadas z¢ = {z!,-- 2"} y 2% =
{z',--+ 2™} respectivamente) y las bases de T,M y T,M* asociadas a dichos sistemas; esto es:
B:{aa|p’a:]_7...’n}’ B/:{aa,‘pva/:]_/’...’nl}
B* = {dﬂja|p,a =1,--- ,’I’L}, B*’ _ {d.’l?a/‘p,a/ _ 1/, . ’n/}

Dada 8 € T,M*, se tendrd 8 = O,dz* = 0, dz® (donde de nuevo obviamos la referencia a p), y
utilizando la regla de la cadena es inmediato ver

b =0 | | (15)

a/
ox »

Lo anterior lleva a la definicién de vector covariante tal como se usa habitualmente en Fisica:

Definicién 8 Un vector covariante (I1-forma, tensor covariante de orden 1)@ en una variedad n-

dimensional M es un conjunto de n nimeros reales asociados al punto p que notamos 0, en las coorde-
’

nadas = y O, en las coordenadas x* de modo que
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6 =0, {817 }
P

oz

Como en el caso de los vectores contravariantes, podemos hablar de campos vectoriales covariantes
como funciones que asignan a cada punto de la variedad un vector covariante, sus componentes son por
lo tanto funciones de las coordenadas y se tiene

ox™

Oar () = O (z(2)) [W}

Producto tensorial de formas y vectores.

Dadas dos formas, w, @ € V* se define su Producto Tensorial, representado por w®86 como la funcién:
wRe: VXV — R
(U,U2) — w(tr) - 6O(tz)

esto es: la primera forma actia sobre el primer vector del par (i, @2) dando como resultado un ntimero
real, la segunda forma sobre el segundo vector dando como resultado otro niimero real y ambos nimeros
se multiplican; i.e.:

W 0 (aﬁ'l + b/(717ﬂ2) =a W(ﬁl) . 0(_’2) + b QJ(_’l) . 0(_‘2).

" w®0 (121,0,176’2 + b’UQ) =a w(ﬁl) . 0(ﬂ2) +b w(d’l) . O(ﬂg).

y se dice entonces que w®8 es una funcién bilineal, o que es una funcién lineal en cada argumento

Ejemplo 1: Sea V = R? y consideremos w, 8 € R?* definidas como w(u!,u?) = au' +bu? y O(u!,u?) =
cu! + du?, para un vector cualquiera @ = (u', u?), entonces

w® 0 (4,7) = w(id) - 0(7) = (au’ +bu?) (cv! +dv?).

para vectores cualesquiera @ = (ul,u?) y 7 = (v!,v?).
Al igual que hemos hecho para las formas, también podemos definir el producto tensorial de dos vectores
a partir de (1.4); asf pues, dados @, ¥ € V definimos @ ® ¢ como la funcién

— R
(w,0) = d(w) 1(0) =w(@)- 6(0)

A partir de las definiciones de espacio tangente y espacio cotangente en un punto, es posible definir
tensores covariantes, contravariantes y mixtos de cualquier orden, y si trabajamos en unas coordenadas
determinadas y consideramos las bases coordenadas de dichos espacios, resulta inmediato encontrar
expresiones dichos tensores. A continuacién damos las definiciones pertinentes en las casos de tensores
de orden 2 y la definicién general de un tensor mixto de orden cualquiera.
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1.4.2. Tensores Covariantes de orden superior.

Definicién 9 Un Tensor Covariante de orden 2 es una funcion T : T,M x T,M — R tal que es
lineal en cada argumento, esto es:

1. T(atly + big, V) = a T (U, V) + b T'(iz, V) para vectores cualesquiera Uy, iy y ¥ € Tp,M, y ndmeros
reales cualesquiera a,b € R.

2. T(U,ath + b)) = a T(4,01) + b T (i, vs) para vectores cualesquiera i, vh y Vs € T,M, y nimeros
reales cualesquiera a,b € R.

N 1 Notemos que en la definicién de tensor (covariante de orden 2) estd implicito el que el resultado
de aplicar T a cualquier par de vectores es siempre un nimero real; esto es: siempre esta definido,
no puede ser infinito, imaginario, etc.

N 2 La definicién anterior se extiende trivialmente a la de tensor covariante de orden r del siguiente
modo: Un Tensor Covariante de Orden r es una funcién 7" : T, M x S xT,M — R tal que es
lineal en cada argumento, esto es: T'(--- ,au+bd',---)=aT(--- ,d&,---)+0T(--- ,@,--) para
cualquier posicién en que se encuentre at + bil’.

Consideremos ahora un sistema de coordenadas = (z% = {z!,--- ,2"}) vélido en una regién alrededor de
p € M y consideremos los espacios T, M y T,,M* con sus bases coordenadas respectivas B = {0,|,, a =
1,---,n}y B* ={dz"|p, a=1,---,n}; se tiene entonces:

Definicion 10 Dado un tensor covariante de orden 2, T, se demominan componentes de T en la
base B = {0,|p, a=1,---,n} a los n® nimeros reales

Top =T (0ulp, Oblp) (1.7)

A partir de la definicién y proposiciéon anteriores, y recordando lo expuesto en la seccién ?7 respecto a
productos tensoriales de 1-formas, es inmediato demostrar el teorema siguiente:

Teorema 1 Dado un tensor covariante de orden 2 T, se tiene, en la notacidn establecida (y prescin-
diendo del subindice p):
T =Tydz® ® dz®, siendo Tup = T(04,0) (1.8)

T(@,7) = Tyyu®v®, siendo @ = u°d,, 7= 0", (1.9)
Si se tienen dos sistemas de coordenadas x y ' en una misma regién de M, es inmediato comprobar

o] [o2
Oz Ozd
P P

Lo cual lleva a la definicién de uso habitual en Fisica, que parafrasea las dadas para los vectores
covariantes y contravariantes:

O } {am Ty (1.10)

Ta/b’ - |:a’ b/:| Tr57 Tcd -
ox » ox »
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Definicién 11 Un Tensor Covariante de orden 2 sobre M, es un conjunto de n? nidmeros aso-

ciados al punto p, que escribimos Ty, en las coordenadas {xt,-- 2"} y Typ en las coordenadas
{2V, 2™ } de modo que
ox" ox?®
Ta’b’ = |:8a/:| |:8 b’:l Trs-
T 1p LOTT Iy

De modo semejante a como se hizo en el caso de vectores contravariantes y covariantes, aqui también
se puede decir que un Campo Tensorial Covariante de orden 2 es una funcién que asigna a cada
punto de la variedad un tensor covariante de orden 2 de modo continuo. Las componentes del campo
tensorial son funciones de las coordenadas y se tiene

T () = [3;”} {a@xﬂ T,s(z(2")).

1.4.3. Tensores Contravariantes de orden superior.

Definicién 12 Un tensor contravariante de orden 2 es una funcion T : T,M* x T,M* — R tal
que es lineal en cada argumento, esto es:

1. T(awi + bws,0) = a T(w1,0) + b T'(w2,0) para 1-formas cualesquiera wi,we y 0 € TyM*, y
escalares cualesquiera a,b € R.
2. T(w,a01 +b02) = a T(w,0:) + b T'(w,02) para 1-formas cualesquiera w,0, y 6, € T,M*, y

escalares cualesquiera a,b € R.

Todos los comentarios que hicimos en el caso de tensores covariantes son trasladables directamente al
caso de tensores contravariantes, y se puede establecer un teorema analogo al Teorema 1, teniéndose:

Teorema 2 En la notacion establecida previamente, se tiene para todo tensor contravariante de orden

27:
T =T"9,®0,, siendo T =T (da“, dz") (1.11)

T(0,w) = T%wy, siendo 0 = 0.dz’,w = wy,dz™ (1.12)

O

En lo que respecta al cambio de base, siguiendo un procedimiento analogo en todo al visto anteriormente
para el caso de tensores covariantes, se tiene

1yt 8.’)3‘1/ 63?1)/
a'b’ __ TS5
T — [axr] lazsl T (1.13)
p p

donde, siguiendo la notacién establecida T7%Y" = T(dz?, da®'), etc.

También en este caso podemos dar la definicién de uso habitual en Fisica y la de campo tensorial
contravariante de orden 2:
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Definicién 13 Un Tensor Contravariante de orden 2 sobre M, es un conjunto de n? nimeros
. . . !
asociados al punto p, que escribimos T en las coordenadas {zt,--- 2"} y T*Y en las coordenadas

{:z:ll, e ,:c"'} de modo que
Iy oz oz
T b Trs .
l ox" ] [ oxs ]
P P

Un Campo Tensorial Contravariante de orden 2 es una funcion que asigna a cada punto de la
variedad un tensor contravariante de orden 2 de manera continua y se tiene entonces

I z 2 s
T b (l‘I) — l%gﬂ] [2x5‘| T”(.%‘(;E/)).

1.4.4. Tensores Mixtos.

Definicién 14 Un Tensor Mizto (1,1) (o una vez covariante, una vez contravariante) es una
funcion T : T,M x T,M* — R tal que es lineal en cada argumento, esto es:

1. T(atiy + bz, 0) = a T(t1,0) + b T'(tz,0) para vectores y 1-formas cualesquiera i1, ds € TyM y
0 c T,M*, y escalares cualesquiera a,b € R.

2. T(u,a01 +b02) = a T(4,01) + b T(4,02) para un vector cualquiera @ € T,M y 1-formas cuales-
quiera 01,0, € T,M*, y escalares cualesquiera a,b € R.

De nuevo todos los comentarios hechos en los casos anteriores son trasladables a éste: estructura de

espacio vectorial, generalizacién a tensores mixtos (p, ¢) (o p-veces covariantes y g-veces contravariantes;

i.e.: funciones T' : T, M x e XTpM x T, M*x A xT,M* — R lineales en cada argumento, etc. El

equivalente a los Teoremas 1 y 2 es en este caso:

Teorema 3 En la notacidn establecida, y para todo tensor mizto (1,1) T se tiene

T =T¢da* ©8,, siendo Tg =T (Oy,dz") (1.14)
T(i,0) = Tfubl,, siendo 6 = 0.dz®, i = u™0,,. (1.15)
0

Atendiendo al modo en que cambian las componentes de un tensor mixto al cambiar de coordenadas,
se tiene la definicién habitual en Fisica:

Definicién 15 Un Tensor Mixto de tipo (1,1) sobre M, T, es un conjunto de n? nimeros asociados
al punto p, que escribimos T en las coordenadas {z",--- "} y T en las coordenadas {z*,--- ,a™ }

de modo que
/ oz ox?®
T = | — —| 17T.
b Ox" ] {axb'} s
» P
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Un Campo Tensorial Mixzto de tipo (1,1) sobre M, T, es una funcidn que asigna a cada punto
de la variedad un tensor mizto de tipo (1,1) de manera continua y se tiene entonces

T (@) = B] o | T

1.4.5. Tensores de orden cero o escalares.

Dentro del formalismo tensorial, resulta conveniente para determinados propdsitos referirse a los esca-
lares (i.e.: nimeros reales) como tensores de orden cero, y asi lo haremos a veces. Asi pues, podemos
dar también la definicién de uso habitual en Fisica como sigue:

Definicién 16 Un Tensor de orden 0 sobre M (o escalar) es un nimero real asociado al punto p,
que escribimos @, y cuyo valor no cambia al cambiar de coordenadas. Un Campo Escalar (o Campo
tensorial de orden 0) es una funcién continua que asigna un nimero real a cada punto de la variedad,
y por consiguiente su valor numérico no cambia al cambiar de coordenadas ®(x') = ®(x(z')).

Los ejemplos en el campo de la Fisica abundan: el valor de la temperatura, el del potencial gravitatorio,
el de la presién, etc. Todos ellos son ntmeros reales, asociados a un punto del espacio cuyo valor
es totalmente independiente de las coordenadas que estemos utilizando para describir ese punto (i.e.:
independientes de la base del espacio vectorial TPR?’).

Aunque sea evidente, no estd de méas reflexionar, a la luz de estas definiciones, sobre por qué, por
ejemplo, dado un fluido que ocupa una regién de R?, la velocidad de una de las particulas que lo
componen es un tensor contravariante de orden 1 (i.e.: un vector), que se puede describir totalmente
mediante tres nimeros @, = (u!,u? u®) una vez que hemos fijado una base de T,R3; y sin embargo
el conjunto de tres nimeros reales compuesto por la presion, la densidad y la temperatura del fluido,

todos en ese punto: (P, p,T), no es un vector (tensor contravariante de orden 1).

1.4.6. Simplificando convenios y notacion. Usos y costumbres en Fisica.

En todo lo que sigue, supondremos que tenemos una variedad M de dimensién n sobre la cual (en
regiones abiertas de ella) tenemos definidos diferentes sistemas de coordenadas {z!,--- 2"} = {2},
{xll, e ,x”/} = {x“'}, etc. Las bases de T, M y T, M* para un punto p dado serdn bases coordenadas;
esto es: B == {€,, = Oulp}, B’ = {€u = Ou|p}; y sus duales B* = {wy = da?|,}, B = {wgl = dz®|,};
donde una vez mds, hemos hecho explicita la identificacién entre el vector (flecha) tangente a la curva
coordenada z* en p (€,,) con la derivada parcial respecto de esa coordenada evaluada en p (9,lp).

Siguiendo el uso habitual en Fisica, nos referiremos a los tensores a través de sus componentes en
una base fijada, y asi en lugar de hablar del tensor covariante de orden 2, T, nos referiremos a él
como el tensor covariante To, (y ya queda implicito el que sea de orden 2). Asimismo, entenderemos
directamente que en las coordenadas {x“/} el tensor tiene componentes T,/ tales que

Ta’b’ = |:81'a/:| |:6‘Tb/:| Trs
or » or »

y a menudo prescindiremos también de toda referencia al punto p sobreentendiéndola.
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La condicién de linealidad en cada argumento; por ejemplo: T'(atl; + bie, ¥) = a T(d1,7) + b T (a2, 0)
(y algo similar para el segundo argumento), se expresa en componentes de una forma ‘mecédnica’, de
modo que basta aplicar las reglas y propiedades habituales de la suma y el producto de ntimeros reales
(en particular, la propiedad distributiva): Typ(au$ + bu$)v® = a Typufo® + b Topudo®.

A menudo nos referiremos a los superindices como indices contravariantes, y a los subindices como
indices covariantes. Fijémonos que cada indice contravariante ‘cambia de coordenadas’ con la matriz

jacobiana y que cada indice covariante lo hace con la jacobiana inversa.

’ Nombre habitual \ Rep. en Matematicas \ Rep. en Fisica \ Cambio coordenadas ‘
Vector contravariante U = ud, u® ut = %“;a, u”
Vector covariante 0 =0,dz" 0, 0. = gf:/ 0,
Tensor covariante T = Tpdz® @ dx® Tub Toy = g;”:/ g;”:, Trs
Tensor contravariante T=T%9, 0, Tab TV = %ﬁ:l %;: Trs
Tensor mixto T =Tldz* ® 0, b TV = g;:/ %‘fr’ T7

1.4.7. La Métrica.

Definicién 17 Una Métrica (o Tensor Métrico) en una variedad M es un campo tensorial cova-
riante, de orden 2 y simétrico, que en unas coordenadas cualesquiera x = {x®} se escribe como gqp(x).
Una variedad M donde se tiene definida una métrica gop(z) se llama Variedad Riemanniana y se

nota como (M, g).

Asi pues, para un punto cualquiera p € M consideramos T, M y entonces gq,(p) (tensor métrico en p )
se obtiene sin mds que substituir las coordenadas del punto p en el campo gqp(x)).

N 1 El hecho que gq.p(2) sea simétrica significa, recordemos, que ¢up(2) = gpq(x) para cualesquiera
indices a,b = 1,--+ ;n y en cualquier sistema de coordenadas. Recordemos ademas que se ve-
rifica la propiedad de linealidad en cada argumento; i.e.: gap(2)(f(2)ué(z) + h(z)ug(z))vb(z) =
f (@) gap(z)ug(x)v?(x) + h(z) gap(z)ug(x)v?(x), para campos vectoriales cualesquiera u$ (z), ug (z
y v*(z), y funciones arbitrarias f(x) y h(x).

N 2 Dado que la métrica es un tensor de orden 2, se puede (y se acostubra a) representar mediante una
matriz, como en el ejemplo de R3. Si el determinante de dicha matriz es cero, entonces la métrica se
denomina singular; si es distinto de cero entonces la métrica se denomina no singular. Nosotros
trabajaremos exclusivamente con métricas no singulares, en cuyo caso podremos construir la
métrica inversa o métrica contravariante, g°°(z), que es un campo tensorial contravariante
de orden 2 tal que sus componentes dispuestas en forma de matriz, forman la matriz inversa de

la que representa gqp(2); esto es:
97 (@) gpe(x) = 62, gan(w)g™(x) = 0.
La métrica contravariante es también simétrica por construccion.

N 3 Una métrica se dice que es definida positiva si, para todo punto p € M y todo vector u® € T, M
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se tiene gupuu’ > 0y gapu®ub = 0 si y solo si u® = 07. Si ello no es asf, entonces se dice que
la métrica es indefinida; en este caso existen vectores k® tales que gqpk®k? = 0 y sin embargo
k® = 0, dichos vectores se llaman vectores nulos o isétropos. Este es el caso de la teoria de la
Relatividad.

La métrica se utiliza en primer lugar para definir el producto escalar (o producto interno) en el espacio
tangente a la variedad en cada punto 7, M, para cada p € M; y también para definir la norma de un
vector, asi se tiene:

Definicién 18 Se llama Norma del vector u® (campo vectorial u®(x)), y se representa ||| al escalar

(la funcion): ||| = v/ gapusu® (i) = \/gap(x)us(x)ub(z)).

Ejemplo 1: Sea M = S? la esfera de radio a, su métrica en coordenadas esféricas x = {6, ¢} es

= [2 o]

a?sin® 0
La métrica contravariante o inversa es

2
ab o a 0
g*(@) = [ 0 a2sin™26 }

Ejemplo 2: Sea M = R* con coordenadas cartesianas z = {ct,z,y, 2}, consideremos la métrica si-
guiente:

Nab(T) =

o= O O

0
0
0
1

coo |l
oo~ o

llamada Métrica de Minkowski. El par (R*,7) se llama espacio-tiempo de Minkowski y es la variedad
en la que estd formulada la relatividad especial. Los puntos de esta variedad se llaman sucesos, c es la
velocidad de la luz en el vacio y t es el tiempo medido en un sistema de referencia fijado.

Es facil ver que, en un punto cualquiera p, el vector k% = (1,1,0,0) (en las coordenadas cartesianas
descritas mds arriba) es un vector nulo. Asimismo, para cualquier funcién de las coordenadas f(x) se
tiene que el campo X = (f(z), f(x),0,0) es también un campo nulo.

En estas coordenadas, la métrica inversa o contravariante coincide con la covariante, esto es:

1.0 0 0
wex |0 1 0 0
@ =19 01 o0

0 00 1

"Naturalmente, la primera parte se puede formular también como ab(T)u® (x)ub(x) > 0 para todo campo vectorial
u®(zx), pero la segunda parte no: puede darse que u®*(p) = 0 en un punto p € M dado, pero u®(z) # 0 como campo
evctorial.
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Pero en coordenadas esféricas: 2/ = {ct,r,0, ¢}, con r,0, ¢ definidas como en R3, se tiene:

1.0 0 0 1.0 0 0
n_ |0 1 0 0 v |0 10 0
nav@) =19 o 2 o | @ =10 o 0
0 0 0 r?sin’*f 0 0 0 r2sin?0

Nota importante. A menudo prescindiremos de explicitar la dependencia funcional en la métrica, los
campos de vectores, etc., quedando claro por el contexto si se trata de la métrica como campo tensorial
o de la métrica en un punto, etc. Asimismo, y como comentamos en la seccién anterior, abusaremos del
lenguaje y diremos ‘tensores’, ‘vectores’, etc. en lugar de ‘campos de tensores’, ‘campos vectoriales’, etc.
siendo también el contexto el que dicte si se trata de campos o de objetos definidos sélo en un punto.

El elemento de linea.

Para una variedad con métrica (M, g) se utiliza a menudo la expresién elemento de linea para designar
la norma al cuadrado de un campo vectorial ds(z) cuyas componentes son dz® = limg,.«, donde aqui dz®
significa

dz® = lim Az ie.: ds(x) = lim Az®0,
Az*—0 Az*—0

esto es: las componentes del vector d_é(x) son incrementos infinitesimales (no hay que confundirlos con
los elementos de B*, la base de T,,M*). Se tiene entonces:

ds® = gap(z)dzda®. (1.16)

Notemos que la notacién ds? deberfa ser, en realidad (ds)?, o atin ||ds||?, ya que ds®> = 2sds, sin
embargo se escribe siempre como en la ecuacién anterior. Es frecuente abusar del lenguaje y referirnos
a la expresion anterior como a ‘la métrica de la variedad’.

Para el caso en que M = R3 se tiene ds? = da? + dy? + dz? en coordenadas cartesianas, ds? =
dr? + r2d6? + r? sin® 0d¢?, en esféricas, etc., expresiones todas ellas que debieran resultar familiares.

En el caso de una esfera de radio a, cuya métrica viene dada en el Ejemplo 1, se tiene:

ds® = a*[df? + sin’ Hd¢?]
que no es sino el elemento de longitud sobre la esfera (al cuadrado) o también el diferencial de dngulo
sélido al cuadrado d2.
Para el espacio-tiempo de Minkowski tenemos:
ds? = —2dt? + da? + dy® + dz*
expresién que aparece a menudo en electromagnetismo.

Ejemplo 3: Otro ejemplo interesante, y que nos ocupard mas tarde, es el elemento de linea de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW), que viene dado por
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ds* = —c2dt* + 2l [d7“2 +7° (d92 +sin? 9d¢2)] (1.17)
r

(1+5r2)

donde la constante k& puede tomar los valores —1,0,+1 y la funcién R(t) es lo que se llama Radio
del Universo. Esta métrica describe el Universo actual a gran escala. De aqui se puede deducir el
“Big-bang”, la edad actual del universo, etc., etc.

La variedad a la que corresponde depende del valor de k: para k = 0 es R x R3, para k = —1 es
R x H? (siendo H? el hiperbolide tridimensional), y para k = +1 es R x S3 (donde S3 designa a la
esfera tridimensional). La R del producto cartesiano se refiere al tiempo, mientras que el otro factor
(R3, H3 0 S3) se refiere a las secciones espaciales; esto es: si fijamos el tiempo (‘congelamos’ la evolucién
del Universo, como si hiciéramos una foto) la geometria del espacio de tres dimensiones donde viven
las galaxias, etc. serfa R3, H? o S3 respectivamente. ;Cudl es la k del Universo? No lo sabemos con
seguridad. En cualquier caso, las consecuencias fisicas son muy diferentes depenendiendo de su valor.

Gimnasia de indices.

Dada una métrica no singular g,, vimos que podiamos definir la métrica contravariant o inversa, g*°
Estos dos objetos se utilizan para construir nuevos tensores a partir de otros tensores dados mediante
contracciones; el efecto es ‘bajar’ (métrica gop) indices o ‘subirlos’ (métrica inversa g°).

Asf por ejemplo, dado un vector contravariante X®, podemos contraerlo con la métrica; i.e.: g5 X?, el
resultado es otro tensor (ya que se trata del producto de dos tensores), covariante en este caso y de orden
1 (tiene un solo indice libre), es decir, una 1-forma o vector covariante. Como este nuevo tensor proviene
del tensor X® y la métrica es un tensor ‘distinguido’ (en el sentido de que estd fijo), se acostumbra a
notar este nuevo tensor con la misma letra X y el indice alli donde corresponda; es decir: se pone

X, = g XP.

De modo semejante, dado Y, (1-forma, vector covariante) se define el vector contravariante Y* como:
Yo = gabY})

En general, tendremos expresiones del tipo:

b b
Tade = gamebcd7 Ta ed=Y9 mTamcda Sab = gamgbnsmna etc.

En las definicions anteriores se debe respetar el orden de los indices; es decir Tab d = gmeamCd no es
igual a Tbacd = gmemacd, etc.



Capitulo 2

Transformaciones y Simetrias en
general.

En este capitulo pretendemos introducir el concepto de Grupo de Transformaciones en una variedad
asi como el Grupo de Simetria de un determinado objeto geométrico (tensor), que estd {ntimamente
ligado al anterior. Al hacerlo, revisaremos conceptos tales como generadores infinitesimales de las trans-
formaciones, drbitas del grupo, coordenadas adaptadas, etc. Todo el material se presenta deliberadamnete
de forma no rigurosa, aunque se proporcionan referencias adecuadas donde encontrar formulaciones y
demostraciones mas precisas.

En lo que sigue, M designa una variedad diferenciable de dimensién n, y {z%}, {x“,}, ea=1--n
distintos sistemas de coordenadas definidos sobre alguna regién abierta de M. Para aplicaciones al cas
de la Relatividad General n = 4. Dado p € M, escribiremos sus coordenadas en cada uno de los sistemas
anteriores como z%(p) (esto es: z%(p) = (z'(p),- -+ ,2™(p))); y T,M, T,M* denotarén como es habitual
los espacios tangente y cotangente a M en el punto p.

2.1. Grupos de Transformaciones a un parametro.

Presentamos un ejemplo trivial: consideremos M = R? el (plano euclideo) con las coordenadas carte-
sianas usuales (x,y) = 2%. Consideremos ahora el grupo de las rotaciones en el plano, que es un grupo
de Lie a un parametro,

G = {R(t),t € [0,27)}

donde el pardmetro t se escoge de modo que R(t)R(t') = R(t+t') y se R(t = 0) = e, siendo e el elemento
neutro (identidad) del grupo. La representacién matricial de este grupo, SO(2), es

S0(2) = {R(t) - [ cost Smt} te [0,27r)}

—sint cost

Para cada ¢ € [0, 27) definimos la funcién:

27
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@ : R? = R? (2.1)

como @y (11)) = p with ¢:(z(p), y(p)) = (z(p) cost + y(p) sint, —z(p) sint + y(p) cost) = (z(p),y(p)). Asi,
en general:

@i(x,y) = (xcost +ysint, —xsint + ycost) = (pf (2, 9), ¥} (z,y)) (2.2)

Es facil ver que

= es biyectiva y C°°, ¢, 1= »_, es también C™ para cualquier valor de t; esto es: las funciones
{©t}eejo,2x) son difeomorfismos.

= v (pe(p) = v +4(p)

= 0i—o(p) = p for every p € R?

Se dice entonces que {¢;}ic[0,2+) €s un grupo de difeomorfismos y se dice que G actia como un grupo
de Lie de transformaciones sobre R2.

En el caso general, consideraremos G = {¢g(t),t € I C R} un grupo de Lie uniparamétrico parametrizado
de forma que g(t)g(t') = g(t +1t') y g(0) = e, donde e es el elemento neutro; dicha parametrizacién
existe siempre.

Sea M una variedad y supongamos que en la regién de interés tenemos definidas unas coordenadas
{z*}, se dice entonces:

Definicién 19 G actia como un grupo de Lie de transformaciones sobre M si para cadat € 1
podemos definir una funcion @, : M — M con @i(p) = p de modo que

1. {pt}ier son difeomorfismos,

2. v (pe(p)) = @rvv (),

3. wi=o(p) para todo p € M

N 1 Escribiremos las coordenadas del punto imagen p como
z*(p) = ¢ (z°(p)) (2.3)

y resulta obvio de lo expresado mds arriba que el conjunto de funciones {@:}ter es un grupo de
difeomorfismos con la operacién composicion de funciones.

N 2 Notemos que G y {p¢ }ter no son el mismo grupo, aunque son en cierto modo ‘idénticos’ (isomor-
fos). Cuando no haya riesgo de confusién, nos referiremos a ambos grupos como G, o utilizaremos
expresiones tales como el grupo G de difeomorfismos, etc.

Definicién 20 Un punto p € M se dice que es un Punto Fijo de {1} si pi(p) = p para todo t € 1.



2.1. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES A UN PARAMETRO.

2.1.1. Generador infinitesimal.

Sea t tal que |t| << 1; dado que las funciones ¢; son difeomorfismos podemos expandir

z(p) = ¢ (z°(p)) = ,7°(p)) =
©*(0,2(p) + [&p tm ] t+0(t2) =

2%(p) +t [awa(t’)] . 5% + 0t =

(p) +1 [awé(é, xc)]t O {%a L +0(t)

despreciando los términos O(t?) podemos escribir

wip) = (10| 2GEED) O )x

m
t=0 O

Definiciéon 21 Definimos el vector contravariante

P [&pm(mc(p))]

P ot

Ouly = X" ) [afm}

como el generador infinitesimal en p (del grupo G). Escribiremos
ot +—p O™

para simplificar.

En el ejemplo anterior de las rotaciones en el plano euclideo, utilizando coordenadas cartesianas y
aplicando la definicién anterior se tiene, para el generador infinitesimal de las rotaciones en el plano
en un punto arbitrario de coordenadas (z,y):

> 0 0

X:y%_”ay

Para un punto dado p se tendrd X, = y(p)de|p — (p)ylp, i.e.: (X3, X7) = (y(p), —z(p)) que se
puede dibujar como un vector flecha con origen en p, tangente a la circunferencia centrada en el
origen de coordenadas y que pasa por p.

Si usamos coordenadas polares y* = (p, ¢), se tiene: y*(p) = (p(p), #(p)). El punto transformado por
una rotacién de dngulo ¢, p = ¢ (p) tendréd coordenadas y*(p) = (p(p), (D)) = (¢i (p, ¢), i (p, ¢)) =
(p(p), ¢( ) + t), y el generador infinitesimal en estas coordenadas resulta ser (véase la ecuacién
(2.6)): X, = sp, que coincide con el resultado de cambiar de coordenadas el vector X obtenido
anteriormente en cartesianas.
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2.1.2. Transformaciones Finitas y Orbitas.

Las transformaciones finitas se pueden imaginar como la composicién de infinitas transformaciones
infinitesimales:

2(p) = lim (1+fvip)Nx“<p> (27)

|
N—o0

La notacién exponencial indica que la transformacién es la consecuencia de aplicar N veces el operador
(1 + %Xp) a z%(p) con N tendiendo a oo (notemos que entonces t/N tiende a cero como se requiere

en una transformacién infinitesimal).
Aplicando esto podemos escribir

z%(p) = lim <1 + )?p>Nx“(p) = (et)?f’) z%(p) (2.8)

N—oo

o simplemente

2% (t) = (e”'f ) 2 (t = 0) (2.9)

donde !X = S %(t)_(' )™ y es importante notar que X estd evaluado en el punto p, de coordenadas

2°(t = 0), es decir, en la expresién anterior X = X (z(t = 0)).

Definicién 22 FEl conjunto de puntos x®(t) = {et)zxa,Vt} es una curva parametrizada por t llamada
érbita de {p,} (o de G) a través de p, y se nota como O,; i.e.: O, = z°(t) = {e! X2, Vt}

Notemos que z%(t = 0) = xz*(p), y el vector tangente (velocidad) en p es [%]t:O = X;. Asimismo,

para cualquier otro punto ¢ sobre la 6rbita, z%(q) = z%(t =t1) = (etl)zp> 2%(p) se tiene que

[ dxa(t)L_tl _ dx;t(t) _ [ % (%) ma(p)} - [‘W]t_h — X¢

donde la ultima igualdad se sigue de que, de acuerdo con la definicién de generador infinitesimal en un
punto q,

X, = et (@(q)) Omlq estoes X' =
ot =0 !

ey (5, (zd(za)))] _
ot o

] donde ' =t +1;.
t'=tq

[amtl (xd(zo))} _ [asomxd(p))
ot _ at’
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Es decir: el vector velocidad de la érbita O, en cada punto (vector tangente a O, en cada punto) es
precismente el generador infinitesimal de G en ese punto, o dicho de otro modo: las érbitas son las
curvas integrales del campo de generadores infinitesimales X ().

Alternativamente se puede definir la érbita de {¢;} (0 de G) a través de p como el conjunto de puntos
que puede alcanzarse desde p aplicando una transformacién ¢; para algin valor de ¢t € R; i.e.: O =
{g € M : existe t € R verificando ¢;(p) = q}.

Consideremos de nuevo las rotaciones en R%. Expandiendo

2

z(t) = et Xp = {1 + t(y0z — x0y) + =

Q(Uaﬂc—l’ay)Q""”}z:

2 44 B _
:x{l—a+ﬂ+-~-} +y{t—§+5---} =zcost+ ysint

= t2
) = Xy = {14100, 0, + G002 =00, oo by =

[ VA
=y l—=+—+ | —2z|t— 5+ = | =—zsint+ycost.
L TR 31" 5l

Resumen.

P = g((P)

Figura 2.1: (’)rbitas7 generadores infinitesimales y transformaciones.

La situacién que se muestra en la figura, junto con los desarrollos precedentes, se puede resumir del
modo siguiente:

1. La accién del grupo sobre puntos de la variedad puede definirse como:

()

of (€)

alld donde la expresién anterior tenga sentido.
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2. La orbita a través de p:

2(t) = ¢ (@*(0)) = () 2%(0)

p

es la curva tal que: z*(0) = z%(p) y [dg:] = X%x(t)).

3. La accién @¢(p) = p consiste en moverse una distancia paramétrica t a lo largo de la érbita que
pasa por p.

4. X es el campo de velocidades (campo vectorial tangente) a las érbitas del grupo (las cuales son
por lo tanto curvas integrales de X).

2.1.3. Transformaciones asociadas a un campo de vectores.

Hasta aqui hemos visto que un grupo uniparamétrico G actuando sobre la variedad tiene asociado un
grupo de difeomorfismos {¢; : M — M, t € R} y define un campo vectorial X llamado generador
infinitesimal. Veremos que el reciproco también es cierto (al menos localmente); esto es: dado un campo
vectorial X éste acttia como generador infinitesimal de un grupo de difeomorfismos {¢; : M — M, t €
R}.

Consideremos pues un campo de vectores X definido sobre la variedad M. En unas coordenadas arbi-
trarias {z%} tendremos:

0

X = X%=) o

y se define

Definicién 23 Se llama Orbita (o curva integral) del campo X a través del punto p, a la curva

en M que pasa por p y es tal que su vector tangente en cada punto coincide con X evaluado en ese
punto; es decir, si se parametriza la curva en cuestion mediante un pardmetro t, la érbita de X a través
de p es la solucion x°(t) del sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

dz?(t)
dt

= X%z(t)), z%(0) =z a=1--,n (2.10)

P

El conjunto de todas las drbitas de X a través de todos los puntos de M se llama congruencia de
orbitas de X.

Es interesante notar que los teoremas de existencia y unicidad de para soluciones de las ecuaciones
diferenciales garantizan la existencia de una solucién al sistema anterior en un entorno (abierto) de
t = 0; i.e.: 2%(¢) existe para t € (—a,a), que puede ser en particular toda la recta real, esto es: x%(¢)
puede existir para todos los valores de t € (—o0,+00), en cuyo caso se dice que X es un campo
vectorial completo; véanse los ejemplos siguientes.

Dado un campo X y considerada la congruencia de curvas integrales, es posible definir la siguiente
transformacion

pr: M — M
p = wp)=gq
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siendo ¢ un punto que se halla sobre la misma curva integral de X que p, pero a una distancia paramétrica
t de éste, es decir, si 2%(t) es la érbita (curva integral) de X que pasa por p de modo que xj = x%(to),
entonces zg = ¢§(z(to)) = (to +t). Desarrollando en serie de Taylor alrededor de t =t se tiene

(t—to)” + - =

t=to

o " dz® 1 [d?z*]
= ettatio) =a + || a0 g |G

zy + X(p) (t —to) + ! {d (df”) (t—to)+ - =

20 ldt \ dt )],

1 [dx™ 0X] 9
ay xe — = _ R
x4+ X(p) (t t0)+2! [ it orm ), , (t—to)" +

0xX*®

ox™

s X (o) 4 X0 [T

que formalmente, y teniendo en cuenta que X = X™0,,, se puede escribir como

ry = ¢f(z(to)) = (e(t_t")ip) x® (2.11)

donde la exponencial en la expresién anterior debe entenderse como la serie de Taylor:

{(e(tfto))?> xa]t:to = { [1 +(t—to)X + ;!(tto)Q)ZXJr,,} xa} _

{m“ + (t—t0)X™ (Omzx®) + %(t —10)2X 0 (X™ (™)) + - - - } =

1
{x“ + (t—to) X"+ 5(t — o)’ X X%+ } (2.12)
' p

y sélo tiene sentido para aquellos valores de ¢ para los que la 6rbita existe (véanse los ejemplos anteriores).
En lo que sigue y siempre que ello no induzca a confusién se pondra to = 0, esto es xy; = 2%(0).

Es facil ver que las transformaciones {¢;} verifican las siguientes propiedades’

L. ¢ o (p) = ¢t (¢v(p)) = @r++ (p) para un punto p cualquiera.
2. pi=0(p) = p para todo punto p. La transformacién ¢ se llama Transformacién Identidad.

3. Dada una transformacién o;, su inversa ¢; ' existe y es p; ' = @_, esto es: ¢_;004(p) = @i—o0(p) =
p para todo punto p € M.

4. Se verifica la propiedad asociativa (puesto que la composicién de funciones la verifica), esto es:
(¢t 0 1) 0 = @y o (prr 0 pyrr).

Lsiempre y cuando los dos miembros de las ecuaciones que siguen tengan sentido; véanse los comentarios al respecto

del Ejemplo 2.
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Lo anterior se puede resumir diciendo:

Proposicién 1 El conjunto de todas las transformaciones {p:} inducidas por un campo X tiene es-
tructura de grupo con la operacion composicion y se llama Grupo Uniparamétrico de Transfor-
maciones (inducidas por X ).

En la definicién anterior hemos puesto z“(0) = x;, por conveniencia, pero es obvio que el valor del
pardmetro ¢ en el que se toma la condicién inicial, puede ser cualquiera ¢t = to, siempre que x°(to)
esté definido (i.e.: que sean niimeros reales, no infinito, o niimeros complejos, etc.; véase el Ejemplo
2). Los teoremas habituales de existencia y uncidad garantizan entonces la existencia de soulucién
en un entorno de to, es decir, para valores de ¢ € (to — a,to + a).

Ejemplo 1: Consideremos una variedad M de dimensién 2 (puede ser el plano), y coordenadas
2 = {z', 2%} (que pueden ser cartesianas). Sea X = 9 + cos 2. La congruencia de érbitas de
X seré el conjunto de soluciones del sistema

dat (t) da?(t)

dt =1, dt = COoSs xl

que se puede integrar trivialmente, resultando:
z'(t)=t+c, 22 (t) = sin(t + ¢') + &

Las constantes de integracién c',c® caracterizan las diferentes curvas de la congruencia, asi por
ejemplo si queremos la 6rbita particular a través del punto p de coordenadas = = (le,, mf,) se tiene:

2" (0) = ¢! =z, 2%(0) = sin(c") + ¢ =z
de donde la curva en cuestién resulta ser
a 1 . 1 2 . 1
z(t) = (t + xp, sin(t + x,) + x, — sinz,)

En este caso, las érbitas del campo X estén definidas para todos los valores de t € R; con lo que X
es un campo vectorial completo.

Ejemplo 2: Sea como antes una variedad M de dimensién 2 (en particular el plano), con las mismas
coordenadas 2% = {z',2?} del ejemplo anterior. Consideremos ahora el campo Y = (z1)20; + 5.
Susu 6rbitas vendran dadas por las soluciones del sistema

d$l(t) o 1,2 d.l’2(t) o
@ @) a0
esto es: 1
Ty 204\ _ 2
z (t) = P z(t)=t+c

La 6rbita a través del punto p de coordenadas xj, = (3611,, x%) es en este caso

1

a x
2(t) = (2 b+ a?)
p

y resulta inmediato comprobar que, salvo en el caso en que :cll, =0, el campo Y no es completo
ya que, por ejemplo, si z, > 0 entonces ¢ € (—oco, 1/xzp).

Si el campo X es completo, entonces no hay ningin problema con las propiedades anteriores,
esto es, las ecuaciones tienen sentido para valores cualesquiera de ¢,¢’ y ' y se habla de Grupo
de Transformaciones. Si X no es completo, entonces puede que las ecuaciones anteriores no estén
definidas para ciertos valores del pardmetro ¢, por ejemplo, puede ser que :(p) y 4 (p) existan (i.e.:
wr(p) = 2%(t), gy (p) = °(t') estén definidos, sean niimeros reales), pero que ¢ ¢ (p) no exista (i.e.:
x*(t +t') no esté definido: sea infinito o un nimero imaginario, véase de nuevo el Ejemplo 2). En
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este caso siempre estd garantizada la existencia para valores de t, ¢’ suficientemente préximos a 0 (los
teoremas de existencia y unicidad para las soluciones de las ecuaciones diferenciales lo garantizan),
y en tonces se habla de Grupo de Transformaciones Locales. En lo que respecta a la mecédnica
del célculo de transformaciones, transformaciones inducidas, etc., todo funciona igual en ambos
casos y nosotros no haremos ninguna distincién, tanto mas cuanto consideraremos transformaciones
infinitesimales la mayor parte de las veces; pero conviene tener claro que son situaciones diferentes.

2.2. Transformaciones inducidas sobre vectores y tensores.

En la seccién anterior hemos visto como las funciones ¢; : M — M transforman puntos de la variedad
en puntos de la variedad de un modo determinado (esto es: moviendo un punto una distancia ¢ a lo largo
de la curva integral del campo X que pasa por ese punto). En general, toda funcién ¢ : M — M (esto
es: una funcién que aplica puntos de la variedad en puntos de la variedad) se llama transformacidn
dado que transforma unos puntos en otros; las funciones ¢; para todo ¢ son un caso particular de
transformaciones (a saber: las que vienen de la accién de un grupo G).

Las transformaciones actiian pues de modo natural sobre los puntos de la variedad. Sin embargo se pue-
den definir acciones inducidas sobre todos los objetos que ‘habitan’ la variedad M': vectores, funciones
reales, tensores arbitrarios, etc. La forma en que se definen estas transformaciones inducidas es, como
veremos, la mas natural y simple posible.

Asimismo, dada una funcién real f : M — R, en algunos textos se utiliza la notacién ¢*f (y se lee
entonces pull-back de la funcién f por ¢) para designar simplemente la composicién de funciones, es

decir: o*f = fo.

En lo que sigue definiremos y discutiremos brevemente dichas acciones inducidas para una transforma-
cién cualquiera ¢ (esto es: no necesariamente una de las ; definidas en la seccién anterior), aunque
después lo aplicaremos a los difeomorfismos ¢;. La razén es, eminentemente, de orden practico: concep-
tualmente es lo mismo y resulta méas simple escribir ¢ que ;.

La transformacién definida entre espacios tangentes se llama diferencial de ¢ ( o push-forward) y
se representa por ¢, , mientras que la transformacion inducida sobre los espacios cotangentes, se llama
pull-back de ¢ y se representa como ¢*.

Ejemplo 1: Sea M = R? y supongamos coordenadas cartesianas {z,y}. Consideremos, por ejemplo,
la funcién

©: R2 — R2
(z,y) — olz,y) = (Bz+2y,—2>+y°)

entonces se tiene ¢! (z,y) = 3z + 2y v ©*(z,y) = —* + y°.

Si p es tal que (zp,yp) = (1,1) entonces g = p(p) serd (zq,yq) = (5,0).

N 1 Puede ocurrir también que los puntos p y ¢ estén en cartas coordenadas diferentes, en cuyo
caso las componentes de ¢, esto es ¢® daran las coordenadas del punto ¢ en las coordenadas
definidas en una regién alrededor de dicho punto, pero la mecdnica del calculo es la misma.
Esto es, si alrededor del punto p tenemos coordenadas x = {xa} y alrededor del punto ¢
coordenadas =’ = {:c }, entonces las componentes de ¢ son ¢* y dan las coordenadas del
punto imagen: :Eq = * ( »). Como ejemplo, considérese de nuevo M = R? y una funcién
¢ : R* — R% Supongamos coordenadas cartesianas 2 = {x,y} en una regién del espacio
de partida y coordenadas polares - {p,®} en el espacio de llegada, siendo ¢(x,y) =
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(p(z,y) = 22% + 3y*, ¢(x,y) = « + y); esto significa que ' (z,y) = p(z,y) = 22% + 3y> y
@2'(w, y) = ¢(x,y) = = —y, asi por ejemplo, si p es tal que (zp,yp) = (1, —1) entonces ¢ = ¢(p)
serd (Pq,¢q) = (57 1)"

N 2 Salvo que explicitamente se diga lo contrario, supondremos siempre que los puntos p y q rela-
cionados por ¢ (esto es: ¢ = p(p)) estdn en una misma carta coordenada (esto es: utilizamos las
mismas coordenadas para ambos puntos). De todos modos, y si ello no es asi, no hay ninguna
diferencia conceptual ni ninguna dificultad anadida, sino tan sélo una pequefia complicacién
en la notacion.

2.2.1. Diferencial (push-forward) de .

Sea como antes ¢ : M — M y p,q € M dos puntos tales que ¢ = ¢(p). Consideremos ahora la siguiente
funcién definida entre T, M y T, M = T,y M:

Py TZLM — TompyM

A

de modo que, para cualquier funcién real f : M — R, la derivada direccional de f en ¢ = ¢(p) en la
direccién de Y’, sea la misma (i.e.: tenga el mismo valor numérico) que la derivada direccional de f o ¢
en p en la direccién de Y, esto es:

[?'(f)} ) {?(f o <p)L , para cualquier f (2.13)

es decir : numero = ndmero

Utilizando la regla de la cadena:

a | O _um |99 (@)] [ Of
' [&Ea}w(p)_y |:8{Em L{ama}w(p)

y entonces:

vl = v | 25 (2.14)

que a menudo se escribe también como

oz
jf/a _ ]fm q
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aunque ello puede inducir a error, ya que no tiene porqué haber ningin cambio de coordenadas (i.e.:
puede ser que utilicemos el mismo sistema de coordenadas para los puntos p y ¢), siné tan sélo una
transformacién de puntos.

En el caso de uno de los difeomorfismos ; se tiene:

!
Obviamente, si en la regién en que se encuentra ¢ tenemos unas coordenadas =z’ = {z® } distintas
de las de z = {z°} que hay alrededor de p, las expresiones anteriores son simplemente:

Y, =Y'" 0,y siendo Y'¥(q) = {&gmf)} Y™ (p).
p

Fijémonos que ¢. es una funcién lineal que viene representada, en las bases {0,|p} v {9alp} por la
matriz

0e = [(p)3], con ()5 = [821(::)] , yentonces Y%(q) = (2:)3Y"(p).

Ejemplo 2: Para la funcién ¢ definida en el Ejemplo 2.1, esto es o(x,y) = (3z + 2y, —z> +4°) y
los puntos p: (2p,4p) = (1,1) y ¢ =(p) : (2q,yq) = (5,0), si Y = (20, + 30y), se tendrd

Vi) =y [2E0) wvi) [2E0] —aasaon

P %y
Y2(g) = Y'(p) [Oso 8(?1/)} Y2 (p) {5‘90 g;,y)

Le. Y] =(120,+28,)

} =2.(-2)+3-2=2

q°

2.2.2. Pull-back de ¢.

Con la misma notacién de antes, consideremos ahora T, M* y T,y M* = T; M* y la funcién:

p* Tw(p)M* — T,M*
0, — (90, = 0;,

definida de modo que el valor numérico de 8, = (¢*0,) € T, M* cuando actia sobre un vector cualquiera

)7,, € T, M sea igual al valor numérico de 8, cuando actia sobre el vector }7;’ = (go*}7p) € T, M, esto es:

[01’, (}_’;,)} = 6, (}7(1’) =0, ((p*}_}p) para cualquier Y, (2.15)
es decir : nimero = numero (2.16)

Procediendo de manera semejante al caso anterior tenemos



38 CAPITULO 2. TRANSFORMACIONES Y SIMETRIAS

bl’
%@mmwag%MMﬁ<wwﬂ%§f}&@7

%@wwz%@wwfﬁﬁ}wm%
0, (p) = O (q) [8?;5@} . (2.17)

’7
Como en el caso anterior, si en la regién en que se encuentra g tenemos unas coordenadas =’ = {z* }
distintas de las de z = {z®} que hay alrededor de p, las expresiones anteriores son:

0, = Oa(p)dzy, siendo 6,(p) = bur(q) [agxf{r)} :
p

Como antes, ¢* es una funcién lineal cuya matriz es, en las bases {dz®|,} y {dz®|,}:

o _ {&ﬂ“(w)

¢ =195, eon ()= | 2550 L yentonces 6400) = (7))

esto es: p* = (p.)! donde la t indica transposicién.

2.2.3. Pull-back de un Tensor arbitrario.

Hasta ahora hemos visto que dada una transformacién ¢ : M — M, ésta induce una transformacién
(push-forward, ¢..) entre T, M y T, M, y otra transformacién (pull-back, ¢*) entre T,M* y T,,M*, siendo
en ambos casos ¢ = ¢(p).

Las definiciones anteriores se pueden generalizar a tensores cualesquiera de modo inmediato; y la apli-
cacién se llama genéricamente pull-back. Veamos algunos casos.

1. Supongamos que 7}, es un tensor contravariante de orden 2 en el punto p, es decir:
T, = Tab3a|p ® Olp
se define entonces el tensor T, = *(T},) como
" (T Balp @ Oolp) = T (20a)g ® (9+0s)q

Como resulta inmediato comprobar? se tiene

Dp° ] [&pd
P

T, = ¢"(T) = 7 (p) [81‘“ axb} Oclq ® Oulq
P

2Péngase por ejemplo da|p = Yp, se tendrd o« (Yp) = Y/¢8c|q, donde Y'¢ = [9p¢/8z™],Y ™ (p), pero Y™ (p) = 67 de
donde ¢« (0a) = [0p°/0z%]p.
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. Procediendo de modo anélogo, para un tensor covariante de orden 2, definido en el punto ¢, T,
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esto es

\ . . . o [00°] [0y
;= ') = T 0, 0 04, siendo T =10) |52 5]
p p

o equivalentemente

1) =T (o) () sendo ()= | 219)

0
ox® v

q
se tiene T) = ¢*(T,) tal que

* c 1 0" 0 :
T, = ¢*"(T,) = Tla(p)da‘l, © da”),, siendo Te’d@):Tab(q){a@c} [fﬂ
o1y, LOTT ],

es decir
1a(p) = Tap(a) (9) 5 (¢")g  donde  (¢") = (1) (2.19)

. Para un tensor mixto de tipo (1,1) definido en p, T, = T2(p)0a|p ® dz®|, resulta

* : C a a i a -t b
Ty = ©*(T,) = T (@)0elq ® dxla, siendo T (q) = Ty (p) ia oe T d)
O P Oz »(p)

La expresién anterior resulta poco adecuada para el calculo puesto que contiene la matriz de las
derivadas de ¢! en el punto ¢ = ¢(p), mientras que las otras cantidades estdn evaluadas en p.
Utilizando el teorema de la funcién inversa se puede reescribir de un modo més conveniente; asi,

si ponemos
[0(¢‘1)b]
d
Ox ®(p)

el teorema de la funcién inversa implica

{(‘p_l*)db

} »(p)

siendo

con lo cual la expresién anterior queda

b

Tita) = T o) (o) (07 (2:20)

donde todas cantidades que aparecen en el segundo miembro estan calculadas en el punto p.
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2.3. La derivada de Lie formal e informalmente.

En lo que sigue, X=X ?(x)0, designard un campo vectorial definido en M y que representaremos
por X o X segln convenga, es respecto a este campo que definiremos la derivada de Lie de un campo
tensorial cualquiera. Asimismo, y siguiendo la notacién y definiciones establecidas en la seccién anterior,
{¢+} designardn las transformaciones inducidas por el campo X. Se tiene entonces

Definicién 24 Sea un campo tensorial de tipo (p,q) cualquiera T(z) = T ()0, ® -+ @ da® @ - - -
definido sobre M, su Derivada de Lie respecto a X esel campo tensorial

LoT(x) = 51390% [T'(z) — T(2)] (2.21)

donde T'(z) = (¢* 5,(T)) (z) y se ha explicitado la dependencia en las coordenadas x de los campos T’
y T para indicar que estdn evaluados en el mismo punto.

De la definicién anterior es claro que el resultado de tomar la derivada de Lie de un tensor es otro
tensor del mismo tipo, puesto que se trata de la resta de dos tensores multiplicada por el escalar (5t) 1.
Asimismo y teniendo en cuenta las definiciones de ¢}, (1) para los diferentes tipos de tensores (basta con
considerar transformaciones infinitesimales), se tiene para un campo tensorial cualquiera T} definido
sobre M y en unas coordenadas arbitrarias @ = {z%}:

LT =T WX =T X0, — o 4 T8 X 4 (2.22)

, M

Fijémonos que aparecen signos — para los indices contravariantes y + para los covariantes.

Veamos como ejemplo el caso de un campo de vectores 17(36) = Y%x)0,. Dado que tendremos que
trabajar con transformaciones inversas (i.e.: ¢_s;), pondremos & = p_s:(@se(z)). A efectos de simplificar
la notacién escribiremos ¢_s.(Y) =Y.

Paso 1 Dado Y (z), calculemos Y'(z) = Y’ (p_s:(0s¢(x)), tendremos:
o2 s ]
O™ Jpst(z)
Iz — otX*)]

oxm

V() = Y (oo (050(2)) ale = Y™ (030(2) [ Duls =

Y™ (2 + 6tX(x)) [ Oalz =

s ()
vy 4ot | 2| xe() ) [oe — ot | 9%
ox¢ |, | Ox™ 0se(2)

7]
dzm pst(x)

estd evaluado en el punto s (x)), para expresarlo en x desarrollamos en serie de Taylor alrededor
de x, de modo que se obtiene (despreciando términos O(5t?)):

El término

= X% (05t(2)) = X%, (2 + 6t X (x))

X‘Tm(xd + (5th(3:)) = Xam(:r) + (StX‘fme(a:)Xe(x)
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substituyéndolo en las expresiones anteriores y realizando las operaciones indicadas se tiene:

,m

V'(z) = {Y“(:c) + o[V X - XY™+ O(5t2)} Dals

Paso 2 Efectuemos la resta Y'(z) — Y (z), se tiene:
V'(z) — V(z) = {5t Yo, x™ - X% Y™ 4 O(5t2)} Dale

Paso 3 Dividiendo por dt y tomando el limite cuando tiende a cero se tiene, en un punto cualquiera x:

LY = (Yo X™— X% Y™,

Veamos a continuacion las propiedades que posee la derivada de Lie asi definida. Todas ellas son faciles de
demostrar por lo que nos limitaremos a enunciarlas. En todo lo que sigue, a, b, - - - designaran constantes
y Ty, Sy, ete. designardn tensores arbirarios
1. Linealidad: L (aT}" +0S87) =a LTy +bL S
2. Leibnitz: £ (T2 - S57) = (LgTe) S5 + T (L5S57)
3. Preserva el tipo de tensor: la derivada de Lie de un tensor de tipo (p,¢) es también un tensor de
tipo (p, q).
4. Conmuta con la contraccion: L ¢Tg. = 0y LT,
5. Para los campos escalares (i.e.: funciones o campos tensoriales de orden cero) se tiene: L¢f =
X™f m.
Veamos a continuacién la ecuacion (2.22) particularizada a campos de vectores, 1-formas y tensores de

orden 2 covariantes y contarvariantes, y tensores mixtos (1,1).

Campos de vectores.
LYo =Ye X™_ X ym = [X,?r (2.23)

La 1ltima expresion, [X , 17'], se denomina conmutador o paréntesis de Lie de los campos X y Y. A
menudo resulta ttil, para evitar confusiones y errores de manipulacion, escribir W = LY = [X,Y], y
entonces las expresiones (2.23) resultan claras: W =Y X — X9 Y™ = [)? , 37]“

Fijémonos que se verifica [)? , )7] = 7[}7, X ]. Asimismo, es ficil comprobar (aunque resulta tedioso), que
dados tres campos vectoriales cualesquiera, X,Y, Z se tiene:

[X', [?ZH + [Z [)?17” n [57, [Z X’H —0 (2.24)

La ecuacion anterior se denomina Identidad de Jacobi.

Campos de 1-formas.
L300 =04mX™ + X" 0m (2.25)
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Tensores covariantes de orden 2.

‘CX‘ ab — T’ab,mX"L + T?rLbXTZ + Ta'mX% (226)

Tensores contravariantes de orden 2.

LT =T% X™ —T™ X —T"X" (2.27)

,M

Tensores mixtos de tipo (1,1).

LTy =T¢, X™ =T X, +Te X", (2.28)

2.3.1. La derivada de Lie en coordenadas adaptadas.

Veamos a continuacién una introduccién informal para la derivada de Lie con respecto a un campo X.
Lo presentaremos para el caso de la derivada de Lie de un campo de vectores Y, pero el procedimiento
es inmediatamente generalizable a un tensor de tipo arbitrario.

Notemos que si X = Oe, esto es: X = 62 (i.e. X es el campo tangente a la curva coordenada z¢ que
pasa por cada punto), la expresién (2.22) se reduce simplemente a:

LTyl =Ty . (2.29)
esto es: la derivada de Lie coincide con la parcial.

Se puede demostrar el siguiente resultado:

Proposicion 2 Sea X un campo vectomal tal que, en un punto p € M dado, X( ) # 0. Entoces existe
un sistema de coordenadas x' = {x e } en un entorno de p tal que X = 0. Se dice entonces
que las coordenadas ' estdn adaptadas al campo X.

Dem.: Lo anterior se verificara si y sélo si X*9, = dy/, esto es, si y sélo si el sistema

oz
ox¢

/ / /
¢ =47, a=1,---,n

tiene solucién. Pero esto estd garantizado en un entorno de cualquier punto p por los teoremas de
existencia de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales, siempre y cuando X¢(p) # 0 para
alguna ¢ = 1,--- ,n. Notemos que en el sistema anterior X¢(x) son datos y las incégnitas son las

7

funciones #* =z (z',--- ,z"). O
A partir del resultado anterior se tiene para los campos X y Y:

/ / 0x° P Y 0x°
Xa - 6[1/ XC = — Ya = Ym YC =
1 ozl’ ozm ’ oz

yY (2.30)

En las coordenadas z’ se tendrd, de acuerdo con la ecuacién (2.29),
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LY =Y 00

/ / . —
Pongamos Y¢ = T para mayor comodidad y calculemos T%, esto es, LzY en las coordenadas =
1 Yy y 9 ) X

originales:
dx™
X°0, y?

L (Ym’) 9z <aym’> 9z
m

= oam = o™ ~ oz \ Bzt | T oxm
9z | 92z™
yb xe xey? 2.31
et oz l@xcaxb ( )

para calcular el segundo sumando en la expresién anterior, consideremos:

d | 0z0 9z™
T xe| = xo
Oxb [83&’”' Oz¢ ] b

desarrollando la derivada indicada en el primer miembro e igualando con el segundo se tiene
9z | 9™ 9 ( 9z (0™
- [ Xe=-—" (= X
Ax™ [Bmcﬁxb] b <8mm'> ( dxc )

pero de (2.30) se tiene que

ox™' / ox®
X¢ =g =X
< ox° ) ! Y oV

con lo que se tiene

oz | O™ e — RS
ozx™ | OxcOx? T Qab

y substituyendo finalmente en (2.31) se obtiene
LgY = (Y9,X™— X% Y™) 0,

2.3.2. La derivada de Lie y el pull-back de un tensor cualquiera.

La definicién de derivada de Lie dada por la ecuacién (2.21), da lugar a una expresién formal para el
pull-back de un tensor cualquiera de modo muy simple. De la expresion

LoT(x) = 613310% [T (z) — T(2)]
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se tiene que para 6t — 0,

T'(z) =T(x) + (0)LgT(x) = (1+ (0)Lg) T(z),  T'(zx) = (p2s(T)) (2)
Dada una transformacion finita correspondiente a un parametro ¢, oy, ésta se puede imaginar como la

composicién de infinitas transformaciones infinitesimales como la anterior, poniendo 6t = t/N cuando
N — o0 se tiene entonces

N
I — 14 L = elfx
T (z) = A}Enoo <1 + N£X> T(x) =e"xT(x)

esto es

o equivalentemente, cambiando ¢ por —t:

(¢i (1)) (z) = e T(x) (2.32)

donde exp(—tL¢) debe entenderse como la serie de Taylor que define la funcién exponencial para el
argumento indicado (esto es, el operador —tL ). La expresién anterior resulta 1til para determinadas
aplicaciones.

2.4. Simetria de un tensor.

Basandonos en la idea de derivada de Lie como generalizaciéon de la idea de derivada direccional, y
en particular en la expresién de ésta en términos de coordenadas adaptadas al vector X , generador
infinitesimal de las transformaciones {¢;}, resulta intuitivo dar la siguiente definicién de invariancia o
simetria de un tensor 7"

Definicién 25 Se dice que el campo tensorial T es inwvariante bajo el grupo G, o que G es el
grupo de simetria o de invariancia de T, si y solo si

LT =0 < ¢;T=T paratodot (2.33)

donde X designa al generador infinitesimal de G.

Fijémonos que la definicién anterior, en coordenadas adaptadas a X, es simplemente

Ty
oxl

= 0
=0 iendo X = —
, siendo 9l

lo cual se puede interpretar diciendo “T:" no depende de la coordenada z'”0 bien “es invariante bajo
traslaciones a lo largo de las curvas coordenadas z'7, etc.
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2.5. Grupos de Lie r-paramétricos.

Hast ahora hemos estado considerando grupos a un parametro. Ocurre a menudo que los grupos de
transformaciones que interesan son grupos de Lie r-paramétricos. La teoria completa es relativamente
compleja, por lo que aqui trataremos de exponer tan sélo las consecuencias que seran de interés para
nosotros siguiendo en todo momento una aproximacién semejante a la seguida en el caso de los grupos
uniparamétricos.

Supondremos en lo que sigue que G es un grupo de Lie parametrizado de forma que sus elementos son
funciones C* de r pardmetros t4, A =1,--- ,ry asi escribiremos g = g(t4) para todo elemento g € G.
Supondremos ademds que g(t4 = 0) = e, el elemento neutro del grupo (esto siempre es posible).

Definicién 26 Se dice que G actia como un grupo de transformaciones de la variedad M si existe una
funcion:

d: GxM — M
(9,p) — @(9,p) =¢yp)=p

tal que {¢4, g € G} es un grupo de difeomorfismos bajo la operacién composicién (esto es: pg 0 g =

Pg-g')-

Como en el caso de los grupos a un pardmetro, G y {¢4, g € G} son grupos isomorfos y cuando no
haya riesgo de confusién nos referiremos a cualquiera de ells como el grupo G o bien el grupo G de
difeomorfismos, etc. Més tarde sin embargo, serd conveniente distinguir entre G y {¢4, g € G}, en cuyo
caso nos referiremos a éste tltimo como el grupo S; es decir S = {g,, g € G}.

2.5.1. Generadores infinitesimales y Orbitas.

Como en el caso de los grupos 1-paramétricos, consideremos las coordenadas del punto transformado
P = ¢q(p) = ®(g,p):

19) = 9 (o(0)270) = 9°0.0) + | T | o) =
)+ | F5D)  lT o) -
(1 +tp [%gti z ) p)+ O(2)
p, t= O

asi, para transformaciones correspondientes a valores infinitesimales de ¢4 tenemos

(5) = P (2(0)) = (1 L otp [“’gfé@] B 8;;) 2°(p)

- (l iy &BXB> #(p) (234)

B=1
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y entonces los vectores de T, M:

o™ (t, x)
otp

8 m
} Omly = [W] Omlps B=1,- .1 (2.35)
p, t=0 Ity p, t=0

XB = |:
se denominan generadores infinitesimales de G (en p). Si consideramos el conjunto de estos ge-
neradores infinitesimales para todos los puntos de la variedad M, obtenemos r campos vectoriales de
generadores infinitesimales en que las componentes de cada uno de ellos son, en general, funciones de
las coordenadas. Como es habitual, abusaremos del lenguaje y llamaremos también a estos campos
generadores infinitesimales de G.

Los campos X g son linealmente independientes; sin embargo, si consideramos A(p) C T, M, el subespa-

cio vectorial generado por X1 (p),--- , X,(p), es claro que dim A(p) < r < dim T,M(= dim M) = n. esto
es: cuando particularizamos a un punto p los vectores resultantes en ese punto pueden ser linealmente
dependientes. Notemos que dim A(p) = rango(Xy,- -, X,),.

Definicién 27 Se llama Orbita de G a través de p € M, al conjunto de puntos de la variedad que
se pueden alcanzar a partir de p mediante una transformacion ¢, para algin elemento g € G; esto es

Op ={qe M : existe g € G p4(p) = q} (2.36)

Se puede demostrar entonces:

Teorema 4 Dado un grupo de Lie r-paramétrico de transformaciones actuando sobre la variedad M,

con (campos de) generadores infinitesimales XB7 B =1, -+ r definidos mds arriba:
1. Para todo elemento g € G, existen valores de los pardmetros t1,--- ,t, tales que:
2(p) = @y(a(p) = (241 %0) at(p) (2:37)

2. Las drbitas son subvariedades de M y dados dos puntos p,p’ € M se tiene que, o bien O,NO, = 0,
o0 bien O, = Oy ; esto es: o son iguales o son disjuntas (no tienen puntos en comin).

3. Los campos X5 son tangentes a las orbitas en cada punto.

4. Sila dimension de las drbitas es la misma para todos los puntos de la variedad (lo cual es asi salvo
en puntos/casos especiales) entonces dim O, = dim A(p), y se tiene T,0, = A(q) para todo punto

q € Op; y por lo tanto dim O, = mngo()fl7 L X )p-

5. Los campos XB verifican [XA,)?B] = Cﬁ%)zM donde C’%B € R son constantes llamadas cons-
tantes de estructura del grupo G y verifican:

) Clfy = ~CHy

b) Identidad de Jacobi: CA-C%), + CAC$ 5 + O CS, =0

N 1 El espacio vectorial generado por los campos de generadores infinitesimales, junto con el paréntesis
de Lie considerado como una operacién interna (i.e.: el resultado de operar dos campos de vectores
en ese espacio vectorial es siempre un campo vectorial en ese espacio) es una estructura matemética
que se llama Algebm de Lie.
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Lo anterior es muy 1til cuando se trata de escoger sistemas de coordenadas especiales, adaptados a
determinados propésitos; asi por ejemplo, del hecho que las 6rbitas sean subvariedades se sigue que se
pueden escoger coordenads adaptadas a ellas; esto es, si dimO, = m < dim M = n se pueden tomar
coordenadas z',--- , 2™,y - -,y ™ de modo que las érbitas sean precisamente las subvariedades
dadas por y',--- ,4" "™ = constante. El que los generadores infinitesimales sean tangentes a las érbitas
implica que, en esas coordenadas:

X4 :Xf‘(g;i’yj)@

y la dependencia de las componentes de los campos vectoriales X ﬁ(xi, y7) en las coordenadas 37, j =
1....

,-++ ,n —m viene restringida por las ecuaciones [XA, XB} = C%BXM, etc.

La demostracién del teorema anterior es larga y, hecha con todo rigor, relativamente complicada; sin
embargo resulta relativamente simple justificar los puntos més importantes a partir de los desarrollos
llevados a cabo en el caso de los grupos a un pardmetro:

De la expresién (2.34)se tiene que @y(s¢) es un difeomorfismo correspondiente al elemento del grupo
cuyos valores de los pardmetros son 0ta; i.e.: g = g(dt1,---,0t,). Para valores finitos y fijos de
los pardmetros ta se tiene g = g(t1, - ,t-) y el difeomorfismo correspondiente ¢y;) se puede
imaginar como como la superposicién de infinitos difeomorfismos infinitesimales correspondientes
ag = g(ti/N, - ,tr/N) cuando N — oo, as{ tendremos, como en el caso de los grupos a un
parametro:

z%(p) = @Z<t>(m(p)) = lim (1 + % Z tBXB> z*(p)

N —oo
B=1

y por tanto, y siempre que tenga sentido
2(5) = (¢¥) 2"(p) (2.38)
donde . . N
Xp = BZ:1 tsXp = BZ te {(%Tm} o (afm)p (2.39)

=1 tB

Claramente, esto se puede hacer para todo elemento g idel grupo y su correspondiente difeomorfismo
(pg; también vemos que si se considera la cura prametrizada por ¢,

2 (1) = (e”?p) 2% (p) (2.40)

tenemos z%(t = 0) = z%(p), z*(t = 1) = 2%(q), z*(0 < ¢t < 1) coordenadas de los puntos entre p
v ¢,y z%(t > 1) si estd definido, describe puntos a lo largo de la curva que pueden ser alcanzados
a partir de p aplicando los difeomorfismos @y, ,... 11,y siempre y cuando esto tenga sentido, es
decir, si g(tt1,--- ,tt,) existe (esto dependerd de cémo estén definidos los elementos del grupo en
térmonos de los pardmetros t1,- - - ,t,, 0 en otras palabras, de cudl sea el rago de estos pardmetros).
Se tiene ademds que X = h— tpXp con X(t =0)= )_('p es el campo de velocidades de esta curva.
Estamos pues, en una situacion anéloga a la del caso de los grupos uniparamétricos y de hecho, se
puede decir que X esel generador infinitesimal de un subgrupo uniparamétrico del grupo G.
Notemos que para un elemento dado del grupo, g(ta), siempre podemos pensar en el subgrupo
uniparamétrico que genera de la manera que hemos descrito:

1. Consideramos ¢4(ta) y el punto transformado p; i.e.: z%(p) = @5 (ta)(z(p)).

2. Escribimos ¢g(t4) como ¢g(ta) = 627) para X, = > B tB)_('B y XB dados por la ecuacién
(2.35).

3. Consideramos z*(t) = (e”?p> 29(0), 0 Py(tty.... 1) = (etXP>.

4. El campo vectorial X = > hy tBXB, para valores fijos de t1, - - - , ¢, es el campo de velocidades
de la curva anterior (i.e.: da el vector tangente a esa curva en uno cualquiera de sus puntos).
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De aqui se sigue que las curvas z°(t) = (et)?) 2%(0) para todos los posibles X estan contenidas

dentro de la érbita y por tanto )?(q) = )?q es tangente a la érbita para cada punto g de ésta (ya que
X ¢ es simplemente el vector velocidad de la curva en q), y en particular esto también se sigue para
los generadores infinitesimales XB, B =1,---,r. De hecho, uno puede imaginarse (localmente) la
orbita O, del modo siguiente:

» Calculamos Xp en p (vectores).
= Consideramos A(p) = span{X1,---, X,}.

» Consideramos todas las curvas de la forma z*(t) = (et)??) 2%(p) para X, € A(p). Los puntos

sobre esas curvas forman la érbita O,.

Esto implica que los vectores generadores infinitesimales del grupo son tangentes a las érbitas en
cada punto de éstas y por tanto, los campos de generadores infinitesimales son campos vectoriales
tangentes a estas drbitas.

Si la dimensién de las 6rbitas no es constante entonces hay que ir con un cierto cuidado: supongamos
que existen puntos p,p’ € M (en érbitas diferentes) tales que dim O, < dim Oy, esto implica que
alguno(s) de los generadores se hace cero en p’ (punto fijo) y las afirmaciones sobre sistemas de
coordenadas, etc. ya no son necesariamente validas, aunque dependiendo de la naturaleza de las
transformaciones que G implementa existen técnicas especiales que permiten establecer sistemas de
coordenadas bien adaptados en entornos de tales puntos.

La aproximaciéon que hemos presentado aqui es la ‘standard’ en la cual la accién del grupo es
global; i.e.: the difeomorfismos ¢, son globales: aplican toda M biyectivamente sobre si misma
(los dominios y rangos de todos los difeomorfismos son M). Los generadores infinitesimales Xa
son entonces globales (definidos en todos los puntos de M) y completos como campos vectoriales
(sus curvas integrales, parametrizadas por un pardmetro arbitrario s, estdn definidas para todos los
valores de dicho pardmetro: s € (—oo, +00)).

Se puede también empezar con un algebra de Lie de dimensién finita de campos de vectores globales
y completos. Cada uno de ellos da lugar entonces a un grupo uniparamétrico de difeomorfismos
globales tal y como ocurre en el caso de los grupos uniparamétricos (i.e.: p:(p) mueve a lo largo
de la curva integral de ese campo de vectores una distancia ¢t empezando desde p). En este caso
el segundo teorema fundamental de Lie asegura que estos campos vectoriales son los generadores
infinitesimales de un grupo de Lie que actia sobre M globalmente; véase M Crampin, F.A.E. Pirani,
Applicable Differential Geometry”, London Mathematical Society Lecture Note Series 59 Cambridge
University Press (1986) para una demostracién.

Esta aproximacién: accién global de un grupo de Lie (difeomorfismos globales que implican a su vez
generadores infinitesimales completos y definidos globalmente), o equivalentemente un algebra de
Lie de campos vectoriales globales y completos que da lugar a un grupo de Lie que actia globalmente
sobre M, es muy elegante y clara, pero relativamente restrictiva en lo que respecta a las situaciones
de interés en Relatividad General. Habitualmente se trabaja con la version local de esto: el dominio
y el rango de los difeomorfismos ¢, no son necesariamente toda la variedad M, sino subconjuntos
abiertos de ésta que la recubren totalmente; lo cual concuerda mucho méas con el espiritu de la
Fisica en que todas las observaciones, medidas, etc. son necesariamente locales.

Un campo vectorial dado, X , definido globalmente (aunque no necesariamente completo) define un
grupo uniparamétrico local de difeomorfismos de modo natural (véase el final de la seccién sobre
grupos uniparamétricos en este mismo capitulo).

Un campo vectorial local es tal que sélo estd definido sobre alguna regién abierta U C M,
y da lugar a lo que se conoce como grupo l-paramétrico local de difeomorfismos locales
{¢¢, t € (a,b)} cuyos dominios son U y cuyos rangos para cada t son ¢¢(U) C M, también abiertos.
Desde el punto de vista de la ‘mecdnica’ de las transformaciones de puntos y transformaciones
inducidas, etc. todo funciona igual que en lo expuesto méas arriba, pero de be tenerse cuidado
puesto que ¢:(p) puede no estar definido pra determinados valores de t y/o ciertos puntos p € M,
y lo mismo vale para las funciones diferencial y pull-back.
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Véase, G. S. Hall, Class. and Quantum Grav. 20, 4067-4084 (2003) y G. S. Hall, Gen. Rel. and
Grav. 30, 1099-1110 (1998) para discusiones rigurosas de éste y otros tépicos.

En lo sucesivo, y cuando no sea preciso hacer ninguna referencia a la estructura de grupo de de un
determinado conjunto de tranformaciones, haremos todas nuestras afirmaciones con respecto a grupos
uniparamétricos de transformaciones por motivos de simplicidad.
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Capitulo 3

El caso de la Cosmologia Relativista.

3.1. Los espaciotiempos como variedades.

Com es bien conocida, la teoria de la Relatividad General describe la interaccion gravitatoria de modo
geométrico basandose para ello en el Principio de Equivalencia y el de Covariancia General.

Béasicamente y a nivel muy rudimentario, la situaciéon puede describirse como sigue: todos los puntos
de una determinada regién del espacio donde existe un campo gravitatorio, y sus historias a lo largo
del tiempo, tiene estructura de variedad diferenciable de dimensién 4 (3 dimensiones de espacio y 1 de
tiempo) sobre la que hay definida una métrica g tal que, en cada punto, la matriz que la representa se
puede reducir, mediante un cambio de base, a la forma de Minkowski; esto es: g(p) = diag(—1,1,1,1).
Dicha variedad se llama espaciotiempo y sus puntos sucesos. Las particulas que se mueven sometidas
tan s6lo a la influencia del campo gravitatorio se mueven a lo largo de geodésicas causales (i.e.: tipo
tiempo si son particulas con masa diferente de cero y tipo nulo o luz si son particulas de masa nula),
esto es: en unas coordenadas arbitrarias x® y siendo s la longitud a lo largo de la curva en el caso de
las particulas con masa
d%x® o dzb dz¢ dz®

re 2 @ _ - uuy = —1,0 3.1
d52+bcds ds ’ Y uu (3.1)

donde @ = u*d, es el campo de velocidades a lo largo de la curva. La interpretacién clasica es que el
campo gravitatorio (consecuencia de la existencia de materia-energia en alguna regién del espaciotiempo)
curva dicho espaciotiempo alejandolo del de Minkowski que se llama plano. La medida de dicha curvatura
la da el tensor de Riemann (o de curvatura), R%_,, que se calcula a partir de las primeras y segundas
derivadas de la métrica (véase cualquier texto de Relatividad General), si resulta que R%_;, = 0 en una
region abierta del espaciotiempo, entonces existen coordenadas en las cuales la métrica g se escribe
como la métrica de Minkowski (espaciotiempo plano). El tensor de Riemann se puede descomponenr
como

1 R
Rapea = Caped + 5 (gacRbd = goeRad + goa Rac — gadec) - ﬁ (gacgbd - gadgbc) (32)

siendo C',, el llamado tensor de Weyl, Ry, = ¢g""" Rypanp €l tensor de Ricci y R = g™ Ry, el
escalar de Ricci. La relacion entre el contenido material del espaciotiempo, representado por su tensor

o1



52 CAPITULO 3. COSMOLOGIA

impulso-energia T,; y la curvatura viene dada a través del tensor de Ricci mediante las ecuaciones
de Einstein

R G

Rab - §gab = CTTab (33)

donde el primer miembro R, — ggab = (4 constituye el llamado tensor de Einstein, y G y ¢
representan respectivamente la constante de la gravitacién universal y la velocidad de la luz en el vacio.
Nosotros utilizaremos en lo que sigue unidades geometrizadas en las que 87G/c? = 1.

Una solucién de las ecuaciones de Einstein es cualquier métrica g que verifica dichas ecuaciones
para un cierto contenido material (i.e.: un cierto T,p), que en particular puede ser el vacio Ty, = 0, lo
cual a su vez implica R,, = R = 0. Obviamente, si ¢ = n (métrica de Minkowski) se tiene Ry, = R = 0,
pero como es bien conocido el reciproco no es cierto, i.e.: existen soluciones del vacio que no son planas,
como por ejemplo la solucién de Schwarzschild.

En general, encontrar soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein es dificil, por lo que se hacen
determinadas suposiciones simplificadoras. Histéricamente, el tipo de hipétesis simplificadoras que mas
se han empleado han sido sobre la simetria; esto es: se ha supuesto que la métrica (u otros tensores
relevantes) tienen determinadas simetrias en el sentido explicado en el capitulo anterior. As{ por ejemplo,
de suponer que la métrica es esféricamente simétrica, se sigue muy rapidamente que existen coordenadas
{t,r,0,6} en las que ésta se puede escribir como

ds* = —A%(t,r)dt* + B(t,r)dr? + Y?(t,r) (d? + sin® 0d¢?) (3.4)

y ain maés: las coordenadas t,r se pueden definir de modo que A= B oqueY =rB,oaun Y =71 si
Y2y, > 0.

En lo que sigue nos interesaran principalmente soluciones tales que la regién del espaciotiempo que
describen sea el Universo entero y como un todo aunque descrito a gran escala (i.e.: los ‘puntos’ de la
variedad son del tamano de ctimulos o supercimulos de galaxias). Ni que decir tiene que obtener una
solucién tal es imposible a menos que se hagan grandes hipétesis simplificadoras. Cuando estas hipotesis
simplificadoras tiene que ver con la simetria, se llaman Principios Cosmoldgicos, y las métricas que de
ellos resultan para determinados contenidos materiales (que a veces vienen determinados por las propias
restricciones de simetria, tan fuertes pueden éstas llegar a ser) modelos cosmoldgicos. En la seccién que
sigue veremos estos conceptos con un poco mas de detalle.

3.2. Modelos Cosmolégicos, Principios Cosmolégicos y Pre-
juicios Geométricos.

Resulta interesante tratar de definir que entendemos por modelo cosmoldgico. Sorprendentemente, no
existen en los textos cldsicos de Relatividad, definiciones de este concepto. Aqui utilizaremos la siguiente
definicién’

LJMM Senovilla (1996). In Recent Developments in Gravitation and Mathematical Physics, Proceedings of the 1st
Mexican School on Gravitation and Mathematical Physics, A Macfas, T Matos, O Obregén and H Quevedo eds. (World
Scientific, Singapore).



3.3. ISOMETRIAS EN PRIMERA APROXIMACION. 53

Definicién 28 Un modelo cosmoldgico es cualquier espaciotiempo que contiene materia adecuada en
todos sus puntos, que se estd expandiendo en alguna region durante algun periodo de tiempo y que explica
la mayor cantidad posible de evidencias experimentales.

Como ya hemos indicado en la seccién anterior, la mayor parte de estos modelos cosmolégicos provienen
de asumir determinadas restricciones geométricas, en gran parte en forma de hipétesis sobre las simetrias
que tiene la métrica, junto con otras hipdtesis relativas al tipo de materia que contiene el Universo.

La primera parte, esto es: las restricciones geométricas es lo que en general llamamos Principios
Cosmolégicos, aunque bien podriamos llamarlos también prejuicios geométricos.

En la seccién describimos y analizamos con un cierto detalle las hipétesis geométricas que subyacen en el
denominado Principio Cosmolégico estindar que conduce directamente al llamado modelo cosmoldgico
estdndar cuya métrica se llama de Friedmann-Robertson-Walker (FRW).

3.3. Isometrias en primera aproximacion.

Recordemos que dado un grupo G que actia sobre una variedad M como grupo de Lie de transforma-
ciones, se dice que G es el grupo de simetria de un determinado campo tensorial T si £ ., =0 siendo
X A, A=1,---,r los generadores infinitesimales del grupo. Alternativamente, si ¢;7 = T para todos
los difeomorfismos ¢, : M — M asociados a todos los elementos g € G. Recordemos que el conjunto
de todos estos difeomorfismos formaban un grupo con la operacién composicién de funciones, que era
idéntico (isomorfo) a Gy normalmente llamdbamos también G.

A partir de ahora llamaremos S a dicho grupo; es decir:

S ={p1, : M — M, tales que g(ta) € G}

y llamaremos igualmente a los campos Xl, e ,Xr generadores infinitesimales de S y las referencias
al grupo original G serdn practicamente inexistentes. Fijémonos que hemos puesto ¢;, en lugar de ¢,
puesto que nos interesard esencialmente la dependencia en los pardmetros ¢4 del difeomorfismo g4, y
no el elemento g del cual proviene; es mas, en lo sucesivo prescindiremos incluso de la referencia a los
pardmetros t 4 siempre y cuando no sea preciso referirnos a ellos, y asi hablaremos en general del grupo
de simetria S del tensor T como el conjunto

S={p: M — M tales que p*"T =T}

entendiendo que tiene estructura de grupo con la operacién composicién. Alternativamente:

S={¢: M — M tales que Lz T= 0}, XA, A=1,---,r generadores infinitesimales de S.

En el caso de la cosmologia, las simetrias que nos interesaran son las simetrias de la métrica g o
isometrias, esto es: el conjunto S de transformaciones (difeomorfismos)

S={p: M — M tales que ¢*g =g} (3.5)
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o bien, si X4, A=1,---,r son los generadores infinitesimales de S

la cual se escribe, en unas coordenadas cualesquiera z® y abusando de la notaciéon

L)‘(’Agab - O (36)

Se dice entonces que los campos X 4 son los Vectores de Killing (de la métrica g), que generan
el grupo de isometrias S de la métrica g. Utilizaremos la abreviatura KV para referirnos a uno o
varios vectores de Killing. Hablaremos también del algebra de Lie de KV, esto es, el espacio vectorial
generado por los XA, A=1,--- 7 junto con el paréntesis de Lie: [XA, )?B] = C%B)?Nh y CAL son las
constantes de estructura.

Si X es un KV entonces se tiene, en unas coordenadas cualesquieras:

['X’gab =0« Xa;b + Xb;a =0 (37)

donde el punto y coma representa la derivada covariante. La ecuacién anterior recibe el nombre ecuaciéon
de Killing. Recordemos que en coordenadas adaptadas al KV X, esto es, coordenadas tales que X = 0
la ecuacién anterior es simplemente £ ¢gqp = 0190y = 0, esto es la isometria generada por X implica
que la métrica no depende de la coordenada z!.

Ejemplo 1: Sea M el plano euclideo con su métrica habitual en coordenadas cartesianas: ds® =
dz? + dy?; esta métrica admite tres KV: X, = Oz, X, = Oy, X3 = x0y — YOz, invariancia bajo
traslaciones en la direccién x, invariancia bajo traslaciones en la direccién y e invariancia bajo
rotaciones alrededor de cualquier punto respectivamente. Notemos que en coordenadas polares X5 =
Og; 1.e.: son coordenadas adaptadas a )Zg, la métrica es entonces ds® = dp® + p*dp>.

Recordando de capitulos anteriores la definicién de pull-back, diferencial, etc. se tiene que p*g(, v) =
9(p«, psU) y entonces, si ¢ € S es una isometria

* —

v g =g (¢7g) (U, V) = g(p.d, p.0) = g(i, V) (3.8)

de donde se tiene inmediatamente que las isometrias conservan médulos y angulos entre vectores, esto
es:

9(1, 0) = g(@st, ps0) para cualesquiera i, ¢ (3.9)

y en particular si un vector es espacial, temporal o nulo, su cardcter no cambia bajo ..

Aunque ya se discutié en capitulos anteriores, no estd de mas recordar que, a pesar de lo compleja que
pueda parecer la notacién, las funciones ¢, son funciones lineales de un espacio vectorial T, M en otro

TypyM y por lo tanto vienen representadas por matrices:
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= | 7557

Lo mismo se puede decir de * : T,y M* — T,M*, con (¢*)" = (¢1), donde t indica transpuesta.

Para el caso p*g = ¢/, también se tiene, utilizando matrices (véase la ecuacién (2.19)):

9a(D) = gan(2(p)) (") (¢7)g  siendo (%) = (gh)" .

3.4. El caso estandar.

La historia del Principio Cosmoldgico estandar es interesante aunque aqui no podemos entrar en los
detalles. Resumiendo muy crudamente los aspectos esenciales, podemos decir que el primer Principio
Cosmoldgico (en el mundo cientifico-filoséfico occidental) se debe a Copérnico, y podria enunciarse mas
0 menos como sigue:

El Universo, a gran escala, es siempre igual en todos sus puntos y en todas las épocas o
instantes de tiempo,

lo cual traducido a lenguaje matematico més actual significa que es homogéneo (ausencia de puntos
privilegiados) e is6tropo (ausencia de direcciones privilegiadas) en el espacio y en el tiempo.

Hubble, a principios del siglo XX, muestra mediante observaciones que el Universo se estd expandiendo.
Lemaitre concluye que si se estd expandiendo, entonces no puede ser igual en todas las épocas y debe
de haberse originado en un punto, sin embargo, si es posible decir que

El Universo, a gran escala, y para cada instante de tiempo fijo, es igual en todos sus puntos
espaciales,

que traducido al lenguaje matemaéatico se expresa diciendo que es homogéneo e isétropo espacialmente;
esto es: si congelamos el tiempo (como si tomaramos una fotografia), el Universo que observamos (en el
sentido mas amplio; i.e.: tomando todas las medidas posibles de todas las magnitudes posibles, fisicas
y geométricas) es igual en todos sus puntos y en todas las direcciones (por ejemplo: la densidad de
materia es la misma en cada punto, la intensidad de luz que llega a cada punto es la misma en cualquier
direccién, no hay puntos o direcciones con propiedades geométricas especiales, etc.).

Lo anterior viene a ser el Principio Cosmolégico estdndar en su forma habitual, sélo que la formulacién
estd més afinada, de modo que se evitan problemas como el de definir qué entendemos por instante fijo
de tiempo (concepto que, como es bien sabido, resulta ambiguo en relatividad), y se refiere tinicamente a
homogeneidad e isotropia en las magnitudes geométricas. La homgeneidad e isotropia de las magnitudes
fisicas (y de hecho el tipo de contenido material mismo) se deduce de la geometria. El resto de la historia
se debe a Friedmann, que en 1917 se dié cuenta que las ecuaciones de Einstein admitian soluciones con
expansion y que tenian una determinada forma; finalmente Robertson y Walker demostraron que la
isotropia alrededor de cada punto implicaba necesariamente homogeneidad espacial y llegaron a la
forma de la métrica que se conoce hoy en dia como la de Friedmann-Robertson-Walker.

Asf se tiene:
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Pricipio Cosmolégico Estandar El Universo, a gran escala, es un espaciotiempo (M, g)
tal que es espacialmente homogéneo e isétropo.

Definamos a continuacién de forma precisa los conceptos de homogeneidad e isotropia espaciales.

Definiciéon 29 Un espaciotiempo se dice que es espacialmente homogéneo si existe una familia
uniparamétrica de hipersuperficies (3-dimensionales), que notaremos {3}, de tipo espacio® foliando® el
espaciotiempo, de modo que para dos puntos cualesquiera sobre una misma hipersuperficie (hoja), p,q €
3, existe una isometria ¢ tal que o(p) = q. Como hay tres direcciones espaciales independientes, las
isometrias que implementan la homogeneidad estardn generadas por tres KV linealmente independientes.

Se dice que es espacialmente isétropo si existe una familia de curvas de tipo tiempo, que no se cortan
y que llenan todo M*, cuyo vector velocidad en cada punto designamos @ y tal que, dado un punto
cualquiera p € M y dos vectores unitarios cualesquiera de tipo espacio vh,vV2 € T,M y ortogonales a
4 € TyM, existe una isometria ¥ tal que: Y (p) = p, ¥.(U) = € y Y« (V1) = Ua. Como podemos rotar
alrededor de tres direcciones espaciales independientes, se sigue que las isometrias que implementan la
isotropia estardn generadas por tres KV linealmente independientes.

N 1 Notemos que la condicién de que para dos vectores cualesquiera de tipo espacio #,7; € T, M
y ortogonales a 4 € T, M, exista una isometria ¢ tal que: ¥(p) = p, ¥.(¥) = Uy Ys(T1) = Vs
significa exactamente que no haya direcciones espaciales privilegiadas alrededor del punto p; esto
es: que la variedad sea esféricamente simétrica alrededor de ese punto. Una hipersuperficie ¥ que
sea espacialmente isétropa alrededor de todos sus puntos se dice que es globalmente isétro-
pa. Se puede demostrar que una hipersuperficie que es globalmente isétropa es necesariamente
homogénea.

N 2 Es facil ver que si un espaciotiempo es isétropo y homogéneo espacialmente, entonces necesaria-
mente los vectores @ son ortogonales a las hipersuperficies 3; en todo punto p € M (véase mas
abajo). Ademds se puede demostrar que entonces las curvas tangentes a 4 en cada punto son
geodésicas; i.e.: se pueden parametrizar mediante un parametro, que llamaremos ¢, de modo que

2,.a b c @
R (3.10)

Tz Thegr g Y ot

este parametro define el tiempo césmico y fijémonos que que las superficies de la foliacion
corresponden precisamente a t = constante de ahi que podamos identificar el pardmetro que
parametriza las hojas de la foliacién con el tiempo césmico ¢ sin pérdida de generalidad (ya le
dimos el mismo nombre para no introducir notacién redundante e innecesaria).

N 3 De las dos notas anteriores se sigue que el grupo S de isometrias viene generado por 6 KV
y que las érbitas del grupo son precisamente las hipersuperficies ¥; (v se sabe que éste es el
nimero maximo de KV que puede existir sobre una 6rbita 3-dimensional y que entonces ésta es
de curvatura constante).

2Los vectores tangentes a ellas son todos de tipo espacio; i.e.: para todo ¥ tangente a una de esas hipersuperficies, se
tiene que gapv®ov® > 0.

3Todo punto del espaciotiempo M est4 sobre una y sélo una de esas hipersuperficies; esto es: las hipersuperficies llenan
todo el espaciotiempo M y no se cotan nunca entre ellas.

4Esto se llama una congruencia de curvas temporales y es exactamente la definicién de observador en relatividad.
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A partir de todo lo anterior se puede demostrar que existen coordenadas x% = {t, 2%} = {t,z,y, 2}, a =
0,1,2,3, k=1,2,3 tales que

2
ds® = —dt* + R (t) [1 " ]ZTQ} (da® + dy* + dz?) (3.11)

donde k es una constante que puede tomar los valores k = 0, —1,4+1 y 72 = 22 + y? + 22. La funcién
R(t) es el llamado Radio del Universo.

En cuanto a las hojas de la foliacién 3, y el vector normal a ellas, 4 se tiene:

Y ={(t,z,y,2) € M : t = constante}, U= 0 (3.12)

Los vectores de Killing se pueden escribir en estas coordenadas como:

— k‘ a k’ a oy k a k a
X]_ = |:<1 — 47"2) 61 + 51‘ $1:| 8(17 X2 = l:(l — 47”2) (52 + Em $2:| 80,7

= k k
X5 = [(1 - 4r2) 55 + 2xax3] O (3.13)
)?4 = 93382 - I2637 X5 = :1:15‘3 - Igal, Xﬁ = x281 - 1‘182 (314)

donde los tres primeros implementan la homogeneidad y los tres tltimos la isotropia.

A menudo en lugar de las coordenadas anteriores se utilizan otras en las que el elemento de linea toma
la forma

2

1—kr?

ds? = —dt? + R%(t) +1? (dO? + sin® 0dg?) (3.15)

siendo 0 y ¢ coordenadas esféricas, aunque la coordenada r aqui no es la funcién definida anteriormente
(ie:r? # 22 +y2 + 22).

Veamos a continuacién los resultados mencionados en la nota N 2 con detalle:
Proposicion 3 En la notacion establecida se tiene

1. Si un espaciotiempo es isétropo y homogéneo espacialmente, entonces necesariamente los vectores
U son ortogonales a las hipersuperficies 3, en todo punto p € M.
2. Las curvas tangentes a U en cada punto son geodésicas.

Demostracion. Sea p € M y consideremos la hoja 3; sobre la cual estd p. Consideremos el espacio
tangente en p a la variedad, T, M y el subespacio de éste formado por los vectores tangentes en p a la
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hoja, i.e.: T),3;. Todos los vectores que consideraremos seran vectores de T, M, pero prescindiremos del
indice p que hace referencia al punto para mayor simplicidad.

Sea 7 el vector unitario (necesariamente temporal: g(7,7) = —1) ortogonal a ¥;, y supongamos que
@ # 71, entonces se tendrd, para algin vector unitario § ortogonal a i (por tanto § € T,%;):

@ = cosh~y 7 + sinhy 5, 9(7,8) =0, g(5,8) =1, g(d,a) = g(A, ) = —1

y sea ¢ una de las isometrias que deja invariantes p y @; i.e.: ¥(p) = p y ¥.(@) = u; se tiene entonces,
aplicando v, a la ecuacién anterior:

@ = cosh 1), (7i) + sinh 1), (3)

y puesto que las isometrias mantiene angulos entre vectores y mddulos de vectores, se tendrda que
Uy (7) =7, 1. (8) = &, son tales que

g<ﬁ/7§,) = 0; g(§l7§,) = 1) /g(ﬁlvﬁ/) =—1

de donde 7’ = cosha 7@ + sinha & con & € T,%, (ie.: g(,51) = 0) y sustituyendo en la segunda
ecuacion:

coshv 7 + sinhy §= coshy(cosh a 7@ + sinh v &) + sinhy &

contrayendo con 7i se tiene inmediatamente que
ﬁ’=¢*(ﬁ)=ﬁ, §I:¢*(§7:§

esto es: 71 y § son invariantes por la isometria v que por hipdtesis deja invariante ¢ y aplica cualquier
vector (unitario) tipo espacio ortogonal a @ en otro vector previamente fijado tambien tipo espacio y
ortogonal a 4. Fijémonos que esto de momento no contradice nada porque § no es ortogonal a i, pero
si consideramos ahora

1

5:
sinh ~y

(i —coshy @), g(tt)=1, g(tid)=0

se tiene 1, (f} = ¢t en contra de la hipétesis de isotropia espacial (dicho de otro modo: el vector t es
un vector espacial ortogonal a @ que senalaria una direccién espacial privilegiada); por lo tanto debe
tenerse ¥ = 7 ortogonal a ;.

Por otro lado, y dado que @ es ortogonal a Y, se tiene que si ¥; = {(z%) : f(«®) = constante} en unas
coordenadas cualesquiera, entonces u, = Af , para alguna funcién JA; esto implica que si descomponemos
Uqy, del modo habitual;

. 0
Ug;b = —UagUp + Oap + Wap + g(gab + Uaub)



3.4. EL CASO ESTANDAR. 59

se tiene inmediatamente

1 . .
Wah = 3 (Uasp — Ubsq + Uy — Uplg) = 0.

Ahora bien: u® es ortogonal a todos los vectores tangentes ¥; y por lo tanto, en particular, a los seis
KV que generan las isometrias, para uno cualquiera de ellos, X, tendremos pues X“%u, = 0 y derivando
covariantemente:

XU +u"Xop =06 X% —uXpe =0, yaque Xgp+ Xpe =0.

Por otro lado Lgi = [X,d] = 0 para cualquiera de los KV (para los que implementan la isotropfa:
Y. () = 1, y para los que implementan la homogeneidad . (i) = @y p)), esto es:

u X — X%ub =0

y combinando ambas expresiones se tiene

(Uasp — Ubia) X=0 = u,upX"=0 para todo KV X

donde hemos utilizado la expresion de wgp y el hecho que X%u, = 0. Dado que cualquier vector en
T,%; se puede poner como combinacién lineal de los seis KV y que %,u* = 0 (i.e.: u® es un vector
necesariamente tangente a ¥;), la expresién anterior implica que 4* = 0; i.e.: ¥ es geodésico ademds de
ortogonal a una hipersuperficie; lo cual a su vez implica que se pueden escoger coordenadas {t,z*} de
modo que

=0, ie.: u*=(1,0,0,0), u,=(-1,0,0,0),
ds® = —dt® + hyj(t,2")dz' da?

la forma de h;;(t, z*) viene de imponer que admita seis KV independientes. |

3.4.1. Lo que se puede deducir de la simetria.

A partir de la expresién de la métrica (3.15), (o equivalentemente (3.11)) se puede calcular muy facil-
mente el tensor de Einstein, por ejemplo, utilizando la aplicacién grtensor en Maple se obtiene inme-
diatamente para el tensor de Einstein:

—3 gk 0 0 0
0 _QRREZRzJ'_k 0 O

G = 2 RR+R>+k
0 0 — =R 0

L
0 0 0 _QRR?%;% +k
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y de esta expresién se puede ver directamente que @ es un vector propio (unitario y de tipo tiempo)
de G9 y, a través de las ecuaciones de Einstein, también lo es de T¢ y que un observador que se
moviera a lo largo de las curvas integrales de dicho campo (y por lo tanto perpendicularmente a las
6rbitas/hipersuperficies de homogeneidad e isotropia ¥, ), mediria una densidad de energia y una presién
isotrépica dadas respectivamente por:

_ Rtk _ 2RR+R*+k
W= TR PR R

(3.16)
esto es: el contenido material para este observador es el de un fluido perfecto con la presién y densi-
dad anteriores. Ademads este observador es geodésico y no experimenta rotacién ni distorsién, aunque
si experimenta expansion:

R
Wab = Ogp — u® = 0, 6= SE (317)

A menudo se denomina H = R/R = ©/3 parametro de Hubble.

De las ecuaciones de campo se puede seguir entonces el andlisis estdndar de estas soluciones y derivarse
todos los topicos habituales: Big-bang, universos abiertos o cerrados segin el valor de k, etc. etc.

Como comentario final, queremos enfatizar el que todo lo que aqui se expone se deduce directamente
de las hipétesis de simetria que hemos llamad Principio Cosmolégico Estandar.

3.5. Otros modelos cosmoldégicos.

El modelo estandar no esta exento de dificultades en el sentido de que no explica todas las observaciones
actuales, lo cual ha hecho que los cosmoélogs busquen otros tipos de modelos, menos simétricos, esto es:
modelos anisotrépicos e inhomogéneos. Basicamente, hay tres tipos de razones para ello:

1. Célculos de fluctuaciones estadisticas en modelos FRW sugieren que dichas fluctuaciones no pue-
den colapsar lo suficientemente rapido como para formar las galdxias observadas.

2. Aunque hay buenas razones para creer en el Big-Bang, no parece que la singularidad inicial tuviera
que ser esféricamente simétrica y con estructura de punto, como lo es la de los modelos FRW.

3. La idea de que el Universo pueda haber sido inhomogéneo y anisétropo en el pasado, pero que
estas divergencias se suavizaron durante su evolucion.

Relajando las exigencias de simetrfa (i.e.: adoptando otros principios cosmolégicos menos restrictivos)
se obtienen otros modelos cosmoldgicos. Asi, si obviamos la isotropia pero mantenemos la homogeneidad
espacial, se tienen los modelos de Bianchi: modelos en que existe un grupo de tres parametros actuando
sobre 6rbitas 3-dimensionales (hipersuperficies) de tipo espacio que son espacialmente homogeneas. Se
subdividen en nueve clases numeradas con numerales romanos: I, IT, ..., IX.

El siguiente paso es relajar la condiciéon de homogeneidad, y asi se tiene.

1. Modelos esféricamente simétricos: son isotrépicos pero inhomogeneos, un Gz actuando sobre 6rbi-
tas 2-dimensionales cuya topologia es la de una esfera.
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2. Modelos con dos coordenadas espaciales ignorables, un grupo Gs actuando sobre érbitas espaciales

de dimensién 2. Entre éstos, los que admiten una homotecia (véase el capitulo siguiente), juegan
un papel especial.

3. Modelos aun con menos simetria.
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CAPITULO 3. COSMOLOGIA



Capitulo 4

Topicos Avanzados.

En este capitulo veremos algunos desarrollos un tanto més avanzados y definiremos algunos tipos de
simetria nuevos, aunque nuestro interés principal seguird estando centrado en las isometrias.

Todas nuestras consideraciones se referirdn a un espaciotiempo, esto es: una variedad 4-dimensional
dotada de una métrica de tipo Lorentz, pero la mayor parte de nuestros resultados son directamente
generalizables a una variedad n-dimensional cualquiera dotada de una métrica (no singular) arbitraria.

4.1. La aplicacion exponencial y las coordenadas normales.

Consideremos un punto p € M y el espacio tangente en ese punto 71, M.
Se define la Aplicacién Exponencial como:

x: T,M — M
7 = x(@)=g¢q

donde q es el punto sobre la geodésica vz(s) que pasa por p y tiene velocidad @ en p, y estd situado a
distancia paramétrica s = 1 de P.

La imagen de un vector ¥ € T, M por la aplicacién exponencial x se puede calcular siguiendo los pasos
que se detallan a continuacién:

1. Sea ¥ € T,M, esto es: 7 = (v, ...,v") € R"

2. Resolver, en unas coordenadas cualesquiera y® definidas en un entorno de p, la ecuacion de las
geodésicas (que es una ecuacién de segundo orden) sujeta a las dos condiciones iniciales:

d2ya " Mdyc _
ds? beds ds

da
Zl/t(s:O):va
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Esta ecuacién tiene una solucién unica que depende de s y de las condiciones iniciales:

y* =y (s,y"(p),v") (4.1)

3. El punto ¢ = x(?) es, de acuerdo con la definicién, tal que y*(q) = y*(s = 1,y*(p), v?).

A partir de lo anterior se definen las coordenadas normales z® para el punto ¢ como: z%(q) = v*.
Notemos que z%(p) = 0 y también que x es un difeomorfismo de un cierto conjunto abierto de vectores
alrededor de 0 € T,M, Wy en una regién abierta (adecuadamente pequena) de puntos alrededor de
p € M, U, que se llama entorno normal (de p). Las coordenadas normales estén definidas en ese
entorno.

Ademés, se puede demostrar muy facilmente que si ¥ € Wp, entonces t7 € Wy también para cualquier
valor de t € [0,1] (se dice entonces que Wj tiene forma de estrella: star-shaped); por lo tanto, todos
los puntos a lo largo de la geodésica que une p y ¢ estan contenidos en el entorno normal U, y tienen
coordenadas normales z* = tv® para algin valor de t entre 0 y 1 (0 <t < 1).

Notemos que, en general, no todos los vectores de T, M estardn en W ya que, por ejemplo, puede
ocurrir que para algin vector @ € T, M la geodésica vz (s) no exista para s = 1 y entonces @ ¢ Wp;
sin embargo, y dado que las geodésicas siempre existen para un determinado rango de valores de su
pardmetro s € (—4,0) para algin ¢ > 0 (teoremas de existencia y unicidad de las soluciones de las
ecuaciones diferenciales), se tiene que siempre existe algin miltiplo de @, pongamos %' = «i con
a = constant, tal que @’ € Wy (es decir: Wy contiene todas las direcciones posibles en R™). También
puede ocurrir que ¢ = (1) = 7, (1) con ¥ # ¥, una funcién asi no serfa un difeomorfismo (ya
que no es inyectiva). Los puntos en que esto ocurre se llaman puntos focales, es decir: puntos en
los que las geodésicas se cortan; para evitar esto y seguir teniendo un difeomorfismo, basta reducir
U,. Todo esto estéd relacionado con los tépicos referentes a completitud geodésica y a la teoria de
singularidades, ambos de especial relevancia en Relatividad General. geodesic completeness and
singularities which are specially relevant to the general relativity theory.

Los entornos normales, y por ende las coordenads normales, existen alrededor de todos y cada uno
de los puntos de M, ademds, en las coordenadas normales se tiene I'j,.(p) = 0.

Restringiendo todavia maés el entorno normal U, se obtiene lo que se llama un entorno normal
convexo V, C Up, que también existe en alrdedor de cada punto de la variedad y es tal que
dados dos puntos cualesquiera de él, siempre existe una geodésica que los une, y ésta es unica y
estd enteramente contenida en V,,. Para mas informacién, véase M Crampin, F.A.E. Pirani, Ap-
plicable Differential Geometry”, London Mathematical Society Lecture Note Series 59 Cambridge
University Press (1986).

4.2. Transformaciones Afines.

Sea S = {¢} un grupo de difeomorfismos (transformaciones) de la variedad M. Se dice que {¢} son
Transformaciones Afines si y sélo si la imdgen de una geodésica es otra geodésica y se preserva el
parametro.

Son casos particulares importantes de transformaciones afines las isometrias y las homotecias. Las
isometrias fueron consideradas en primera aproximacion en el capitulo 77 y se trataran en detalle en la
seccién siguiente, veamos pues brevemente la definicién y algunas caracteristicas de las homotecias.
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Homotecias son transformaciones tales que ¢jg = e¢*'g, o equivalentemente £ ¢9ab = 2kgap, donde

nuevamente, g es la métrica y X generador infinitesimal o Vector Homotético (HV), y k es una cons-
tante (constante homotética). Las homotecias son también casos particulares de transformaciones
afines y, claramente, los KV son caso especiales de HV (aquéllos para los que k = 0). Un HV que no
sea KV se llama HV propio. Un espaciotiempo que admita un HV propio se dice que es autosimilar.

El conjunto de todos los HV que admite M es también un dlgebra de Lie (dlgebra homotética), la

demostracién es idéntica a la anterior y ademas se tiene, también trivialmente:

1. El conmutador de un KV X y un HV Y es un KV necesariamente:
Lz 719ab = Lz (Lygar) — Ly(Lggab) = Lz (2kgap) = 2kL g gap =0
2. Si X y Y son dos HV con constantes k y k' respectivamente, entonces Y = (k' /k)X + Z siendo
Z un KV, en otras palabras: si M admite un HV, éste es tinico en el sentido de que cualquier
otro HV serd una combinacién lineal de éste con KV. Para demostrarlo basta considerar el vector

kY — kK'X y tomar la derivada de Lie de g conrespecto a él: se obtiene inmediatamente que es
cero.

La ecuacion £ ¢gap = 2kgapy se puede escribir como
Xa;b + Xb;a = 2kgab <~ Xa;b = kgab + Fap (42)

donde F,, = —F, es un tensor antisimétrico (o bivector) que se llama bivector homotético.

Las homotecias son importantes en cosmologia porque parece que algunas familias destacadas de mo-
delos cosmoldgicos que describen estados asintéticos del Universo (a tiempos muy tempranos o cuando
el tiempo tiende a infinito)corresponden a métricas que admiten HV.

Una transformacién afin que no sea KV o HV se llama transformacién afin propia.

4.2.1. Transformaciones afines y puntos ordinarios.

Consideremos un grupo uniparamétrico de transformaciones afines {¢:} (que puede ser un subgrupo del
grupo total S o coincidir con él). Sea p € M y ¢;(p) = p, con p # p para todo t # 0. Se dice entonces
que p es un punto ordinario de las transformaciones ¢;; ademas, dado que z%(p) = (exp tX )px®(p) se
tiene inmediatamente que Xp # 0.

Se puede ver entonces muy facilmente que ¢; 0 x = X © Q.

Dado que para un punto ordinario p )Zp = ( siempre existe un sistema de coordenadas en el que

> 0
X:@ estoes X® =07

es decir X* son funciones lineales de las coordenadas en algun sistema de coordenadas (esto es cierto
para un campo vectorial cualquiera, no necesariamente el generador de una transformacién afin).
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Py =y,01)=Q

Figura 4.1: Orbitas, generadores infinitesimales y transformaciones.

4.2.2. Transformaciones afines y puntos fijos.

Sea ahora p € M un punto fijo de un grupo uniparamétrico de transformaciones afines; esto es ¢;(p) = p
para todo t, o equivalentemente y a partir de 2%(p) = (exptX),2*(p) con p = p se tiene inmediatamente

que X, = 0, esto es: los puntos fijos de una transformacién son aquéllos en que X, el generador
infinitesimal de dicha transformacién, se anula.

Para el caso de transformaciones afines (y en particular para isometrias y homotecias) sigue siendo
cierto que:

0t O X = X © Pix (4.3)

Recordemos que

y calculémoslo en un punto fijo p (i.e.: cuando el argumento x en la férmula corresponde a p). Expan-
diendo en serie de potencias y recordando que X%(p) = 0 es facil ver que

Ptx = 6tA7 A= [Xa,b(P)]

donde A es una matriz cuyos elementos son simplemente A% = X, (p) = X, (p) y la segunda igualdad
se sigue de que X%, (p) = X, (p) + T§.(p)X°(p) y el término que contiene los simbolos de Christoffel
es cero porque X¢(p) = 0.

Ahora bien, para un punto p’ # p, p’ € U, entorno normal de p, se tiene que p’ = x(¥), para algin
¥ € T,M. Usando coordenadas normales z® (z*(p’) = v*) y aplicando la expresién (4.3) al vector
v € TpM tenemos:
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ma(got(p')) — (etA)ab Ub — (etA)ab Z‘b(p/) (44)

para puntos sobre la érbita de la transformacién afin, de donde:

dl‘a d a
X 1 — _ = tA b/ — A“ by,
o= 5] = F )] - At
es decir:
X = A%a? (4.5)

para un punto cualquiera de coordenadas x® en un entorno normal del punto fijo p, y entonces X es
una funcién lineal de las coordenadas normales en todo ese entorno.

Se dice entonces que los generadores infinitesimales de las transformaciones son siempre linealizables.

4.3. Las isometrias en detalle.

Recordemos que las isometrias son transformaciones tales que ¢*g = g o equivalentemente: £ ¢ g, = 0,

donde g es la métrica y X el generador infinitesimal de la isometria, que llamabamos Vector de Killing
(KV).

Esta ecuacién se puede escribir también como la ecuacién de Killing, esto es:
Xap + Xpa =0
una forma particularmente 1til de la cual es:
Xap = Fop, Foy = —Fyq (4.6)

donde Fy; es un tensor antisimétrico (o bivector) llamado bivector de Killing, y de la identidad de
Ricci se puede ver facilmente que

d
Fab;c = Rabch .

Si X y Y son dos KV, entonces aX +bY es un KV para constantes cualesquiera a, b:
‘Ca)?+b}7'gab =aLl ggap +bLyGar =0 (4.7)
y también lo es [X, Y] ya que
Lz v19ab = Lz (Lygab) = Ly (Lggas) =0 (4.8)

por lo tanto, el conjunto de todos los vectores de Killing sobre M tiene estructura de algebra de Lie y
se llama algebra de Killing IC(M).

Veamos a continuacién algunos resultados clésicos e importantes:
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Teorema 5 Sea M una variedad n-dimensional y KC(M)su dlgebra de Killing, se tiene entonces:

1. Para un KV X € K(M), X estd totalmente determinado sobre M especificando X°(p) y Fap(p)
en un punto cualquiera de M.

2. dimK(M) < n(n+1)/2, en el caso de la Relatividad General, dim K(M) < 10, y en particular se
tiene que dicha dlgebra es finita.

3. Sidim K(M) = n(n+1)/2, entonces M es de curvatura constante, es decir: Raped = k (Gacged — Jadbe)s

stendo k constante.
4. Si M tiene curvatura constante entonces localmente dim K(M) =n(n+1)/2.

5. Si X es un KV entonces

E)-(‘gab = ﬁX‘Rab = ‘C)?R = AC)'{Gab = E)'('Tab = 0,
LRy =L3C%, =0, Lg(Va .V, Riy) =0, n=12,..

Demostracion. No daremos la demostracién en detalle sino que sélo la indicaremos a grandes rasgos. El
primer resultado que se enuncia, viene de expandir en serie de potencias las componentes X, alrededor
de p, asf en unas coordenadas cualesquiera z* y poniendo x*(p) = xy se tendrd para un punto cualquiera

Xa(#) = Xalp) + Xap)(a — a5) + o XD (e — a) (2 — 25) + -+

pero Xop = Xap + 16, Xe; e Xap = Fop + 15, Xe; es decir: X, 5(p) se puede expresar en términos
de X,(p) y de Fop(p), y lo mismo se tiene para las derivadas de orden superior que involucran Fyp.. =
RabeaX?, Fupiea(p) = Rabed:ie X+ RapeaF'e, ete. Fijémonos que Raped(p), Rabed.e(p), etc. son datos, es
decir: son conocidos. Asimismo, notemos también X*(z) depende linealmente de X,(p) y Fup(p)-

En cuanto al segundo resultado, deriva directamente del primero, puesto que equivale a decir, en un
punto p fijado y conocidos por tanto Rgpea(p), Rabedie(D), €tc., cudntas condiciones inciales X, (p) y
F.p(p) independientes podemos dar: n para X,(p), y n(n — 1)/2 para F,;(p), lo que en total hace
n(n+1)/2. Como X*(z) depende linealmente de estas condiciones, se tiene que como maximo podremos
construir n(n + 1)/2 campos de Killing linealmente independientes.

Los resultados siguientes son estdndar y pueden encontrarse en muchos libros!, en particular el tltimo
se deduce derivando la ecuacién de Killing repetidamente (lo cual impone condiciones de integracién)
y utilizando las identidades de Bianchi y de Ricci, una manera rapida de verlo es en el caso en que
X (p) # 0, tomando un sistema de coordenadas adaptado a él se tiene X = 9, en una regién alrededor
de p, entonces £ ¢gap = gab,1 = 0, esto es: la métrica no depende de 2! y por lo tanto, tampoco podran
depender de esa coordenada ninguno de los tensores construidos a partir de la métrica: el de Riemann,
Ricci, etc., con lo que su derivada de Lie respecto a X serd cero. (I

Otro resultado que se deduce directamente del teorema anterior es:

Proposicién 4 Si el rango del sistema lineal de ecuaciones algebraicas L¢R% ;= 0, L (Va,...Va, Ry) =

nn+1)

0 en las incognitas X, y Xap €s q, entonces la dimension del dlgebra de Killing es r = 5

—q.

1Véase H Stephani, General Relativity 2nd edition, Cambridge University Press 1990.
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En este punto conviene recordar todo lo dicho sobre érbitas, coordenadas adaptadas, etc. Véase el
capitulo ?? para més detalles. A efectos de consistencia, recordemos brevemente los conceptos principales
adaptados ya al caso de las isometrias.

Sea S ={p: M — M : p*g = g} el grupo de isometrias de M y sea K(M) su dlgebra de Killing
asociada. Supongamos que dim (M) = r y que {X1, -+, X,.} son KV que forman una base de K(M)
(esto es: cualquier otro KV es una combinacién lineal, con coeficientes constantes, de éstos).

Recordemos que la 6rbita de S (o abusando del lenguaje, la érbita de K(M)) a través de p es

Op,={qe M : existep € S tal que ¢ = p(p)}

y que los campos de Killing (KV) son siempre tangentes a las 6rbitas. Recordemos asimismo que las
érbitas son disjuntas o coinciden totalmente; i.e.: dados p,p’ € M o bien O, = O, o bien O, N O, = 0.
Dado p € M, consideremos ahora

—

{X(p): X € K(M)} C T, M (4.9)

>
S
I
>
ol
=
I

Tenemos entonces el resultado siguiente:
Teorema 6 Si dim A(p) =S, es la misma para todo punto p € M (i.e.: S, =s € R, s <n) entonces

1. Cada drbita de K(M) es una subvariedad de M.
2. 51 O es una drbita de K(M) y g € O, entonces T,0 = A(q)

N 1 Si se verifican las condiciones del teorema, significa que podemos escoger coordenadas adap-

tadas a las Orbitas; ie: si dimM = n y dimO = d (d < n), entonces existen coordena-
das z',--- 2% 29! ... 2™ tales que las érbitas son precisamente las subvariedades dadas por

d+1 _ no_ Vv, — d k(.1 5}
= cgpq,o0 2" = ¢y (Cag1,-c .cn € R), y entonces Xx = > Xh(ah, - ;") 3w s
A=1.r.

N 2 Dadop € M, dimO, = rango[)zl...)?r]p, ya que la dimensiéon de una variedad es igual a la de su
espacio tangente.

N 3 Dado que las érbitas son subvariedades, y que los KV son tangentes a ellas, del teorema anterior
se tendrd que la dimensién de K (M) actuando sobre una érbita de dimensién d es r < d(d+1)/2,
y si r = d(d + 1)/2 entonces las érbitas son de curvatura constante y la métrica toma sobre ellas
formas bien conocidas. Se sabe ademds que r # d(d+1)/2 — 1 (Teorema de Fubini). Esto permite
enumerar los grupos que pueden actuar sobre orbitas de determinada dimensién; asi si d = 1
entonces 7 = 1, d = 2 entonces r = 2 o 7 = 3, d = 3 entonces r = 3,4 o r = 6 (y entonces son
de curvatura constante), y finalmente, en el caso de un espaciotiempo, si d = 4, i.e.: O, = M
entonces 7 = 4,5,6,7,8,10 y todos estos casos estan profusamente estudiados.

4.3.1. Grupo de isotropia y otros resultados.

Dado el grupo de isometrias S y un punto p € M; consideremos I, = {f € S : f(p) = p}; esto es el
conjunto de isometrias que dejan el punto p fijo; I, se llama el grupo de isotropia de p*. Notemos

2Para transformaciones generales (no isometrias) se llama grupo de estabilidad.
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que I, # 0 ya que I, 5 e siempre.

Es muy facil demostrar que

Teorema 7 Ip es un subgrupo de S.

N 3 Si g € O, entonces existe una isometria ¢ € S tal que ¢ = p(p). Dada f € I, se sigue pfp~! =

o (f(p)) = ¢(p) = q, que significa: pfo~! € I, esto es I,, I,(p,q € O,) son subgrupos conjugados
de Sy por lo tanto tiene la misma dimensién s y a menudo nos referimos a ellos como grupo de
isotropia de la 6rbita, I.

Sea h € Ip entonces h(p) = p, esto es: p es un punto fijo de h. Como para cualquier isometria ¢ € S

existe un KV que la genera, esto es: X € K(M) tal que z%(p) = ¢*(p) = (ei) (z%(p)), se tiene que
P

para h € I, existe X € K(M) such that z%(P) = h*(P) = (e)z) (z%(p)); que implica X (p) = 0 (de
P

nuevo la condicién de punto fijo). El conjunto de todos estos KV, esto es: todos los KV que generan
isometrias que dejan el punto p fijo se nota I,; i.e.:

I, ={X e k(M)) X(p)=0}

y es trivial ver que fp C K(M) es una subdlgebra del dlgebra de Killing (M), ya que )?, Y € fp implica
X(p) =Y(p) = 6)’ entonces aX (p) + bY (p) = [X,Y](p) = 0, y se llama algebra de isotropia. Su
dimensién es dim I, = s < r = dim (M) y como hemos visto genera el grupo de isotropia Ij,.

Sea ahora O, la érbita de (M) a través de p, entonces, del dlgebra elemental se tiene

dim k(M) = dim O,, + dim I, (4.10)

Se dice que S actida simple-transitivamente sobre sus drbitas si y sélo si p(p) = ¢'(p), implica
@ = ¢ en cuyo caso dim /(M) = dim Op; i.e.: dim I, = 0y I, = {e}. En caso contrario se dice que S
actia multi-transitivamente sobre sus érbitas (dim (M) > dim O,; es decir dim I, # 0).

Finalmente, consideremos I, y su dlgebra generadora (algebra de isotropia) fp C K(M). Definamos
I}’, = {h., paratodo h € I,}. Como p es un punto fijo para todas las transformaciones de I, se tiene
que h, : T,M — T,M para todas las funciones h, € I;’,; esto es: los elementos de I;’j son endomorfismos
del epacio tangente en p, T, M, los cuales forman grupo con la operacién composicién de funciones y se
llama grupo lineal de isotropia. Dado que h es una isometria (h*g) = g, y recordando la ecuacién
(2.19)) y teniendo en cuenta ahora que h(p) = p se tiene:

(*9)eca(p) = gea(p) = gap(p) (h*) S (h*)]  siendo (") = (ht)".

esto es: las matrices que representan h., (h*)ac, deben ser necesariamente un subgrupo del grupo orto-
gonal generalizado, o sea, del grupo de Lorentz en el caso en que (M, g) sea un espaciotiempo.



