Capitulo

5

Fracciones Continuas

5.1 Introduccion

Las fracciones continuas son uno de los temas mas interesantes den-
tro de la teoria de nimeros, asi como también uno de los mas antiguos.
Su origen se remonta a la antigua Grecia, especificamente Euclides
estudié por primera vez este tipo particular de fracciones en el Libro 8
de los Elementos. Euclides vivi6 en el siglo 3 a.c. y ensené matemaéticas
en Alejandria.

En la Edad Moderna la teoria fue retomada por el matematico ita-
liano Bombelli, en su libro L’Algebra parte maggiore dell’ aritmetica.
Bologna 1572, en donde se utilizan fracciones continuas para calcular
raices cuadradas.

Por ejemplo

4
VI3 =34+ ———

6+

6+ -

Posteriormente Leonhard Euler en su memoria De fractionibus
continuis. 1737 , dio los primeros pasos en la teoria, tal como se conoce
en la actualidad.

Finalmente, fue el célebre matematico francés Joseph Louis La-
grange quien en 1768 formalizé esta teoria en su memoria Solution d’un
probleme d’arithmétique. Lagrange resolvié completamente la famosa
ecuaciéon de Fermat

2 —dy?* =1

para lo cual us6 de manera esencial las fracciones continuas.
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144 Capitulo 5. Fracciones Continuas

5.2 Fracciones Continuas

Definicién 5.2.1 Sean ag,ay, ..., a,,... nimeros reales no nulos. Una
expresion del tipo

R
Gt
ag + —

se llama Fraccién Continua

Notacién Para denotar la expresion de arriba, usaremos el simbolo:

[ag, at, ... an,...].
Definicién 5.2.2 Sean aq,...,a, numeros reales. Entonces la expre-
s10m
1
ay, ..., a,) =ap+ i
o+
’ (p—1 + —

se llama Fraccién Continua Finita .

Observacion : Usualmente los a;, en la descomposicién de una fraccién
continua son numeros enteros positivos. En tal caso diremos que la
fraccion continua es simple.

Podemos representar una fraccién continua infinita, como el limite
de una fraccion continua finita. Esto es

lag, ..., an,...] = lim [ag, ..., a,]
n—oo
Estudiaremos para cada n, el nimero racional generado por la ex-

pansién de [ag, . .., a,]. Asi pues tenemos

(07
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1
lag, a1] = ap + —
aj
[a a a]_a+ 1 _a2a1a0+a2+a0
0, 01, W2 — WO i — a2a1+1
a; + —
a3
etc...
En general sea
Pn
[ao,al, c ,an] = —.
an

Entonces p, v ¢, se llaman las convergentes n-ésimas de la
fraccion continua dada. Es claro que tanto p,, como ¢, son polinomios
que dependen de ag,...,a,. Tenemos entonces las siguientes expre-
siones para estos polinomios

Po = Go, p1=aiag+1, ,pr=azaiap+ az+ ao,

o=1 q=a, @¢=aa+]1,
Teorema 5.2.1 Para todo n > 2 se tiene
Pn = QpPn—1 + DPn—2

Qn = QpQp-1 + qn—2

Demostracién:

Usaremos induccién sobre n. Para n = 2, el resultado es cierto.
Supongamos que el resultado es valido para n. Entonces

lag, ..., an, api1] = G0y -« Gp_1, Gn + 1/an41]

Es claro que la (n+1)-ésima convergente de la fraccién de la izquierda
es igual a la n-ésima convergente de la fraccion de la derecha. Luego
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Pn1 _ (an + ﬁ) DPn—1 + Pn—2
In+1 (an + ﬁ) Qo1 + Gn_os

Ap+1ApPn—1 + Pn—1 + An+1Pn—2
Ap4+10nQn + gn—1 + Qp+1Gn—2

Usando ahora la hipdtesis de induccion se tiene

Pot1t 1 (Pn = Pn2) + Pao1 + AniaPnoa
qn+1 anJrl(QTL - an2> + qn—1 + Ap+1qn—2
(p41Pn + Pn—1
Up4+1Gn + Qn-1

Con esto termina la demostracién. [

Podemos construir un algoritmo para generar las convergentes de
una fraccién continua, mediante una tabla

N | Ap+1 | Pn | 9n
O aq ao 1

1| as P1 |
2 | as D2 | G2

Iniciamos la tabla colocando los valores de ag, ai, as, po, P1,q0 Y q1-
Luego a partir de n = 2, para hallar el valor de p, procedemos de
la forma siguiente: Se toma el elemento en la casilla superior, éste se
multiplica por el de la casilla de la izquierda y luego se le suma el de la
casilla de arriba. Los ¢, se hallan de la misma forma.

Ejemplo: Hallar la décima convergente de la fraccién continua

2,1,2,1,2,.. ]

Tenemos entonces la tabla
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N | Gnt1 | Pn an
0 |1 2 1

1 ]2 3 1

2 |1 8

3 |2 11 4

4 |1 30 11
5 |2 41 15
6 |1 112 | 41
7T 12 153 | 56
8 |1 418 | 153
9 |2 571 | 209
10 [ 1 1560 | 571

Calcularemos los valores de las fracciones z, = p,/q, cuando n

toma los valores: 0,---,10. Esto nos da el siguiente resultado:
o 2
Ty |3
Ty | 2.66667
xr3 | 2.75
xy | 2.7272
x5 | 2.7333
xg | 2.73171
ry | 2.73214
rg | 2.73202
T9 | 2.73206
1o | 2.73205

Mirando la ultima tabla se puede intuir que las fracciones p,/q,
convergen a un limite. La demostracion de este hecho en general no
es facil y requiere de una serie de resultados previos que daremos a
continuacion.
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Proposicién 5.2.1 Para todo n > 1 se tiene

Pndn—-1 — Pn—-1Gn = (_]-)n_l (51)

Demostracién:

Usando el teorema 5.2.1 se tiene

Pndn-1 — Pn—-149n = (anpn—l +pn—2)qn—1 - pn—l(anQn—l + Qn—2)
= _(pananZ - pn72Q7171)

Si aceptamos la hipétesis de induccion para n — 1, la cual establece

(pn71an2 - pnf2Qn71> = (_1)n72

se tendré entonces

PnGn-1 — Pn1Gn = (—=1)" "
'

Si en la ecuacion anterior dividimos ambos miembros entre ¢,¢,_1,
obtenemos

Proposicién 5.2.2 Para todo n > 1 se tiene

P Pnoy (D" (5.2)

dn In—1 qndn—1

Proposicion 5.2.3 Para todo n > 1 se tiene

PnQn—2 — Pn—2qn = (_1)nan (53)
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Demostracién:

Usando el Teorema 5.2.1 se tiene

Pnln-2 = Pn—2Gn = (@nPn-1+ Pn-2)@n-2 — Pn—2(AnGn-1 + Gn-2)
= an(Pn-1Gn—2 — Pn—2Gn—1)

an(—1)""2 por (5.1)

= (—1)"ay,

[ )

Observacioén: En lo sucesivo sélo consideramos fracciones continuas en
donde los elementos ay, . .. a,, ... son nimeros enteros positivos. Estas
se llaman Fracciones continuas simples.

Teorema 5.2.2 Toda fraccion continua simple es convergente a un
numero real.

Demostracién:

Sea x = [ag, a1, ...] y paran > 1 sea

| = Pn

dn

Probaremos que la sucesion z,, converge a un limite L, lo cual sera
hecho en varias etapas.

T, = |ag,...ay

1. La subsucesion xo, de términos pares es monotona estrictamente
creciente. La subsucesion xonyq de términos impares es mondtona
estrictamente decreciente.

En efecto, de (5.3) obtenemos

& . Pn—2 -
Gn Gn—2

luego si n es par
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]ﬁ > Pn—2
dn gn—2

y si n es impar

pj < Pn—2

qn qn—2 '

Por lo tanto la subsucesién {z,} es creciente y la subsucesién
{z2,_1} es decreciente.

Las subsucesiones de términos pares e impares, respectivamente,
son convergentes

De la relacién (5.2) deducimos
Ton — Top—1 <0

luego

Ton < T2p-1
Como {xg,} es creciente y {x9,_1} es decreciente, se obtiene la
interesante relacion

Ty < To, < To,_1 < x; paratodon > 1.

Como consecuencia de todo esto se obtiene que {z2, } es mondtona
creciente acotada, luego es convergente.

Sea

lim Top = L1

n—~o0

De igual forma, {x9,_1} es monétona decreciente acotada y por
lo tanto convergente.
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Sea

lim Top—1 = LQ

n—oo

3. La sucesion {x,} es convergente .

De la relacién (5.2) se obtiene

Por lo tanto la sucesién {x,} es una sucesiéon de Cauchy. Esto
es, a medida que n crece, la distancia entre los términos se hace
mas pequena. Luego la sucesién es convergente a un limite L, y
ademas toda subsucesion convergente de ella, converge al mismo
limite. Por lo tanto Ly = Lo =L, y

lim z, = L

n—oo
Teorema 5.2.3 Toda fraccion continua simple finita [ag, . . . a,| repre-
senta un niumero racional.
Demostracion:
Basta observar que
[ao, R an]

se puede escribir como

ap + 1/[(1,1, . an]

Luego, apliquese induccién sobre n.
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Teorema 5.2.4 Toda fraccion racional o« = p/q se expresa como una
fraccion continua simple finita.

Nota: No hay unicidad en esta representacién, pues

lag, ...ay] = [ag, ..., an_1,a, —1,1]

Sin embargo éstas son las dos tnicas representaciones posibles de a.

Demostracion:

Usaremos la notacion: [z] para indicar la parte entera de un nimero
real . Comenzamos por hacer

1 1

rTo=—«&« 1M =—""7,..
TO—[TQ]

De aqui se obtiene

T = [rn] + para todo n >0

Tn+1
Nétese que para todo 4, se tiene que r; > 1 | luego 1/r; < 1y por
lo tanto, los coeficientes a; de la expansiéon de a como una fraccién
continua vienen dados por

ap = [a),a; = [r1], ..., an =[] (5.5)

Por otro lado, usando el algoritmo de divisiéon para p y ¢, se obtiene

= apqg+r, 0<r<gq
q = air1+1re, T <11 <(q

T = Qoro+ T3, T3 <17

i = Qi1Tir1 + Tiv2,  Tive < Tipl
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Como {r;} es una sucesién decreciente de enteros positivos, se debe
tener eventualmente, r,,; = 0 para algin n. Luego el proceso de for-
macién de los a; se detiene en a,,.

Por lo tanto

)

Observacion: Si « es un ntumero irracional , entonces la fraccién con-
tinua asociada a él, se obtiene usando el algoritmo dado en (5.5)

Proposicién 5.2.4 Sea a = [ag, a1, ..., Gp,...] y sean
1 1

o = Q. " = ——FF,.-+,
7“0-[7“0]

Entonces

Tn = |An, i1y - - -

Demostracién:

Usaremos induccién sobre n. Para n = 1, tenemos

1
a=a+—=a +—1
0 T1 0 CL1+71

de aqui se concluye que r, = [ay, as, .. .].

Supongamos que el resultado es cierto para n, luego

Tny1 =
T'n — Qp

[an7 An+1, - - ] — Gp

= [an+17 .. ]
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Luego el resultado es cierto para n + 1. Con esto damos fin a la
demostracion.

)

Proposicién 5.2.5 Sea o un numero real y r,, la siguiente sucesion de
numeros

1 1
ro=[al,ro =[ro] + —,...,tn =[r] + —, n>1
T T'n+1
entonces
o= Tn41Pn + Pn—1
T'n+14n + dn—1
Demostracién:

De acuerdo a la demostracién del teorema anterior se sigue que
[rn] = a,, para todo n, luego usamos induccién sobre n para probar este
resultado.

Sin =1, se tendra

1
a = ag+

1
aq + —
T2
)
roa; + 1
(reay + 1)ag + ro
Toa1 + 1
2010 + ag + T2
roaq + 1
ro(arag + 1) + ap
roa; + 1
T2p1 + Po
r2q1 + qo

Supongamos que el teorema es cierto para n, y probaremos que se
cumple para n + 1.
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Luego
TnPn—1 + Pn—2
o0 = —
Tndn—1 + dn—2
Pn—1
AnPn—1 + Pn—2 +
— Tn+1
AnQn—1 + dn—2 + In-1
Tn+1
D + Pn—1
— T'n+1
0 + qn—1
7“n—f—l

Tnt1Pn + Pn-1
Tn+1Gn + qn—-1

155

)

Seguidamente daremos una serie de ejemplos en donde calcularemos

los elementos de una fraccién continua de algunos ntimeros.

Ejemplo: Sea ov = /2, entonces mediante la aplicacién del algoritmo
dado en la demostracién del teorema 5.2.4, calculamos los a; en la

descomposicién

a=lag,a1,...,an,...]
En primer lugar, notamos que

2 2 2
a=-=1+-"2 v 0<%
(6] « (6]

luego [ag] = 1. Para calcular a; hacemos

a 1 1
2—a 2/a-1 a-1

Multiplicando numerador y denominador por (a + 1) se tiene

«Q a+1 a+1 "
= = = C(
2—a (a—1)(a+1) a2-1

de donde a; = [1 + a] = 2.
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Para calcular el siguiente elemento, hacemos

1 1
(1+a)—2 a-—1

=1+«

y por lo tanto ay = [1 + o] = 2.
Continuando de esta manera, vemos que a; = 2, para todo ¢z > 1.
Luego

V2=1[1,2,2,..]

Ejemplo: Una aplicacion en la astronomia: FEclipses lunares.

Un eclipse lunar se produce cuando la luna penetra en el cono de
sombra creado por la tierra, al interponerse ésta entre el sol y la luna.

Los eclipses sélo se producen cuando la luna nueva o llena se en-
cuentra en los llamados nodos ascendentes o descendentes de la érbita
que describe alrededor de la Tierra.

Por lo tanto el eclipse depende

1. Del intervalo entre dos fases iguales consecutivas de La Luna, el
cual es llamado Mes Sinddico y tiene una duracién de 29,5306
dias.

2. Del intervalo de tiempo entre el paso de la luna por dos nodos con-
secutivos, el cual se llama Mes Draconitico y tiene una duracion
de 27,2122 dias

Luego el intervalo de tiempo entre dos eclipses consecutivos debe ser
igual a una cantidad entera de meses sinddicos, que a su vez contenga
una cantidad entera de meses draconiticos.

Es decir si

x=29,5306 y =z =27,2123

se desea obtener una relacién del tipo

qr = pz

con p y ¢ nimeros enteros positivos.
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Esto es, si hacemos

a=2—-1,08519
4

entonces la pregunta es ;Cudl es la fraccién p/q con menor denomi-
nador que esta més cercana a 1,085197 Para resolver este problema,
usamos fracciones continuas.

En primer lugar, hallamos los coeficientes a; de la expansion

a=ag,...,an,...|

usando el algoritmo del teorema 5.2.4.

En segundo lugar, hallamos las convergentes de esta fracciéon con-
tinua por intemedio del algoritmo del teorema 5.2.1.
Colocando toda esta informacién en una tabla nos da

Qp+1 | Pn Adn pn/Qn
11 1 1 1

1 12 11 1.09091
13 12 1.08333
38 35 1.08571
ol 47 1.08511
242 | 223 | 1.08520
535 | 493 | 1.08519
5057 | 4660 | 1.08519

|| O | W N~ OB

= O N B DN

Las distintas aproximaciones a « vendran dadas por los cocientes
Pn/qn - Vemos que el valor 242/223 es aceptable pues difiere de « en
10~° dfas, lo cual es

36002242107° sg. = 0.864 sg.

lo cual es depreciable, pues los eclipses tienen una duracion promedio
de 50 minutos.

Luego se tiene la relacién fundamental.
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223 meses sinodicos = 242 meses draconiticos

Esta relacion, conocida como Ciclo de Saros, fue descubierta por
los astronomos de la antigua Mesopotamia.

Finalmente, para calcular el periodo entre dos eclipses multipli-
camos: 223x29.5306 = 6585,3238 dias = 18 anos y 14 dias. Por lo
tanto, los eclipses de luna ocurren cada 19 anos aproximadamente.

Ejemplo: El numero w

Podemos hallar algunas aproximaciones de m mediante fracciones con-
tinuas. A tal fin tomamos el siguiente valor de este niimero, el cual es
correcto hasta la octava cifra decimal

T = 3.14159265

Luego se tiene

ap =[] =3 ro=1/(r—3) = 7.0625

ap =[r] =7 ry = 1/(r1 — ay) = 15.99660
ag=[ra] =15 r3=1/(ry —ay) = 1.00341
az = [r3] =1 ry =1/(rs — as) = 293.09689
ag = [ry] =293 15 =1/(rs — as) = 10.32056
a5 = [7’5] =10

Empleamos ahora el algoritmo del Teorema 5.2.1 para hallar las
cuatro primeras convergentes de 7.

Ant1 | Pn In Pn/n
7 3 1 3
15 |22 7 3.14285714

1 333 106 3.14150943
293 | 355 113 3.14159292
10 104348 | 33215 | 3.14159265

BSlwliNo ol

El valor aproximado de m dado por la quinta convergente es bastante
bueno, dado que se aproxima al valor correcto en ocho cifras decimales.
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El valor 355/113 fue descubierto por el matematico chino Tsu-Chung-
Chi, en el siglo 430 d.c. Durante la Edad Media en Europa, se tomaba
22/7 como el valor correcto de m. Otros autores, en Europa y en la
India, usaban la expresién V10.

A partir del Renacimiento, con el gran impulso que se le dio a
la ciencia, comenzaron a aparecer mejores aproximaciones, e inclusive
series de sumas o productos en donde se puede calcular 7. Por ejemplo,
el matemaético francés Vieta, a mediados del siglo XVI, descubrié la

formula
2_\F uf 11 1+1\ﬁ
 V2'\2 2V2\N2 2\2 2\V2°"

A fines del siglo XVII ya se conocia el valor de 7 con las primeras
50 cifras exactas.

5.3 Facciones continuas periddicas
Definicién 5.3.1 Una fraccion continua simple de la forma

a = [ao,al,...,an,bl,...,bk,bl,...,bk,...]

= [ag,al,...,an, bl,...,bk]

se dice Periddica.

La sucesion de nimeros by, ..., b, se llama el Periodo de « . La
sucesion de enteros aq, ..., a, se llama el Preperiodo de «a. El entero
k, se le llama también el periodo de la fraccién continua .

Definicién 5.3.2 Una fraccion continua de la forma

Q:[bl,...,bk]

se llama Peridodica pura.
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Proposicién 5.3.1 Si el nimero real a se representa mediante una
fraccion continua simple periodica, entonces a es solucion de una ecua-
cion del tipo

Az + Bx +C =0 (5.6)
con A, B y C enteros.

También se dice que « es un irracional cuadratico.
Demostracién:

Sea

a = [bl,...,bk ] = [bb...,bk,a]
Entonces usando la proposicion 5.2.5, se tiene
_ Ok T+ Pr—1
gy + k-1

Por lo tanto « satisface una ecuacion cuadratica con coeficientes
enteros (Ver ejercicio 1).

IT) Si & no es periédica pura, entonces

a = [ao,al,...,an,bl,...,bk]
Sea 3 =[by,...,b; |. Entonces por la proposicién 5.2.5 se tiene
ﬁpn +pn—1
a = [CLO?al?"'Janaﬁ] = 5. -
6Qn +Qn—1

Entonces es claro que, de acuerdo a la parte I, a es solucién de una
ecuacién cuadratica del tipo (5.6).

)

Sea o un numero irracional cuadratico, entonces

a—i—\/l_?

C

o =

donde a, b y ¢ son enteros.



5.3. Facciones continuas periédicas 161

Entonces si ¢ > 0, podemos multiplicar por ¢ el numerador y deno-
minador para obtener

ac+ vbe* mo + Vd
2 =

. . (5.7)

donde ko divide a mg — d.
Teorema 5.3.1 Sean «, mg y ko como en (5.7). Definimos

o= ————, a;=[a,
ki
donde:
d—mi,
k;

Entonces k; y m; son enteros, para todo i > 0, k; divide a d—m? y

Mip1 = a;k; —m;, ki =

a = [ag,ay, .. ]

Demostracién:

En primer lugar, ko y mg estén en Z, y ko divide a d — m3. Luego
la proposicién vale para ¢ = 0. Supongamos que el resultado es cierto
para un ¢ cualquiera. Luego definimos

mi1 = a,»kl- —1m; € Z

Ademas, podemos hacer

d— (alkl — mi)Q
k;
d— Q;2 ]{322 + 2azk2ml — m?
ki

ki+1 =

d— m?
= i + 2aimi — a2k2

k; !




162 Capitulo 5. Fracciones Continuas

Luego, es claro que k; ;1 € Z, por hipdtesis de induccién.

Adem3s:

luego ki1 divide a d — m7, ;.

Finalmente, tenemos que, para todo 7

ki
Vd - Mit1

o —a; =

k;
d—miy,
kiV/d + kimi
Kit1
mi1 +Vd

1

Qi1

Luego a = [ag, ay, .. .].
)

Definicién 5.3.3 Sea © = a + bV/d, con a y b nidmeros racionales,
entonces el conjugado de x, es el numero real

x/:a—b\/g

Teorema 5.3.2 Sea a = (mo++/d)/ko como en 5.7. Entonces o viene
representado por una fraccion continua simple periodica.

Demostracion:

De acuerdo a la proposicion 5.2.5, se tiene

o — OpPn—1 +pn72
Anfn—1 + Gn—2
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Sustituyendo «,, en funcién de «, tenemos

<QQn—2__pn—2>
oy = —|\—
a4p—1 — Pn—1
__pan

_ __Qn—Q qn—2
qn_l a — pn—l

qn-1

Tomando conjugados en ambos miembros se obtiene

/ pn—2
o —
o — _Gn—2 qn—2
" n—1 | of — Pn-1
dn-1
Entonces cuando n — oo se tiene:
/ pn—2
o —
dn—2
— H
a,__pn—l 1
dn—1

Luego existe un N > 0 tal que o/, < 0, para todo n > N. Como
a, > 0, se tiene

_ 2v/d
n kn
Luego k, > 0, y por lo tanto:

oy — O > (0 paratodo n > N.

0<knirk, = al—mf1+l <d, paratodo n > N.

De esta tultima desigualdad se obtiene que: 0 < k, < d, para todo
n > N. También:

2 2

lo cual implica:

| My |< \/8, para todo n > N.
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Luego las sucesiones de enteros {k,} y {m,} son finitas, y por lo
tanto existe un 7 > n tal que

kn=4k; y m,=m,;

Por lo tanto: «,, = a;, y esto implica

o = [CLO?--':an—laan]
= [a07"'7an717an7"'7aj717aj]
= [CLO?"'7an—17an7"‘7aj—1]
Luego « es periddica. )

Ejemplo: Hallar la expansién de v/7 como fraccién continua. Sabemos
que 2 < /7 < 3, luego ag = 2. Sea
1
—2
VT +2
7T—4
VT+2
3

rn =

S

luego a; = [r1] = 1. De igual manera

1
rn—m

1
(V7+2)/3-1

o =




5.3. Facciones continuas periédicas 165

Luego as = [ro] = 1. Continuando este proceso, calculamos el
siguiente a;, para lo cual hacemos

1
(VT+1)/2-1
2

rs =

S

—1

1)

2
=S
+

S
_l’_

por lo tanto ag = [r3] = 1. De igual forma sea

—_

ry =

VT+1)/3-1

—~

w
£5
ST
+ o
>

I
S
T ow
[\]

Luego ay = [ry] = 4. Sea

s =

Por lo tanto a5 = a; = 1, y a partir de esta posiciéon comienzan a
repetirse los valores de a;. Por lo tanto
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Ejercicios

1) Sean a = a; + biVd y 0 = as+ bg\/a, con ai, as, by, by niimeros
racionales. Probar:

a) (a+p0) =+ 0

b) (aB) =o'

¢) Para todo racional ¢: (ca)’ = co'.

2) Probar que si « es un irracional cuadrético, y a, b, ¢ y d son nimeros
enteros, entonces

ac +b
ca+d

es también un irracional cuadratico.

3) Sean {m;}, {k;} como en el teorema 5.3.1 Probar que existe un n,
tal que:

Mpj = My, Y kyj =ky, paratodo j>1.

4) Expresar como fraccién continuas los nimeros reales:
a) e = 2.7182818,
b) 7/2.

5) Sea a = 7. Hallar una fraccién p/q, que no sea convergente de « y
tal que:

5.4 La Ecuacion de Fermat
Consideramos ahora la ecuacién

2 —dy* =1



5.4. La Ecuacién de Fermat 167

la cual se denomina Ecuaciéon de Fermat.
Estamos interesados en hallar soluciones enteras de esta ecuacion,
distintas de las soluciones triviales r = 1,z = -1,y = 0.

Teorema 5.4.1 Si o es un numero irracional, entonces para todo
n > 1 se tiene:

DPn 1 1
a_i

]
an dndn—1 q;
donde py, q, son las n-ésimas convergentes de .

<

Demostracién:
Se tiene de acuerdo a la proposicion 5.2.5

o — Qn41Pn + Pn-1
Ant+19n + Gqn—1

donde «,, = [an, api1, .. .], luego a,, > 1. Por otra parte:
o & _ Ap41Pn +pn—1 N &
dn On+1Gn + gn—1 qn

—(Pngn-1 — @uPn-1)
Qn(anJrl(h + anl)
(="

Qn(anJrIQn + Qn71>

Usando ay, 11 > 1, g, > 1 se tiene

n 1 1

o — pf < < -

an dn4n—1 ay

[ )
Teorema 5.4.2 Si P s una convergente de o, entonces
q

1
q q
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« e . p
Proposicién 5.4.1 Si = es una convergente de o, entonces

T (5.8)

donde e = +1, 0 <0 < 1.

Observacion: Si p/q es una fraccién que satisface (5.8) entonces no
se puede afirmar que p/q sea una convergente de a. Sin embargo, es
posible dar una condicién adicional, como veremos mas adelante, de tal
forma que se tenga un resultado reciproco del teorema anterior.

La siguiente condicién se debe a Legendre:

, . . . p ,
Teorema 5.4.3 Sea a un numero irracional. Si = es un numero ra-

q
cional tal que
1
q|  2¢?
p
entonces = es una convergente de c.
q
Demostracion:
Sea
p_
i lag, ay, ..., ay,]
De la hipétesis se deduce que
el
a—=-=—
g ¢

cone==+1,y0<0<1/2

Entonces podemos elegir n, sin pérdida de generalidad, de tal forma

n

que € = (—1)™.

Definamos el niimero racional § mediante la férmula
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o ﬁpn +pn71
o= ——-
6Qn + Gn—1

Entonces

Pn Bpn+ P
q G Bqn+ Gn
Prndn—1 — gnPn-1
QH(BQn + QR—I)
(=1)"

qn(ﬁ‘]n + Qn—l)

Si resolvemos esta ecuacion para 3 tendremos

. dn — QQn—l
b= Gnd

De donde se deduce > 1, pues 0 < <1/2y ¢o_1 < ¢y.

Podemos entonces representar a (3 como una fraccién continua

6 = [an+1, .. ]
luego definimos:
v = lag,a1,...,an, Gpi1, -
== [&07' .. >anaﬂ]
Luego
_ pnﬁ +pn—1 _
Qnﬁ + gn—1

Por lo tanto p/q = p, /g, es una convergente de «. [ )
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Teorema 5.4.4 Sea oo = \/d y

_ ma+Vd
=T

Qn

entonces la ecuacion
posee solucion.

Demostracién:

Usando la proposiciéon 5.2.5 se obtiene:

\/El _ AnPn—1 + Pn—2
Onn—1 + gn—2
(\/E + mn)pnfl + pn72kn
(\/E + mn)Qn—l + Qn—2kn

de donde:

\/E {(\/E + mn)qn—l + Qn—2kn} = (\/E + mn)pn—l + pn—an

Igualando coeficientes racionales e irracionales nos da:

Pn—1 = annfl—i_anan (59)
dQn—l = mnpn—l‘l’k:npn—Q (510)

Multiplicando la primera ecuaciéon por p,_1, la segunda por ¢,_1 y
luego restando nos da

pi,1 - dqufl - kn(pn—lQn—2 - pn—2Qn—1)
= (1)
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Proposicién 5.4.2 Sea n el periodo de \/d como fraccién continua.
Entonces k, = 1

Demostracién:

Sea
mo +Vd

ko

Entonces mg = 1y kg = 1 De acuerdo a la definicion de periodo, se
debe cumplir:

a = Oy =

ma+Vd
= — Vi

an
por lo tanto:

(kn — D)Vd =m,,
de donde se obtiene k, = 1. [

Teorema 5.4.5 Sea d un entero positivo libre de cuadrados, entonces
la ecuacion:

2? —dy? =1

posee infinitas soluciones

Demostracion:

Nuevamente, sea n el periodo de la descomposicién de v/d en frac-
cién continua.

Si n es par, tomamos:

T =DPnj—1 Y =dAnj—1

donde j es cualquier entero positivo. En virtud de la proposicion ante-
rior se tiene:
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(Prj—1)> = (Gnj—1)’d = (=1)"ky; = 1.

Si n es impar, tomamos

T = Panj—1 Y = Qonj—1

Luego:
(p2nj71)2 - d(Q2nj—1)2 = (_1)2nj/€2nj =1
[
Ejemplo:
Resolver:
- =1
Solucion:

Hemos visto que la expansién de /7 en fraccién continua viene dada
por:

V7=1[2,1,1,1,4]

Podemos usar el algoritmo dado al comienzo para calcular las con-
vergentes. Esto lo expresamos mediante la siguiente tabla:

e
I~
J’_
—_
s
3
o)
3

w
—_

ot
N}

37 | 14
45 | 17
82 | 31
127 | 48

|| Y| W =IO B
(S Y ey Y (YN QU iy S
Qo
w
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Vemos que (8, 3) es solucién , al igual que (127, 48). Podemos contin-

generando mas soluciones por intermedio de la tabla. Claramente,

ellas aparecen entre las convergentes con un periodo de 4.

Teorema 5.4.6 Si el par (p,q) es una solucion de

2 —dy? =1

con d > 5, entonces la fraccion p/q es una convergente de V.

Demostracién:
Tenemos:
P’ —dg® = (p—Vdg)(p+ Vdg)
1.
Luego:

q q(p +Vdq)
1
<
2Vd
o b
2q?

Luego por el teorema, concluimos que p/q es una convergente de

V.

[ )
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Ejercicios

1) Resolver

2 — 112 =1
2) En la ecuacién de Fermat

z? — y2 =1,

el lado izquierdo se puede factorizar

2 =y’ = (z +ay)(z — ay).

Los nimeros complejos de la forma x + iy se denominan enteros
de Gauss

a) Investigue todo lo concerniente a los enteros de Gauss.
b) Resuelva la ecuacién dada.

3) Sean x1, y1, Ta, Yy nimeros enteros. Probar la identidad
(ff - dyf)(x% - dyg) = (v122 — dy1y2)2 —d(z1y2 — y1x2)2

4) Usando la identidad anterior, probar que si (x1,y1) y (22,%2) son
ambos solucion de la ecuacion

2 —dy? =1
entonces también lo es (z3,ys), donde

T3 = 112 — dy1Y2, Y3 = T1Y2 — Y1T2.

5) Resolver:
a) 2 —3y* =1
b) 22 — 15y% =1
c) 22 — 6y* = —1

6) Investigue bajo que condiciones sobre f y d se puede resolver

o’ —dy* = f



