Capitulo

5)

Permutaciones

5.1 Introduccion

Las permutaciones son el ejemplo de grupo finito que més se uti-
liza dentro de la teoria de grupos. Su importancia se debe a que todo
grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones, por un lado, y por
otro, el grupo de las permutaciones de las raices de un polinomio, per-
mite determinar la solubilidad de una ecuacién algebréica asociada a
él, resultado este que se conoce con el nombre de Teoria de Galois.

El problema de la resolucién de ecuaciones algebraicas de grado
superior a 4, fue atacado por el matematico Noruego Niels Henrik Abel
(1802-1829) quien en 1824 public6é una memoria titulada “ Sobre la Re-
solucion de Ecuaciones Algebrdicas’, en donde se da la primera prueba
de la imposibilidad de resolver en general la ecuacién de grado 5, usando
radicales.

Dicho en otras palabras, Abel probd que no existe una férmula ge-
neral para resolver ecuaciones de grado mayor que 4.

Anteriormente Carl F. Gauss habia resuelto un famoso problema,
planteado desde la época de los griegos sobre la posibilidad de construir
con regla y compas un poligono regular. Este problema se reduce a
resolver la ecuacion

ax"+b=0

con a y b enteros, usando raices.

El matematico francés Evarist Galois (1810-1832) inspirandose en
ambos trabajos, se planted el problema atiin mas general:

Dar un criterio para solubilidad de la ecuacién

ant" + ap_ 12" P4+ Far+ag=0 (5.1)
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por medio de radicales.

Galois obtuvo un método muy interesante, que ha sido uno de los
aportes mas grandes a la matemaqtica, y en donde el grupo de permuta-
ciones de las raices del polinomio en (?7) nos da toda la informacién
necesaria. Este resultado dice “La ecuacidn (7?) es soluble si y sélo si
el grupo de permutaciones de las raices es soluble”.

Al final de este capitulo se da una demostracién completa de la
simplicidad de los grupos alternantes A, para n > 5, lo cual prueba
que estos grupos no son solubles y este resultado es asi, equivalente a
probar que la ecuacién (??7) no se puede resolver por radicales.

5.2 Teorema de Cayley

En 1854 el matemético inglés Arthur Cayley (1824-1895) escribi6
un articulo titulado ” Notas sobre la teoria de permutaciones’, donde
se demuestra uno de los teoremas mas importantes de toda la teoria de
grupos.

Dicho teorema establece que todo grupo finito es isomorfo a algin
grupo de permutaciones. FKEsto demuestra el poder unificador de la
teoria de grupos, al poder condensar en un solo grupo abstracto, todos
los grupos provenientes de las distintas areas de matematica.

Teorema 5.2.1 (Cayley) Sea G un grupo finito. Entonces G es iso-
morfo a un grupo de H, donde H, es un subgrupo de S,, para algin
n.

Demostracion: Consideremos a G como un conjunto solamente y sea
A(G) el grupo de aplicaciones biyectivas de G en si mismo. Para cada
g € G se tiene una aplicacion

¢y + G — G
r — g

¢4 se llama una traslacién a la derecha inducida por g. Es facil
verificar entonces que ¢, define una biyeccién y por lo tanto ¢, € A(G)
para todo g en G.
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Luego tenemos una funcion

o G — AG)
g — @

Afirmamos que ¢ es un homomorfismo de grupos. En efecto, sean
g1, g2 en G. Luego

o(9192)() = (9192)%
= gi(g27)
= G104, (T)
= 04 (dg (7))
= ¢91¢92(x)

Por lo tanto

¢(9192) = (g, Pgy = ¢(91)¢(92)

Ademas ¢ es inyectiva. Supongamos que ¢(g) = I. Luego ¢,4(x) = =
para todo = en G, y por lo tanto ¢,(e) = e, lo cual implica ge = e, de
donde g = e.

Si tomamos H la imagen de ¢, en A(G), entonces se tiene que

G~ H

Observaciéon: El teorema de Cayley, si bien es muy importante desde
el punto de vista tedrico, no tiene mucha aplicacion practica, pues el
grupo A(G) es inmenso comparando con G. Por ejemplo, si el or-
den de G es 20, entonces A(G) tiene orden 20! ;Cémo hacemos para

hallar este pequeno grupo de orden 20 dentro de un grupo de orden
24329020081766400007

5.3 Descomposicion Ciclica

Sea S un conjunto finito de n elementos. Estudiaremos en detalle
el grupo de permutaciones de S, el cual se denota por A(S).
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Sea S = {z1,...,x,} entonces si # es una permutacién de S pode-
mos representarla en la forma

xl x2 o .. xn
0 = ,
Tiy Liyg . Tj,

donde Ozy = x;,,0x9 = x4y, . .., etc.

Podemos simplificar esta notacion, eliminado las x, para obtener

0 —
11 19 ... 1y

Asi pues una permutacién del conjunto S, se puede representar,
sin ambigiiedad, por una permutacién del conjunto {1,2,...,n}. El
conjunto de estas prmutaciones se denota por S, y se llama Grupo
Simétrico de grado n.

Observacion: Cuando se tienen dos permutaciones 6 y 7 en S, el
producto 07 se interpreta de la forma siguiente:

para todo m € {1,2,...,n}.

Es decir, convenimos en “leer” el producto de permutaciones de
izquierda a derecha. Otros autores lo hacen en sentido contrario, pero
en todo este trabajo usamos siempre la misma convencion.

Por ejemplo si 6,7 en Sg son de la forma

s_ (1234556
231456

123456
T =
341 256

Entonces
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1 2 3 4
0T =
41 3 2

ot Ot
(o) BN e
v

1 2 3 4
T0 =
(1 4 2 3

ot Ot
(o> I e}
\_/

Notese que

Ot # 1.

y por lo tanto S, no es abeliano, para n > 2.

Definicién 5.3.1 Sea 6 € S,, y m un elemento del conjunto

{1,2,...,n}.
Diremos que la permutacion 0:
1) Mueve a m si (m) #m
2) Fija a m si O(m) = m.

Observacién: El conjunto de los elementos de {1,2,...,n} que son
movidos por una permutacién o, se denota por A, y se llama el soporte
de la permutacion.

Por ejemplo, si o y 0 son las dos permutaciones dadas con anterior-
idad, tendremos:

A, ={1,2,3} y Ay ={1,2,3,4}

Definicién 5.3.2 Dos premutaciones o y 6, se dicen permutaciones
disjuntas, si A, N Ay = ¢.

Ejemplo: 1 En Sy consideremos las permutaciones

s_ (123450
321456
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123 456
o =
1 236 5 4
entonces 6 y o son disjuntas.

Teorema 5.3.1 Sean 60, y 605 permutaciones disjuntas en S,,. Entonces
ellas conmutan, es decir
‘9192 - 9291.

Demostracién: Sea m € {1,2,...,n} y consideremos las tres posibi-
lidades:

1) 0, y 05 fijan a m.
2) 0y mueve a m.
3) 61 mueve a m.

1) En este caso se tiene

9162(77@) =m = 8291 (m)

luego ellas conmutan.

2) Supongamos 01(m) = m y 02(m) = k con k # m. Entonces 0;(k) =
k, pues 0y mueve a k.

Luego

0102(m) = 92(77’2) =
9291(m) = (91(]6‘) =

es decir

9192(7’77,) = 9201 (m)

3) Si 01(m) =t, con t # m, se tiene que Oy(m) = m.
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Ademas 05(t) = t, pues 6; mueve a t. Luego

9192(m) 92(t> =

= t
0291(771) = Hl(m) =t

esto es
9192(7’71) = 9291(m)
Por lo tanto hemos probado que

0105 = 090,
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Definicién 5.3.3 Una permutacion 6 € S,, se llama un ciclo, si exis-

ten elementos s1, Sa,...S, en el conjunto {1,2,..., s} tales que

1. Se tienen las relaciones 0(s1) = sa, 0(s3) = s3...0(sk—1) = sk ¥

O(sk) = s1.

2. La permutacion 0 deja fijo a todos los elementos de {1,2,... n}

distintos de los s;.

Para expresar la permutacion anterior, se usa la notacion ciclica.

0 = (s1,82,.-.,Sk)

Definicién 5.3.4 El entero k en la definicion de arriba, se llama la

longitud de la permutacion

Ejemplo: 1 La permuatcién o € S7; dada por

1234567
o =
51 3 4 7 6 2

es un ciclo, ella se denota por o = (1, 5, 7, 2)
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Definicién 5.3.5 Sea 6 una permutacion de S, y s € {1,2,...,n},
entonces el conjunto

0, = {5,0(s),0%(s),...}

se llama la 6rbita de s bajo la permutacion 6.

Lema 5.3.1 Para todo s € {1,2,...,n} existe un entero positivo k, el
cual depende de s. tal que

0, = {5,0(s),...,0"*(s)}.

Demostracion: Nétese que el conjunto
5,0(s),0%(s),...,0™(s),...

es finito.

Luego debe haber repeticiones entre estos elementos y por lo tanto
existen subindices 7,7 con i < j tales que

0'(s) = 07 (s)
es decir,
0" (s) = s

Luego si, se toma t =1¢ — j y por lo tanto se cumple

0'(s) = s
Sea
k =min{t | 0'(s)}
Afirmamos que los elementos s, 0(s), ..., 0% 1(s) son todos distintos.

En efecto, si hay una repeticién, digamos para h < ¢, con 0 < h < ky
0</l<k
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entonces
() =5, vy 0<l—h<k

Esto contradice la minimalidad de k y por lo tanto 6"(s) y 6(s) son
distintos.

Por otro lado, si n es cualquier entero positivo, se tiene

n=p-k+r, con 0<r<k

y por lo tanto

Qn(s) — 0p~k‘+r(s)
SAGO)
= 0'(s)

Con esto se da fin a la prueba.

)

Observacién: Si 6 es una permutacién en S, entonces la relaciéon en
5

S1 ~ S9 < S§1 = 01(82),
para algin ¢ entero, es de equivalencia.

Ademas cada clase de equivalencia es una 6rbita de la permutacion.
El conjunto {1,2,...,n} queda asi dividido en la unién de érbitas dis-
juntas.

Cada orbita de @ origina la permutacion

(s, 0(s),. .. ,06_1(s)>
Este tipo de permutacion se llama un ciclo.

Ejemplo: Consideremos la permutacion
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g (1234567809
348597612

Entonces las distintas érbitas son

91 = {17378}
0y = {2,4,5,9}
O = 16,7}

y los ciclos correspondientes vienen dados por:

C1 = (]_, 3, 8)
e =1(2,4,5,9)
C3 = (6, 7)

Teorema 5.3.2 Toda permutacion se escribe como un producto de ci-
clos disjuntos.

Demostracién: Descomponer el conjunto {1,2,...,n} en la unién
disjuntas de sus dérbitas. Luego formar los ciclos ¢y, ..., ¢.

Afirmamos que

0:01...Ct

En efecto, sea s € {1,2,...,n}. Entonces s aparece en sélo uno de
los ciclos, digamos ¢;, luego

croc(s) = ei-eci(s)
= ¢y C¢_1(9(S))
= 6(s)
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Definicién 5.3.6 Un ciclo de longitud 2 se llama una transposicién.

Nota: Sifeselciclod = (sq,...,s;), entonces se demuestra la férmula:

0 = (s1,52)(s1,83) -+ (51, 5¢) (5.2)
Teorema 5.3.3 Toda permutacion se puede escribir como un producto

de transposiciones.

Demostracion: Hemos probado que toda permutacion se escribe como
un producto de ciclos. Si ahora usamos la férmula (??), para descom-
poner cada ciclo como un producto de transposiciones, se obtiene el
resultado deseado.

)

Ejemplo: La permutacién 6 del ejemplo anterior, puede ser descom-
puesta en ciclos:

0 = (1,3,8)(2,4,5,9)(6,7)
= (1,3)(1,8)(2,4)(2,5)(2,9)(6,7)

Ejercicios

1) Sean € y 7 las permutaciones en Sy dadas por
0 1 2345678
73426518

123456 78
T =
283645 71
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Hallar

2) Sea A el conjunto de permutaciones en Sg que conmutan con la
permutacion € = (1,2,4). Probar que A es un subgrupo de Sg. ;Cuél
es el orden de A?

3) Probar que el orden de un ciclo en S, es igual a su longitud.

4) Probar la férmula en S,

(1,2,....,n) ' =(n,n—-1,n—-2,...,2,1)

5) Sea 6 € S,. Sean a,b en {1,2,... n} y diremos que a y b estdn
relacionados si

a = 0"(b)
para algin t € Z. Probar que ésta relacion es de equivalencia en
{1,2,...,n}.
6) Calcule el nimero de 6rbitas de 0 = (3,5,7) en Sy.

7) Sean 6, y 0y dos ciclos disjuntos de ordenes m y n con (m,n) = 1.
Probar que el orden de 6160, es mn.

8) Sean 0y, ...,0 ciclos disjuntos de ordenes my,...,my ;Cudl es el
orden de 6;...,0,".

9) Sea G = D, el grupo diédrico de grado n. Hallar la representacion
de este grupo como un grupo de permutaciones en .S,,.



5.4. Grupo Alternante 93

5.4 Grupo Alternante

Definicién 5.4.1 Una permutacion 0 en S, se llama permutacion
par st se puede descomponer como un numero par de transposiciones.

Si una permutacion se descompone como un nimero impar de trans-
posiciones, entonces diremos que es impar.

Una permutacién no puede ser par e impar a la vez, como veremos
a continuacion:

Teorema 5.4.1 Sea 6 € S,, una permutacion. Entonces 6 no puede ser
descompuesta como un producto de un numero par de transposiciones
e impar de transposiciones simultaneamente.

Demostracion: La prueba la dividimos en dos casos:

Caso I: Si 0 = [ la permutacion identidad. Entonces afirmamos que 6
solo puede ser descompuesta como un nimero par de transposiciones.

En efecto, si

I'=oay- - (5.3)

donde cada «; es una transposicion, probaremos que k debe ser par.

Sea s un entero en el conjunto {1,2,...,n} tal que s es movido
por algunas de las transposiciones en (??) y supongamos que «; es la
primera transposicion que mueve a m. Entonces, debe ser 7 < k, pues
si la dltima transposicion mueve a m, y ninguna de las anteriores lo
hace, el producto en (??) no es la identidad.

Sea oj = (m,x), donde x € {1,2,...,n}. Entonces tenemos dos
posibilidades para la siguiente permutacién a la derecha «;, la cual
denotamos por o .

1) Si orj4+1 mueve a m, entonces el producto a;a,41 se reduce a algunos
de los siguientes casos:

Il
~

Q1 = (l‘, m) (56', m)

ajaji = (z,m)(y,m) = (z,y)(x,m)
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2) Si aj41 no mueve a m, entonces el producto ooy se expresa de
alguna de las dos formas

(y, z)(x,m)
(z,9)(y,m)

ajaj = (z,m)(y, 2)

ajaj = (2, m)(z,y)

En conclusion se tiene que «j;1 es la primera transposicion que
mueve a m o bien m desaparece en (?77?), eliminando dos transposiciones.
Continuando este proceso se pueden cancelar todas las transposiciones

n (7?), hasta tener la identidad en ambos lados. Luego k debe ser par.

Caso II: Sea 6 una permutacion cualquiera en S,, y consideremos dos
n
posibles descomposiciones de esta, como producto de transposiciones

0=ar-ap=01-5

Luego

097 = e an(Br )
= al...akﬁt—l...ﬂl—l

= ar-apf B

pues [; es una transposicién, y por lo tanto
Bt =B
luego se tiene

I'=ayq---apb--- i,

y usando el primer caso se concluye que o + ¢ debe ser par. Luego o y
t deben ser ambos pares o impares.

Definicién 5.4.2 Una permutacion 0 en S, se dice par (respectiva-
mente impar) si 0 se puede expresar como el producto de un nimero
par (respectivamente impar) de transposiciones.
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El producto de dos permutaciones pares es de nuevo una permuta-
cién par. Ademds si 6 es par, su inverso 8! es también una permutacién
par.

Luego el conjunto de las permutaciones pares de S,, es un grupo
el cual se denomina Grupo Alternante de grado n y se denota por
A,.

Teorema 5.4.2 El grupo alternante A,,, es un subgrupo normal de S,
y tiene orden

o(A,) =n!/2

Demostracién: Sea U el grupo formado por 1 y —1 bajo el producto
de los nimeros enteros. Consideremos la aplicacién

p:8, —U

1, si 0 es par
p(0) = . .
—1, si 6 esimpar

Entonces se puede verificar facilmente que ¢ es un homomorfismo
de grupos, el cual es sobre. ;Quién es el Kernel de ¢?

Tenemos que ker ¢ son exactamente aquellas permutaciones pares,
esto es el grupo A,,. Ademas por el primer teorema de los isomorfismos,
obtenemos

Sn/kerp = S, /A, = U,

luego

o(S,/A,) = o(U) =2

pero
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y de esto se concluye

5.5 Simplicidad de A, (n >5)

En esta seccién se demuestra uno de los hechos mas resaltantes
sobre el grupo de permutaciones, como lo es la simplicidad del grupo
alternante A,,, para n > 5.

Este resultado tiene profundas y sorprendentes concecuencias cuando
se considera el grupo de permutaciones de las raices de un polinomio de
grado mayor o igual a 5 sobre los racionales. La simplicidad de A, en
este contexto implica la imposibilidad de obtener dichas raices usando
radicales.

Sin embargo no podemos estudiar con detalle esta aplicacién. Para
la misma se requieren algunos conocimientos de la teoria de cuerpos
que no estan a nuestro alcance en este momento.

Definicién 5.5.1 Un grupo G se dice simple si no posee subgrupos
normales diferentes de los triviales.

Lema 5.5.1 Sean ¢ = (1,2) y¢ = (1,2,...,n). Entonces S, es gene-
rado por estas dos permutaciones.

Demostracion: La prueba se hard en varios pasos:

1) Demostraremos que ¢, 1) generan todas los transposiciones
(1,2),(1,3),...,(1,n)

2) Probaremos que esas transposiciones generan todas las transposi-
ciones.

3) Luego cada o € S, al ser generada por un producto de transposi-
ciones, es generada por ¢ y 1.
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Iniciamos la demostracion calculando algunos valores de =" )",

V(1) = (n)ey

Vlop(2) = (L)ey

VeY(3) = (2)ey

|
—~

—_
~—
<

Sid<s<n

Yled(s) = (s—1)gy

Luego hemos probado

vTlep(l) = (2,3)

En general, probaremos la férmula
Yt = (PR(1),94(2)) (5.4)
Es mads, si ¢ es cualquier ciclo ¢ = (aq,...,as). Entonces se tiene

Vot = (W8 (@), ... ¥¥(as)) (5.5)
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para todo k, 1 < k < n.

Para probar (?7?), notemos en primer lugar que

W)Y ek = (1)py*
= wt
= ¢*(2),

y ademas

W)Y~ vt = (2)py*
= Wt
= (1)

Por otro lado, sea t # ¥*(1),1*(2), entonces como * es biyectiva,
existe x # 2,1 tal que

luego

() ey =

Luego el elementos ¢ no es movido por esa permutacion y por lo
tanto

Thopt = (08(1),05(2))

De esta forma las permutaciones ¢, 1) generan todas las transposi-
ciones

(1,2)(2,3)(3,4) - (n — 1,n)
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. Como generamos una permutacién del tipo (1,a) con 2 < a < n?

Simplemente usamos la formula de recurrencia

(La—1)(a—1,a)(1,a—1) = (1,a). (5.6)
2) Si (a,b) es cualquier transposicién, entonces

(1,a)(1,b)(1,a) = (a,b)
Luego (a,b) es generado por ¢, 1.

3) Si 0 es cualquier permutacién, entonces

0=0,--0,

donde cada 6; es una transposicién. Con esto se da fin a la prueba.

)

Lema 5.5.2 Probar que paran > 3, el grupo generado por los 3—ciclos
es A,.

Demostraciéon: Sea H =subgrupo de S,, generado por los 3—ciclos.
Como cada 3—ciclo es de la forma:

(a,b,c) = (a,b)(a,c),
se tiene que
HCA,
Luego si # € A, entonces 6 es producto de un numero par de
transposiciones.

Si demostramos que el producto de dos transposiciones es un 3—ciclo
o producto de 3—ciclos estara listo.

Tenemos dos casos a considerar
1) (a,b)(a,c) = (a,b,c).
2) (a,b)(c,d) = (a,b)(a,c)(a,c)(c,d) = (a,b,c)(c,a,d).

Por lo tanto los 3-ciclos generan al grupo alternante A,,.
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Lema 5.5.3 A,,, n > 3 esta generado por 3—ciclos de la forma

(1,2,3)(1,2,4) -+ (1,2, ).

Demostracién: Basta probar que todo ciclo de la forma (a, b, ¢) esta
generado por un producto de los anteriores o sus inversos.

En primer lugar

(1,2,0)71(1,2,¢)(1,2,b) = ((1),9(2),%(c)) (5.7)
donde 1 = (1,2, )

luego

(1,2,0)7%(1,2,¢)(1,2,0) = (2,b,¢)
(2,0,0)(2,b,a)(2,b,0)7" = ((2),1(b), ¥(a))
donde ¥ = (2, b, ¢)
Luego

(1,2,0)7*(1,2,¢)(1,2,b) = (b,c,a) = (a, b, c)
De esta forma obtenemos el 3—ciclo buscado.

)

Lema 5.5.4 Sea N un subgrupo normal de A,, (n > 3). Si N contiene
un 3—ciclo (a,b,c), entonces

N =A,.

Demostraciéon:

(17 2, a)_l(a’ b, C)(L 2, CL) = (¢(a>> ¢(b)> w(c))
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con ¢ = (1,2, a)
Sea A = (b,2)(c, k) € A,

AN, b, 0N = (A1), A(D), A(c))
= (1,2,k)eN

Luego N contiene todos los 3—ciclos

(1,2,3)(1,2,4) - (1,2, n)

y por lo tanto

N =25,

Teorema 5.5.1 A,, (n > s) es simple.

Demostracién: Sea N # {e} un subgrupo normal de A4,. Sera sufi-
ciente con probar que N contiene 3—ciclo.

Sea 6 € N tal que 6 fija el mayor nimero de elementos del conjunto
{1,2,...,n}.

Afirmamos que 0 es un 3—ciclo. Si € no es un 3—ciclo, entonces 6
mueve mas de 3 elementos, luego podemos suponer

1) 6=(1,2,3,...)
o bien

2)  0=(1,2)(3,4)-

En el primer caso # mueve 2 elementos mas, digamos 4 y 5, pues si
0 = (1,2,3,4) entonces 6 es impar.

Sea 7 = (3,4,5) € A, y hagamos

O, =710r"1eN
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Si # es como en 1) entonces
6, = (1,2,4,5,...)
Si 0 es como en 2) entonces
0, =(1,2)(4,5)---

Luego

0, #6
y por lo tanto

0y = 7077107 Fe

Si 0 fija un niimero s de elementos, con s > 5, entonces 6, fija dicho
ntimero. Ademsds, si 6 es como en 1)

O2(1) =

Luego 6 mueve 1,2,3,4,5 vy 6, fija 1. Por lo tanto #, tiene més
elementos fijos que @, lo cual es una contradiccion.

Si # es como en 2)

0,(1) = (Dror—'o~*
= (Dor ot
= (1)



5.5. Simplicidad de A4, (n >5) 103

0,(2) = (2)ror'o7?
= (2)or ot
- @

Luego 6 fija mas elementos que 6 lo cual es nuevamente una con-
tradiccion.

)

Ejercicios

1) Determine cuales de las siguientes permutaciones en Sg son pares y
cuales son impares.

a) (1,2,3)(5,2)

b) (4,5,6,7)(1,2)

¢) (1,2,3,4)(7,8)

d) (2,8,7,6,4,5)

) (2 4,5)(3,8,1)

£) (1,8,7)(2,5,4,3,6)

2) Sean 6 y 7 las permutaciones en S¢ dadas por 6 = (1,2,3)(4,5)
T=1(1,5,7,4)

Calcular
a) 0170
b) 076, para 2 < k < 6.

e

3) Hallar la descomposicién en ciclos de

g_( 12345 6 7891011 12
1014651211 98 2 7 3

4) Determine si la permutacién anterior es par.
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5) Demuestre que el producto de dos ciclos disjuntos en S,, es conmu-
tativo.

6) Sea 0 = (ay,...,a;) un ciclo de S,, y ¥ € S,,. Probar la férmula
0P = (Y(ar), .. p(ar).

7) Probar la férmula (77?)
8) Probar la férmula (77?)
9) Probar la férmula (77?)

10) Dos permutaciones 6 y 7 en S,, se dicen conjugadas, si existe otra
permutacién o en S, tal que

0=oro L.

Halle todos los conjugados de la permutacién (1,2,3) en Ss.

11) Demuestre que si dos ciclos son conjugados, entonces tiene la misma
longitud.



