Capitulo

6

Estructura de los Grupos

6.1 Introduccion

En nuestro viaje dentro de la teoria de grupos, hemos estudiado mu-
chos ejemplos de grupos interesantes, como los grupos de simetria, los
enteros modulo m, las permutaciones,...etc, pudiendo reconocer den-
tro de cada uno de ellos propiedades particulares que los diferenciaban
entre si; como una planta de helecho se diferencia de una de naranja.
Hemos realizado un largo recorrido por este hermoso paraje del algebra,
deteniéndonos en cada arbol del bosque, en cada piedra del camino,
en cada rio que atravesamos a describir con detalle minucioso lo que
ibamos descubriendo. Nos dirigimos ahora hacia una colina desde donde
se puede otear todo el camino andado, desde muy arriba, y tener una
vision mas amplia de las cosas que estan abajo en los valles.

Con toda la informacion que tenemos a la mano, podemos hacer
un resumen general de todo lo visto en el recorrido, sintetizando en
unas pocas ideas el amplio panorama de la teoria de grupos. Se trata
entonces de ordenar todo el material estudiado dentro de una estructura
general.

Este enfoque estructural facilita la clasificacién de los grupos, per-
mite obtener un conocimiento més profundo de ellos y genera una gran
cantidad de nuevos ejemplos.

Existe mucha similitud entre el conjunto de los nimeros enteros
y el conjunto de los grupos abelianos finitos, desde el punto de vista
estructural, como se vera en este capitulo. Los nimeros primos son
los elementos basicos a partir de los cuales se generan todos los demas
enteros. En el caso de los grupos abelianos finitos, los grupos ciclicos
juegan el mismo papel que los niimeros primos, pues ellos son los blo-
ques con los cuales se construyen los otros grupos.

La clasificacién de todos los grupos abelianos finitos es, sin duda
alguna, una de las mas altas realizaciones de toda el dlgebra. El primer
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paso en alcanzar esta meta viene dado por el teorema Sylow, el cual per-
mite obtener subgrupos de orden una potencia de un primo p, cuando
dicha potencia es un divisor del orden del grupo dado. El teorema de
Sylow es una herramienta poderosa que permite desmenuzar un grupo
grande en pedazos més pequeos, los p-grupos, de una manera rapida y
eficiente, con tan solo conocer el orden del grupo.

El proceso de clasificacion culmina brillantemente con el teorema de
la unicidad de los invariantes para grupos de orden una potencia de un
primo p, o p-grupos. Si conocemos todos los invariantes de un p-grupo,
entonces se conoce su descomposiciéon como producto directo de grupos
ciclicos.

6.2 Producto Directo de Grupos

Sean A y B dos grupos y consideremos a A y B como conjuntos.
Sea G el producto cartesiano A x B. Podemos definir una operacién
binaria en A x B mediante

(Gh bl) * (GQ, 52) = (G1a2, ble)

donde ajay indica el producto de a; con as en el grupo Ay, y bibs
indica el producto de b; con by en el grupo B. Probaremos que G con
la operacién *, de multiplicacién por coordenadas, es un grupo.

En primer lugar la operacién es cerrada, pues los respectivos pro-
ductos en A y B son cerrados, con lo cual se demuestra que (ajaz, b1bs)
es un elemento de G.

Para demostrar la asociatividad, pongamos

(ay,b1) * [(az, bg) * (as,b3)] = (a1,b1) * (agas, babs)
(a1 (agas), by(babs))

= ((ma2)as), (bib2)bs)
(a1az,b1by) * (as, bs)
[

(CLl, ag) * (ag, bg)] ES (ag, b3)

Sea e el elemento neutro de Ay f el elemento neutro de B. Entonces
el elemento (e, f) estd en G. Ademas, si (a,b) es cualquier elemento de
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G se tendré:

(67 f) * (a7 b) = (eav fb) = (av b)
(a,) * (e, f) = (ae,bf) = (a,b)

Luego (e, f) es el elemento neutro para la operacién .
Finalmente, si (a,b) € G, el elemento (a™1,b7!) estard en G, y se
tiene entonces

(a,b) * (a™*,07) = (aa™t,bb7Y) = (e, f)

y

(@57 (a,) = (', b570) = (e, f)
luego el inverso de (a,b) es (a=!,b7'). En conclusién hemos probado
que (G, x) satisface todas las propiedades de la definicién de grupo.

Ademas, si Ay B son grupos abelianos, entonces A x B es un grupo
abeliano.

Definicién 6.2.1 Sean A y B dos grupos. El grupo G = A X B, con
la operacion de multiplicacion por coordenadas, se llama producto
directo externo de A y B.

Observacién: Silos grupos A y B son abelianos, entonces G = Ax B
se llama la suma directa de A y B y se denota por A ® B
El producto directo externo de dos grupos, se puede generalizar
a cualquier nimero de grupos. Sean Gfy,...,G, grupos y sea G =
G1 XX G, el conjunto de n—uplas (g1, ...,g,) cong; € G;, 1 < i < n.
Definimos la operacion de producto en G, multiplicando compo-
nente por componente

(gla“'agn) * (hla"'7hn) = (91h1,--~,gnhn)

Entonces el grupo G con esta operacién se llama el producto di-
recto externo de G4,...,G,

Observacion: Si se tiene G = A x B, entonces los conjuntos

H={(a,f)|ac A} y K={(eb)|be B}
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son subgrupos de G y ademas

HNK ={(e f)}.
Con las mismas notaciones anteriores, se tiene la siguiente

Proposicién 6.2.1 Para todo g € A x B, existen unicos elementos
g1 € H y go € K tales que

g = g192.

Demostracién: Sea g = (a,b), entonces

9 = (a,b)
= (a, f)(e,b)
= 9192
congi € H g, € K.

Supongamos ahora que g = gjg5, con ¢) € H y ¢, € K. Luego
g = 9192 = g1 g5, de donde (¢})"tg1 = go(g5)~' € HN K. Por lo tanto
(91)"tg1 = e, lo cual implica ¢} = g;.

Similarmente se demuestra g, = gs.

)

Este resultado se puede generalizar de la manera siguiente:

Proposicién 6.2.2 Sean Gi,...,G, grupos, y consideremos el pro-
ducto directo de ellos, G = G1 X --- X G,,. Para cada 1, sea e; el
elemento neutro del grupo G; y sea

Hi:{(617--~7ei717h7€i+17---7€n | hEGz}

entonces los H; son subgrupos de G y ademds
1) ) HiNH; =e, parai# j, donde e es elemento neutro de G.

2)) Todo elemento g € G se expresa de manera unica
g =hihy---hy

donde los h; estdn en H;.
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Definicién 6.2.2 Sea G un grupo y Hy, ..., H, subgrupos normales de
G, tales que

1)G=H,---H,

2) Para todo g € G, existen elementos unicos h; € H;, 1 < i < n, tales
que

g="hihy

Entonces G se llama el producto directo interno de Hy,..., H,.

Observacion: Mas adelante, probaremos que el producto directo ex-
terno es isomorfo al producto directo interno, y por lo tanto, al quedar
probado este isomorfismo, hablaremos de producto directo, sin ser es-
pecificos.

Antes de llegar a ese resultado, necesitamos la siguiente proposicién:

Proposicién 6.2.3 Sea G = Ny ---, Ng producto directo interno. En-
tonces para todo par de subindices i # j se tiene que

N; N Nj = {e},
y ademds se cumple

ab = ba

para cualquier a € N;, b € N;

Demostraciéon: Sea x € N;NNN;, entonces de acuerdo con la definicién
de producto directo interno, existen elementos ¢,...,gs con g; € N;
tales que

Por otro lado, podemos representar a x de dos formas distintas
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T =€1€ " €_1T€i41" "€y
r = €1y - €j_1$€j+1 R 7%
donde e, = e, es el elemento neutro de G.

Usando la unicidad de la representacién en (?7) se concluye que
r = e, de donde

NzﬂNJ == {6}

Si suponemos que a € N; y b € Nj, se tiene que aba™' € N, puesto
que N; es normal.

Por estar b~! en Nj, se debe tener aba™'b~' € N;. Pero por otro
lado, usando la normalidad de N; se sigue que ba~'b~! € N;, y entonces
aba"'b~' € N;.

Combinando ambos resultados se obtiene

aba"'b"' € N;N N; = {e}
De donde
ab = ba
[ )

Teorema 6.2.1 Sea G = Ny--- N, producto directo interno y G' =
N1 X -+ X Ny producto directo externo, entonces

G~d(q.

Demostracién: Consideremos la aplicacion
Vv G — G
Vg1, 59s) =917 9s

Entonces 1 esta bien definida, pues cada g; pertenece a GG, luego el
producto de los g; esta en G.
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Sean x,y € G' y probemos que

(2, y) = (x)(y)

Se tiene

r=1(91,-.-,9s), y=(h1,...,hs) con g;, h; € N,
para todo (1 <1i <)
Luego, usando la proposicién anterior, se deduce

Y(x,y) = Y(giha,-- -, gshs)
= (g1h1)(g2h2) - - - (gshs)
= (91--gs)(h1---hy)
= P(x)Y(y)

Ademas 1) es sobreyectiva, por la definicién de producto interno.

Falta probar la inyectividad de .

Sea x = (¢1,...,9s) € G’ tal que ¥(z) = e, luego se tiene
gl e gs = e

Usando la unicidad de la representacién de

g1°°°gs = €1+ €y

donde e; = e para todo 1 < i < s, se concluye g; = e, para todo
1< <s.

Luego
r=(e...,e)=e€ en G

Por lo tanto hemos probado ker i) = {e} y se puede concluir entonces
que ¥ es inyectiva.

)
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Ejemplo: Sea G = Z; x Z, donde Zj, es el grupo de los enteros
moédulo 5 bajo la adiccion. Luego los elementos de GG son:

e=1(0,0) 26=1(0,1) x11=1(0,2) x16=1(0,3) x93 =(0,4)
zo=(1,0) x7=(1,1) z12=(1,2) 217 =(1,3) w9 = (1,4)
r3=(2,0) xg=1(2,1) z13=1(2,2) z18=(2,3) w23 = (2,4)
xy=(3,0) x9=(3,1) z14=(3,2) z19=(3,3) w24 =(3,4)
rs = (4,0) z10=(4,1) z15=(4,2) w2 =(4,3) w25 = (4,4)

Entonces G, lo identificamos con Z;+ Z, haciendo la identificacién
((l, b) - a(17 0) + b(Ou 1)

Noétese que todo elemento en G se escribe de manera tnica en esta
forma. Por ejemplo

T15 = 4(1, 0) + 2(0, 1)

Obsérvese también que el orden de cualquier elemento de G es 5,
luego Z; x Z no es isomorfo a Z,; (;Por qué?).

Ejercicios
1) Sean Gy, ..., G, grupos tales que o(G;) = t;. Probar que el orden

de G=G; x---x G, esigual aty---t,.

2) Sea C} el grupo ciclico de orden 4. Probar que C; & Cy no es un
grupo ciclico. Generalice este resultado.

3) Dar una lista de todos los elementos de Cy & C,. Halle todos los
elementos de orden 2. Halle el diagrama de subgrupos de este grupo.

4) Demuestre que Cy & Cy @ Cy y Cy ® Cy no son isomorfos.

5) Sea G = Gy X - -+ X GG, y considérense las n aplicaciones

m G — G,
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(91,-.-79n) — i

m; se llama la i- ésima proyeccion candnica.
Probar que para todo i, 7; es un homomorfismo sobreyectivo.

6) Sea G = G1 X .-+ x G, y considérense las n aplicaciones
i Gy — G, 1<k <n,

Gk — (€15 €h_1, Gy €ty -+ €En)

la aplicacion i se llama la k - ésima inclusién candnica. Probar
que 7 es un homomorfismo de grupos sobreyectivo, para todo k.

7) Demuestre que si G, y G son grupos, entonces

G1XG2%G2XG1

8) Sea G =Gy x Go, y H={(a, f) | a€ G}, donde f es la identidad

de G5. Probar que H es normal en GG y ademas

9) Sean C,. y Cj grupos ciclicos de orden r y s, con (r,s) = 1. Probar
que C, x Cy = C,;.

10) Sea G = S3 x S3. Hallar dentro de G un subgrupo de orden 9.
11) Hallar todos los posibles grupos abelianos de orden 16.

12) Sean G, G, Gy, GY grupos, tales que G = G y Gy ~ G,. Probar
que

01XG2%G/1XG/2.

6.3 La Ecuacion de la Clase

En esta seccion estudiaremos una nueva técnica para contar los ele-
mentos dentro de un grupo G, conocida con el nombre de relacién de
conjugacion. Por intermedio de ésta, es posible demostrar un resultado
muy interesante sobre grupos finitos debido a Cauchy. Este resultado
establece que si un nuimero primo p divide al orden de un grupo finito
G, entonces G tiene un subgrupo de orden p.
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Definicién 6.3.1 Sea G un grupo y a,b € G. Diremos que b es con-
jugado de a, si existe c € G, tal que

b=clac
Si b es un conjugado de a, lo denotamos por

a~b

[43 b

Se puede verificar que la relacién “~” es de equivalencia en el con-
junto G. Para cada a € G se tiene su clase de conjugacion:

Cla)={r € G, |a~ux}

Si C(a) tiene C, elementos, se tiene la siguiente férmula de conteo

en G

Gl =2_Ca

donde C, recorre todas las clases de equivalencia. Esta relacién se
conoce con el nombre de ecuacion de la clase en G

Definicién 6.3.2 Sea G un grupo y a € G. Definimos el Normaliza-
dor de a como
N(a)={z € G, | xza = az}.

Entonces es facil probar que N(a) es un subgrupo de G.

Teorema 6.3.1 Para cada a € G,

o(@)

Co = SN

Demostracién: Definimos una funcion

¢ : Cla) — G/N(a)

T=z"'tar — N(a)z

Probaremos que ¢ es una biyeccién
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1) ¢ estd bien definida. Es decir, dos clases de conjugados iguales, pero
con distintos representantes, tienen la misma imagen bajo el homomor-

fismo ¢
Si 27 tax = y~lay, entonces yxr~laxy~! = a, lo cual implica

(2y ™) azy™ = a

Luego debemos tener xy~! € N(a) y de aqui se deduce que xN(a) =
yN(a) . Por lo tanto ¢ esta bien definida.

2) pesl: 1
Supongamos que para Ty,Ty € C(a), donde T} = z tax, Ty =
y~lay, se tiene ¢(Ty) = ¢(Ty). Por lo tanto

N(a)x = N(a)y

Luego zy~! € N(a), lo cual implica zy~'a = axy* .
vy tay = x tax, y de esto se obtiene T} = Tb.

3) ¢ es sobre (facil).

Por lo tanto

Corolario 6.3.1 5i G es un grupo finito, se tiene

donde cada elemento a pertenece a una clase conjugada.

Definicién 6.3.3 Sea G un grupo, entonces el centro de G es el
conjunto

Z(G)={9€ G| gr=uxg, VreG}.
Es facil verificar que Z(G) es un subgrupo de G.

Observacién: Usaremos el simbolo Z o Z(G), indistintamente para
indicar este grupo.

Observacién: Sia € Z(G), entonces N(a) = G, luego
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Usando esta observacién tenemos el corolario:

Corolario 6.3.2 Si G es finito

Corolario 6.3.3 Sio(G) = p", donde p es un nimero primo, entonces

Z(G) # {e}.

Demostracién: Sia ¢ Z(G), entonces N(a) # G, luego por el teo-
rema de Lagrange
o(N(a))| o (G)

y por lo tanto
o(N(a))=p* conl<a<n

luego

para todo a € Z(G).

Asi
°o(G)
o(G) -
P PR )
y por lo tanto
p| o(Z(G))

Esto es o(Z(G)) > 1
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Corolario 6.3.4 Si o(G) = p?, p primo, entonces G es abeliano.

Demostracién: Por el corolario anterior, sabemos que Z(G) # {e}.
Como Z(G) es un subgrupo de G, se debe tener que

1Z(G)| =p" o |Z(G)|=p

Si |Z(G)| = p? entonces Z(G) = G, y estard listo. Si |Z(G)| = p,
existe a € G tal que a ¢ Z(G), luego

Z(G) L N(a) € G

Nuevamente, se debe tener

lo cual implica

Esto es una contradiccion pues a ¢ Z(G). Por lo tanto Z(G) = G
y asi G es abeliano.

Teorema 6.3.2 (Cauchy) Sea G un grupo finito y p un nimero primo
tal que p| o (G). Entonces G tiene un elemento de orden p.

Demostracién:

1) Supongamos que G es abeliano. Usaremos induccién sobre el orden
de G. Si o(G) = 1 no hay nada que probar.

Supongamos el teorema cierto para subgrupos de orden < n = o(QG)

a) Si o(G) = p, con p un nimero primo, entonces G es un grupo ciclico
generado por un elemento g € G. Luego o(g) = p y g es el elemento
buscado.

b) G no tiene subgrupos triviales distintos de {e} y G, entonces G es
ciclico de orden primo (verificarlo!).
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c¢) Supongamos que G tiene un subgrupo H no trivial, y o(H) < o(G).
Si p| o (H) estard listo.

Supongamos que p fo (H). Luego

y por lo tanto

()
PEe\m
Como G/H es abeliano y

o(5) <o),

aplicamos hipdtesis de induccién a G/H. Luego existe un elemento
Hg € G/H de orden p. Luego

(Hg)" = Hg" = H
es decir, g € Hy g ¢ H, luego
()" =e

Sea z = ¢°). Entonces probaremos que  # e.

En efecto si

tenemos que

(Hg)*"™ = H.
Como o(Hg) = p, se debe tener p| o (H), lo cual es imposible.
Asi x # e y P = e. Luego
ofz) =p

Con esto termina la demostracién del primer caso.
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2) G no Abeliano
Nuevamente usamos induccion sobre el orden de G.
Si o(G) = 1 no hay nada que probar.
Si G tiene un subgrupo H, tal que p| o (H) est4 listo.
Supongamos que p no divide al orden de ningtin subgrupo de G. En
particular, si a € Z(G) entonces N(a) # G y por lo tanto p /[N(a).
Luego se tiene la ecuacion de la clase

o(G) = (2(G)) + a%(:@ SIN(0))

Puesto que p|o(G) y p fo(N(a)) se tiene que p| O((}\(,?g)), sia g Z(QG).

Luego

plo@) - 3 G

oot o(N (@)

y por lo tanto

plo (Z(G))

Pero hemos supuesto que p no dividia al orden de ningiin subgrupo
propio de G. Como consecuencia de esto debemos tener Z(G) = G,
con lo cual G es abeliano. Luego aplicamos el primer caso.

)

Ejercicios

1) Probar que si G es un grupo, entonces su centro es un grupo abeliano.
2) Sea G un grupo y a € G. Probar que N(a) es un subgrupo de G.
3) Hallar el centro de Ss.

4) En el grupo S, calcular N(¢), donde ¢ es la reflexién de orden 2.
5) Sea G un grupoy a € G. Probar que a € Z(G) siy sélosi N(a) = G.
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6) Probar que si G es un grupo, la relacién de conjugados, en los ele-
mentos de GG es de equivalencia.

7) Escribir la ecuacién de la clase para el grupo G = Ss.

8) Probar que si G es un grupo de orden p®, entonces G tiene subgrupos
de ordenes 1,p,p?, ..., p* 1, p.

9) Sea p un nimero primo. Probar que existen sélo dos grupos de orden
p?, salvo isomorfismo.

10) Halle todos los conjugados de la rotaciéon R en el grupo de simetrias
del cuadrado.

11) Calcule el nimero de clases conjugadas del grupo diédrico Dy.

12) Halle el centro de Dy.

6.4 Teoremas de Sylow

En esta seccién probaremos uno de los teoremas mas importantes
de toda la teoria de grupos, como lo es el teorema de Sylow. Si G es un
grupo cuyo orden es divisible por una potencia de un primo p, entonces
el teorema de Sylow garantiza la existencia de un subgrupo de G, cuyo
orden es la potencia dada de p.

Para demostrar este teorema necesitamos aplicar una técnica nueva
para contar elementos dentro de un conjunto, a partir de un grupo
dado, la cual se conoce con el nombre de Accién de Grupos.

Definicién 6.4.1 Sea A un conjunto y G un grupo. Diremos que G
actia sobre A, si existe una funcion ¢ : G x A — A que satisface

1. Para todo g € G, la aplicacion

Gg: A— A
a— ¢(g,a)

es una permutacion del conjunto A.
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2. La aplicacion
G — S(A)
g — qbg

es un homomorfismo de grupos.

Observaciéon: De acuerdo con la condicion 2 se tienen las siguientes
formulas de composicién.

1. ¢ap = dup , para todo a y b en G.

2. ¢g1¢4 = ¢ = Id, para todo g en G.

Ejemplo: En la demostracion del Teorema de Cayley hemos visto
cémo un grupo G actia sobre el conjunto GG formado por sus elementos,
mediante Traslaciones a la derecha. Este tipo de accién viene dada
por la funcién

o:GxG—G
(9,a) — g.a

Es fécil verificar que se cumplen las condiciones 1 y 2 de la definicién
para esta funcién.

Introducimos a continuacién un par de conceptos muy ttiles para
el conteo de los elementos de un conjunto en donde estd definida una
accion.

Definicién 6.4.2 Sea G un grupo, el cual actiia sobre un conjunto A.
Entonces para todo a en A, se define la érbita de a bajo G como el
conjunto

A, ={9(g,0) | g € G}

Observaciéon: Es facil verificar que el conjunto de las distintas orbitas
de A bajo todos los elementos de G establece una particién del conjunto

A.
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Definicién 6.4.3 Sea G un grupo, el cual actiia sobre un conjunto A.
Entonces para todo a € A se define el estabilizador de a en G como
el conjunto

Est, ={g € G | ¢(g,a) = a}

Observacién: Se demuestra que para todo a en A, E'st, es un sub-
grupo de G.

El siguiente teorema permite calcular el nimero de elementos dentro
de cada orbita.

Teorema 6.4.1 Sea G un grupo finito, el cual actia sobre un conjunto
A finito. Entonces, para todo a € A se tiene

o _ |G
Aol =16 Bsta] = -

Demostracion: Sea C, el conjunto de las clases laterales derechas de
E'st, en GG. Consideremos la aplicacién

v:C,— A,
g.Est, — ¢4(a)

donde ¢4(a) denota la aplicacién de g sobre el elemento a.

En primer lugar probaremos que ¢ esta bien definida, para lo cual
supongamos que g Est, = g, FE'st, para algunos ¢;, g2 en GG. Entonces
se tiene g1g5 ' € Esta, si y sélo si gbg;ng(a) =a.

Luego ¢g;1¢g2(a) = a, si y s6lo si ¢4,(a) = ¢4, (a). Con esto hemos
probado que la funcion esta bien definida. Repitiendo los pasos en
sentido inverso, se prueba la inyectividad de . Luego la funcion es
biyectiva y de esto se deduce la tesis del teorema.

[ )
Damos inicio ahora a una serie de resultados de combinatoria nece-
sarios para probar la primera parte del Teorema de Sylow.
Sea S un conjunto de n elementos. Entonces el nimero de formas
de escoger k elementos entre los n es dado por:
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(1)~ 02

Lema 6.4.1 Sea n = p®m, donde p es primo y p"|m pero p"™* [ m.

Entonces
n n
p* P

Demostracién: De (??7) obtenemos

<pam> _ (p*m)!

pe (p*)!(pm — p)!
pm(p*m —1)--- (p*m — p* + 1)
p*(p* = 1D(p*—2) - (p* —p*+1)

7

D

(6.3)

Observando la expresién (?77), vemos que si una potencia de p, di-
gamos p' divide el numerador, entonces esta potencia también divide
al denominador.

En efecto, si p’|p®m — k, (k > 1), entonces p|k y por lo tanto

plp™ — k.

Luego toda potencia de p en el numerador, se cancela con la corres-
pondiente potencia de p en el denominador. Luego la tinica potencia
de p en (7?) es la que contiene m. De donde se obtiene el resultado.

[ )

Teorema 6.4.2 (Sylow)

Sea G un grupo finito, p es un nimero primo y p®| o (G). Entonces
G tiene un subgrupo de orden p®.
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Demostracion: Sea

tal que p"|m, y p"™! Jm.
Sea A = {A,...,As} la familia de subconjuntos de G de tamano

p. ]]ll'OHCGS
<P m)
S =
p

Definimos una relacién sobre A, mediante :

A;, Aj en A estan relacionados, si y sélo si existe un elemento g € G,
tal que A; = gA;.Es facil ver que esta relacién es de equivalencia.

Afirmamos que existe una clase de equivalencia, digamos A; tal que

pr+1 ‘ |/T1’ .

Caso contrario p" ! divide a todas las clases de equivalencia y por
lo tanto

P A

()

lo cual es imposible por el lema anterior.

entonces

r+1
p

Sea -
Alz{Al,...,An}:{gAl |g€G}

"t Iny sea

donde p
H:{g€G|gA1:A1}

entonces H es un subgrupo de GG, y ademas se tiene

En efecto, la demostracion de 7?7 se sigue de lo siguiente:
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Si para algunos ¢;,g9» en G se tiene que g1A; = g2 A;, entonces
95 '@ AL = Ay

Luego g5 'g1 € H, y por lo tanto las clases laterales g1 H y g2 H son
iguales. Por lo tanto, el ntiimero de elementos de A;, el cual denotamos
por n, es igual al nimero de clases laterales de H en G. Luego

o@
o(H)
de donde
o(H) = °(G)

Como o(G)/n es un entero se tiene que todas las potencias de p
que aparecen en n, se cancelan con las respectivas potencias de o(G).
Como la mayor potencia que divide a n es p", se tiene que

y por lo tanto
o(H) > p* (6.4)

Por otro lado, hA; = Ay, para todo h € H. Si tomamos a; € A;
fijo se obtiene

ha; € Ay, Yhe H
Luego

o(H) < o(Ay) = (6.5)

Luego H es el subgrupo buscado y con esto termina la demostracion.

)
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Definicién 6.4.4 Sea G un grupo finito de orden p“n, donde p no
divide a n. Entonces un subgrupo H de G de orden p* se llama un
p-grupo de Sylow de G.

Maés adelante veremos otros teoremas de Sylow, que nos dardn in-
formacion sobre el niimero de p-grupos de Sylow dentro de un grupo G.
Antes de llegar a estos teoremas necesitamos una serie de definiciones
y resultados sobre grupos conjugados.

Definicién 6.4.5 Sea G un grupo y H subgrupo de G. Para cualquier
a € G, el conjunto

aHa' = {aha™ | h € H}
se llama grupo conjugado de H inducido por a.

La demostraciéon de que dicho conjunto es un subgrupo de G, se
deja como ejercicio.

Observacion: Es claro que si H' es un conjugado de H, entonces H'
y H tienen el mismo orden.

Definicién 6.4.6 Sea G un grupo. Un subgrupo H de G se dice in-
variante o autoconjugado bajo a si y sélo si

aHa™ ' = H.

Observaciéon: Es claro que si a € H, entonces H es invariante bajo a.
Si H es un subgrupo normal de G, entonces H es invariante bajo
todos los elementos de G.

Definicién 6.4.7 Sea G un grupo y H, K subgrupos de G. FEntonces
el conjunto:

No(H)={k € K | kHk™" = H}

se denomina el normalizador de H en K.
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Dejamos como ejercicio para el lector, el probar que Ny(H) es un
subgrupo de K.

Observacién: Si en la definicién anterior tenemos K = (G, entonces
denotamos Ng(H) por N(H) y lo llamamos el Normalizador de H

Proposiciéon 6.4.1 Sean H y K subgrupos de G. El niumero de conju-
gados de H, inducidos por todos los elementos de K, es igual al indice

[K @ Ng(H)]

Demostracion: Sea B el conjunto de todos los conjungados de H,
inducidos por los elementos de K y definamos la funcién

f K — B
ko — kHE!
Es claro que f es sobre. Veamos en qué situacion dos elementos

distintos de K, digamos k; y ko pueden tener imagenes iguales.

Sea
kiHEY = koHky!

si y sélo si
kitkoH (K 'ky) ™t = H

si y sélo si
ki 'ky € Ni(H)

Luego las imégenes de ky y ko son iguales si y soélo si estos elementos
estdn en la misma clase lateral de N (H) en K. Por lo tanto el niimero
de elementos distintos de B es igual al nimero de clases laterales de
Nk (H) en K, el cual viene dado por:

[K = Ng(H)]
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Teorema 6.4.3 (Sylow)
Sea G un grupo finito y p un nimero primo con p|o(G). Entonces el
numero de p-grupos de Sylow de G, el cual denotaremos por h, satisface:

h=1modp y h|o(G).

Demostracién: Sea D el conjunto de todos los p-grupos de Sylow de
G. ( D es diferente del vacio por el primer teorema de Sylow). Sea P
un elemento de D. Entonces P acttia sobre D por conjugacion, es decir
mediante la accion

¢o:PxD—1D
(9,P) — gPg!

Es claro que esta accion es sobreyectiva, pues si P; es cualquier elemento
de D, se tiene
P, =ePe !

donde e es el elemento neutro de P.
Entonces, el nimero de elementos de D, el cual llamanmos h, se

obtiene
h="73_ |Dql
QeD

donde Dy, es la orbita del elemento ) en D.
Tenemos dos posibilidades para Q).
1) Si @Q = P, entonces

Dp={gPg 'lge P} =P

luego esta drbita consiste de un soélo elemento.
2) Si @ # P, entonces

|P| p”
U7 [Bstq] — INp(Q)]

con 3 > 0.
Como P # @, se tendrd Np(Q) # P ( Ver los ejercicios) y por lo
tanto 3 > 0.
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En conclusién se tiene que
h=1+p* +p™ + - +p™ (6.6)

y por lo tanto h = 1 mod p.

En la tercera parte del teorema de Sylow probaremos que todos los
p-grupos de Sylow son conjugados entre si. Entonces si se elige un p-
grupo P los restantes p-grupos aparecen en la o6rbita de P cuando el
grupo G actua sobre D por conjugacion. El tamano de dicha orbita
viene dado por

[S{—C

Dol — —
el = st = V(P)

=[G N(P)]

donde N(P) es el normalizador de P.

)

Teorema 6.4.4 (Sylow)
Sea G un grupo finito y p| o (G). Entonces todos los p—grupos de
Sylow son conjugados.

Demostracion:

Sean P un p— subgrupo de Sylow y @) otro p—subgrupo de Sylow
que no se encuentre entre los conjugados de P.

Entonces calculemos el nimero total de conjugados de @), usando
la accién del grupo P sobre el conjunto de los conjugados de Q).

En primer lugar, el nimero de conjugados de (), por elementos de
P (la 6rbita de @ ) viene dado por:

' _ o(P) _ .3
P NolQ) = s =

Si asumimos 3 = 0, se tendra

con >0 (6.7)
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lo cual implica

P = Np(Q)
y por lo tanto P = @, lo cual es una contradiccion.

Si hay otro conjugado de @), aparte de los senalados en (?7), sea
()1 otro conjugado y repitamos el proceso. Luego el nimero total de
conjugados de @ ( contando todas las érbitas ) vendrd dado por

h/:pﬁl +pﬁ2+,,,pﬁs COH,67;>O.

donde (5 = ;) Por lo tanto A" = 0 mod p, lo cual es imposible por
(?7).

Con esto se da fin a la prueba.

Ejercicios

1) Sea n un entero positivo y k otro entero tal que k < n. Entonces
el factorial inferior de n en k, el cual denotamos por (n) es el
niumero de k—uplas que se pueden formar a partir de un conjunto de n
elementos.

Si A={1,2,...,n}, entonces (n); es el cardinal del conjunto

Ak:{('rh'"axk‘)|Ii€Ayxi7él'j, sii#j}

Probar que (n)y =n(n—1)---(n—k+1).
2) Sin =5y k= 3, hallar todos los elementos de A3.

3) Sea x = (x1,...,7;) una k—upla en A*. Un desarreglo de z es
otra k—upla y de A* tal que si y = (y1,...,ys), entonces

{z, . omey ={yn, - Uk}

Probar que el nimero de desarreglos posibles de una k—upla cual-
quiera es k!.
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4) El nimero de subconjuntos de tamano k que se puede extraer de un
conjunto de n elementos, con n > k, se llama el combinatorio de n
sobre k y se denota por

Demostrar la formula

ny n!
k] (n—k)k!
5) Probar la férmula

n n—1 L n—1 <k <
= n
k k k—1) -
Ayuda: Primero cuente todos los subconjuntos de tamano k que con-

tienen al 1 y luego aquellos que no contienen al 1.

6) Sea G un grupo finito y A la familia de todos los subconjuntos de
G de tamafio s, con s < o(G). Para A;, A; en A se define la relacién
“A; ~ Aj siy solo si existe un g € G tal que gA; = A;”

Probar que esta relacion define una relacién de equivalencia en A.

7) Sea A como en el ejercicio anterior y Ay € A. Diremos que dos
elementos g; v g2 en G estan relacionados, si y sélo si

g = gy

Probar que esto define una relacion de equivalencia en G.

8) Sea G un grupo, H un subgrupo de G y a € G. Probar que el
conjunto

aHa *{aha™" | h € H}

es un subgrupo de G, cuyo orden es igual al orden de H. Este grupo
se dice grupo conjugado de H.

9) Sea G un grupo y H, K dos subgrupos de GG. Entonces el Norma-
lizador de H en K se define por
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Ny(H)={ke€ K | kHk™' = H}

Probar que Ny (H) es un subgrupo de G.

10) Sea G un grupo y H, K dos subgrupos tales que H y K son con-
jugados y ademas

Nuy(K)=H

Probar que K = H

11) Probar que un grupo finito de orden 21 tiene un solo p—grupo de
Sylow de orden 3, o bien 1 6 7 p—grupos de Sylow de orden 7.

12) Probar que cualquier subgrupo de orden p™~! en un grupo de orden
p", con p—primo, es normal en G.

13) Sea G' un grupo, Z(G) su centro y G/Z(G) ciclico. Probar que G
debe ser abeliano.

14) Probar que cualquier grupo de orden 15 es ciclico.

15) Hallar todas las clases de conjugados en Sy y verificar la ecuacién
de la clase.

16) Probar que si G es un grupo de orden p" con p un primo. Entonces
G tiene un subgrupo de orden p* para cualquier 0 < o < n. Use la
ecuacion de la clase.

17) Sea G un grupo finito de orden 3%-52. ; Cudntos 3—grupos de Sylow
y b—grupos de Sylow hay en G?.

18) Sea G un grupo de orden 30

a) Demuestre que los 3—grupos de Sylow y los 5—grupos de Sylow
son normales.

b) Demuestre que G tiene un subgrupo normal de orden 15.

¢) Clasifique todos los grupos de orden 30.

d) /Cuéntos grupos de orden 30, no isomorfos, existen?

19) Si G es un grupo de orden 231, probar que el 11—grupo de Sylow
esta en el centro de G.
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20) Sea G un grupo abeliano finito. Probar que G es isomorfo al pro-
ducto directo de sus grupos de Sylow.

21) Sean A y B grupos. Probar que A x B es isomorfo a B x A

22) Sean Ay B grupos ciclicos de orden m y n, respectivamente. Probar
que A x B es ciclico si sélo si (m,n) = 1.

23) Si G es un grupo de orden pg, con p y g primos y p < ¢, entonces
si p no divide a ¢ — 1, GG es un grupo ciclico.

24) Hallar en D, todos los conjugados de H = {e, h}, donde h es una
reflexion en el eje x.

25) Sea G = S7 el grupo de permutaciones de 7 elementos, y sean
H={oceGlo(l)=1}y K ={0 € G| 6(2) = 2}. Hallar a) Ny(K) y
b)Ng (H).

26) Sea Gy H como en el ejercicio anterior, y sea 7 = (1,2, 3). Hallar
el grupo conjugado de H inducido por 7.

27) Sea G = Dy y considérese los grupos H =< a >, K =< b >, donde
a’* = e, b* = e. Probar que Ng(H) =< b* > .

28) Probar que la relacién de conjugacién entre los subgrupos de un
grupo G, define una relacion de equivalencia.

29) Sea S3 el grupo simétrico de orden tres y H =< ¢ >. Hallar todos
los conjugados de H.

30) Dar un ejemplo de un grupo de orden n, que no posea subgrupos
de orden d, para algiun d divisor de n.

6.5 Grupos Abelianos Finitos

Nos ocuparemos en esta seccion de la clasificacién de todos los gru-
pos abelianos finitos. Usaremos los resultados obtenidos en la seccion
de producto directo de grupos y los teoremas de Sylow.

Teorema 6.5.1 Sea G un grupo abeliano, de orden n, y H, K subgru-
pos de G de drdenes h y k con n = hk y (h.k) = 1. Entonces G es
isomorfo a el producto directo H X K.
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Demostraciéon: Sabemos que H y K son subgrupos normales de G,
luego H K es un subgrupo de GG de orden

o(H) o (K)

o(HK) = o(HNK)

Ahora bien, si x € H N K el orden del elemento x es un divisor de
h y k. Pero por hipétesis se tiene que el tnico divisor comun de h y k
es 1, pues el (h,k) = 1. Luego = = e, y esto demuestra que

HNK ={e}
Entonces tenemos que
o(HK) =o(H)o (K)=hk

y por lo tanto HK =G

Usando el teorema ?7 seccién 7?7, se concluye la demostracion.

)

Sea G un grupo finito abeliano de orden n, y supongamos que n
tiene una factorizacion en primos distintos

— &1 't
n=p*---p

Entonces sabemos, por el teorema de Sylow, que G tiene subgrupos
de Sylow P; de orden p®, usando esto y el teorema anterior se tiene:

Teorema 6.5.2 Si G es un grupo abeliano finito de orden n, entonces
G es isomorfo al producto directo Py X Py X -+ X P;, donde los P; son
los grupos de Sylow de G.

Ejemplo: Sea G un grupo abeliano de orden 600. Entonces se tiene
300 = 2° x 3 x 5%

Sean P;, P, y P3 subgrupos de Sylow de G de ordenes 8, 3 y 25 respec-
tivamente. Luego se tiene el isomorfismo



6.5. Grupos Abelianos Finitos 135

G%P1XP2XP3 (68)

La estructura anterior todavia no nos da toda la informacién sobre
el grupo G, pues P; es un grupo abeliano de orden 8 y debe ser isomorfo
a uno de los grupos

Zy, Zyo Ly Z® Ly Z,

Sabemos que P, es un grupo de orden 3 y por lo tanto isomorfo a
Zs.

Finalmente Ps es isomorfo a Z,; o bien Z; x Z,. Si hacemos
todos estas sustituciones para P;, P, y P3 en la expresién (?7), nos
encontramos con que G es producto directo de grupos ciclicos.

Teorema 6.5.3 Todo grupo abeliano finito G es suma directa de grupos
ciclicos C;,
G=0C; x---xC,

donde o(G) = o(Cy) - -+ o (CY).

Demostraciéon: De acuerdo con el teorema anterior, todo grupo G
abeliano finito, es producto directo de sus subgrupos de Sylow. Luego
el teorema quedara demostrado, si probamos que todo p—grupo de
orden p* con p primo, es suma directa de grupos ciclicos.

Esto precisamente lo demostramos a continuacion.

)

Teorema 6.5.4 Sea G un grupo abeliano de orden p*, con p primo.
Entonces existen subgrupos ciclicos de G, C; de orden p™ y tal que
1<i<t

G%C&XCQX”'XC} (69)

y ademas
Q) 2> Qg > - 2> 0y
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Los «; se llaman los invariantes de G.

Demostracion: Si G mismo es ciclico, entonces no hay nada que
probar.

Si GG no es ciclico, entonces los elementos de GG tienen orden una
potencia de p. Elegimos a; en G, tal que el orden de a; es maximo.
Luego o(a;) = p™, para algin oy > 1.

Definimos C'; =< aq >, con lo cual el orden del grupo ciclico C es
p.
Sea ahora G = G/C} el cual tiene orden una potencia de p. Por el
mismo razonamiento, se puede elegir un elemento @z en G tal que el
orden de @3 es maximal entre los ordenes de los elementos de G.

Luego existe ay tal que

a2

o(a) =p
Como agal = e, se tiene que
p™ = o(az) = o(az) = p™
Luego
o >
Ahora consideramos dos casos:

Caso I: Si < a; > N < ay >= {e}, entonces hacemos Cy =< ay >y
de esta manera se tiene un producto directo C; x Cy dentro del grupo
G, el cual podemos incrementar paso a paso, hasta obtener, después de
un ndimero finito de pasos, una descomposicién de G de la forma (77).

Caso II: Si < a; > N < ay ># {e}, entonces elegiremos otro elemento
en lugar de as. Tomemos p®? la menor potencia de p, tal que

ag% e<ay >= Cl
Por lo tanto existe un entero positivo 7, tal que
ao i

p _
Qg - ala

y entonces se obtiene
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a1y a2,

(@) " = @)

X1 — a2

Luego p** divide a i(p**~*2), y por lo tanto
P2
Luego existe j tal que
i =Jp™

Tomemos entonces by = a]’as, el cual satisface

b = @

—i _p*2
a/l Ao

= €

Ademas, si para algin t, con 1 <t < p®? se tiene

(b2>t =6,

entonces

a;’'al, =e,

y por lo tanto a} € C1, lo cual es una contradiccién, pues ¢ < p®2. Con
esto queda demostrado que o(by) = p*2.

Finalmente probaremos que
<ap >N< by >={e}

En efecto, si x €< a; > N < by >, se tendrd x = by, €< a; >, para
algin t > 0. Luego
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by = (ar72)" = ar”"aj
lo cual implica que a} €< a; > y por lo tanto p®2 divide a t.

Luego se tendra

Vemos que el elemento by, cumple los requisitos buscados y volvien-
do al caso I, con Cy =< by >, se concluye la demostracion.

)

Ejemplo: Podemos clasificar todos los grupos abelianos de orden 60,
usando los teoremas anteriores. Tenemos que 60 = 22 -3 - 5. Sean C;
grupos ciclicos de orden i, donde i = 2,3,5. Entonces si o(G) = 60 se
tienen las siguientes posibilidades.

G%CgXCQXCgXC{,%JCQXCgO

G%C4X03XC5%JC4X015g060
Luego existen solamente dos grupo abelianos de orden 60.

Si G es un grupo abeliano de orden p”, entonces G es isomorfo a un
producto directo

G~ Cpnr X Cpng X =+ - X Cpyny,

donde ny >ng >--->n. >0y

k

los enteros ni,ns, ..., n, son los invariantes del grupo G.

Nuestro préximo objetivo sera probar la unicidad de los invariantes

de G.
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Definicién 6.5.1 Sea G un grupo abeliano. Entonces para todo s > 1
se define el conjunto

G(s)={ge€G|g" =e}

Ejemplo: Sea G = C; x Cy Entonces G(2) es el grupo formado por
los elementos

(0,0), (0,1), (2,1), (2,0),
mientras que G(4) = G y G(1) = {e}. Por otro lado,
Sis#24,1= G(s) ={e}.

Ejemplo: En el caso particular del grupo multiplicativo de los ntimeros
complejos se tiene

Gn)={z€|2z"=1}, n>1.
Este es el grupo de las raices n-ésimas de la unidad.

Observacion: Se demuestra que G(s) es un subgrupo de G, para todo
s> 1.

Proposicién 6.5.1 Sean Gy y Go dos grupos isomorfos. Entonces
G1(s) = Ga(s) para todo s entero.

Demostracion: Sea f : G; — G el isomorfismo dado entre Gy y
Gs.

Sean e; y ey los elementos neutros de GGy y G5 respectivamente. Si
g® = ey para algtiin s > 1, entonces por las propiedades de isomorfismo
se tiene f(g)® = ey. Luego hemos demostrado

f(Gi(s)) € Gals)

Por otro lado, si h € G5(s), entonces hi = e. Como la funcién f es
sobre, existe un g € G, tal que h = f(g) y por lo tanto
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f(9)]” = f(g°) = ez

Como f es inyectiva, se tiene que ¢° = e;. Luego hemos probado
f(G1(s)) € Ga(s), con lo cual se tiene f(G1(s)) = Ga(s) y por lo tanto
G1(s) y Ga(s) son isomorfos.

Proposicién 6.5.2 Sea G = Cpny X Cpna X -+ - X Cpnie, donde p es un
primo y cada Cpni es un grupo ciclico de orden p™. Entonces

G(p) = A1 X Ay X -+ X Ay,

donde A; = (x;) y el orden de cada x; es igual a p.

Demostracion: Para cada 1 <i <k, sea

Op"i = <gl>7
donde g; es un elemento de G, de orden p™.
Sea
zi =g

para todo 1 <1 < k.
Entonces o(x;) = p. Probaremos que el grupo
H = (x1) X (x9) X -+ (vg).

es igual a G(p).
Noétese que h? = e para todo h € H, y por lo tanto H C G(p).

Por otro lado sea x € G(p) — H. Entonces debemos tener 2?7 = e.
Ahora bien, como = € G se tiene que existen enteros «; tales que

x= (g7 ...,9.").

Como x € H, existen enteros s y t tales que
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Q; = pni_ls + t7

con 0 <t < pt~1 paraalgini, 1 <i<Ek.
Luego si 2P = e, entonces se tiene (¢i)” = e, y por lo tanto:

ps+pt __
9i =€

O sea

vt __

gi =¢
con 0 < pt < p™.
Esto contradice la hipétesis de que o(g;) = p™.

Por lo tanto
G(p) = H = (x1) x -+ X (wp).

Finalmente, daremos el teorema de las unicidad de los invariantes
para un grupo abeliano finito de orden una potencia de p.

)

Teorema 6.5.5 Sean G y G5 dos grupos abelianos finitos de orden p"
y supongamos que tienen descomposiciones

Gl = Cl><CQX"'XCk
(6.10)
G = CixCyx---xC!

donde C; es grupo ciclico de orden p™ y C] es un grupo ciclico de orden

p™i, con

ny>mng >---2>mn; >0

hi>hy>--->hs>0.

Entonces G1 =~ Gy si y solo si tiene los mismos invariantes, esto es
k=syn; =h;, para todo 1 < i < k.
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Demostracion:
(=) Probaremos que si G; y G2 tienen los mismos invariantes, en-
tonces ellos son isomorfos.

Sean

Gi=Ci x---xC,

G2:D1X"'XDk

donde C y D; son grupos ciclicos de orden p™ y ny > ng > -+ -ng > 0.

Entonces para todo 1 < i < k, existen elementos g; € G; y h; € D,
tales que

Gi={(g:;) yDi= (hi)
Consideremos la aplicacion

¢ : G — Go

(g?lw--’ggk) - (?17"-71{713%)

Entonces es facil demostrar que ¢ es isomorfismo de G; en Gs.

(«) Supongamos que G; y G5 dados como en (?7) son isomorfos. En-
tonces por la proposicién 77 se tiene

G1(p) = Ga(p)

De acuerdo con la proposicién 77 se tiene que

Gi(p)| =p" v |G2(p)| =p°

luego s = k y por lo tanto GG; y G5 tienen el mismo ntmero de inva-
riantes.

Probaremos ahora que los invariantes son iguales, comenzando por
el primero. Si suponemos que ny; > hy, entonces (G; tiene elementos de
orden p™, pues el maximo orden de los elementos de G5 es p™. Luego
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(G1 vy G5 no pueden ser isomorfos y esto nos lleva a una contradiccién.
Luego ny = hq, lo cual implica que C = C en (?7) .

Si hacemos entonces

H:CQXC:gX"'XC}C

K=0yxCyx---xC

es facil verificar entonces que H es isomorfo a K. Luego podemos
aplicar induccién sobre el nimero de invariantes, se concluye entonces
que

n2:h2,...7nk:hk

Con esto queda demostrado que n; = h;, 1 < i < k.

Ejercicios
1) Sea G = (15 el grupo ciclico de orden 12. Hallar los subgrupos G(2),
G(4) y G(3).
2) Hallar todos los posibles grupos abelianos de orden 200.

3) Demuestre que el nimero de grupos de orden p®, no isomorfos, con
p un nuimero primo es igual al nimero de particiones de «.

4) Hallar todos los posibles grupos abelianos de orden 32.

5) Probar que si un grupo finito abeliano G tiene subgrupos de ordenes
Py q, con py q primos diferentes, entonces G tiene un subgrupo de
orden pq.

6) Probar que si un grupo finito abeliano tiene orden mn, entonces
tiene un subgrupo de orden el minimo comun multiplo de m y n.

7) Sea G un grupo abeliano finito de orden pg con p y ¢ nimeros primos.
Probar que todos los subgrupos de GG son caracteristicos.
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8) Sea G un grupo abeliano finito de orden 5° con invariante: 3 > 2 > 0.
;Cudntos elementos de orden 5 hay en G?

9) Calcule el nimero de subgrupos de un grupo de orden p® con invari-
antes s —1>1>0.



