Primera parte

Matematica borrosa, técnicas y operadores

Teoria de los subconjuntos borrosos

Subconjunto borroso — conjunto borroso

A. Kaufmann emplea el término “Subconjunto borroso” contra “Conjunto
borroso” ya que siendo el referencial siempre un conjunto vulgar, es decir tal y como
se define intuitivamente en matemadticas modernas, o sea una coleccion de objetos
bien especificados y bien distintos, el subconjunto borroso es subconjunto de este

referencial.

Hay investigadores que prefieren utilizar la palabra Difusos por Borrosos

aunque en castellano se haya asentado ya el término borroso.



Subconjuntos borrosos: definiciones, conceptos y operaciones

De la nocion de pertenencia vulgar al concepto

Recordemos que existen dos maneras para definir si un elemento pertenece o
no a un conjunto:
Sea E un conjunto

Sea A un subconjunto de E

A c E

Si un elemento x de E pertenece a A se escribe cominmente

X € A

Se puede utilizar para definir esta pertenencia el concepto de funcion

caracteristica U (X) cuyo valor indica si X pertenece o no a A:

1six € A

Ua (x)

Osi x ¢ A

Ua (X)

Por ejemplo, sea E = { xy, Xy, X3, X4, Xs,}

Sea A ={ Xy, X3, Xs,}

La funcidn caracteristica se escribe:



A = {(x1,0), (x2, 1), (x3, 1), (x4, 0), (x5, D}
Se puede utilizar la anotacidn siguiente:

El referencial E se escribe:

X1 Xz X3 X4 XS
E = 1 1 1 1 1
A = 0 1 1 0 1

En el caso de un referencial no finito y continuo como R, un subconjunto de R

seria entonces representado por:

L A(X)




Recordemos las propiedades del dlgebra binaria de Boole:

Sea A el complementario de A en relacién a E

A NA= O

A UA= E

Six e A,x ¢ A

Hang (X) = Ha . Up (X)
Haus (X) = Ha (X) +Up (X)

lo que define el producto y la suma booleanos:

0 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 1

A. Kaufmann introduce de la siguiente manera el concepto de subconjunto

borroso:

A \ g [0, 1]
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Imaginemos que la funcidn caracteristica descrita anteriormente pueda tener
valores en el intervalo [0,1]. Un elemento de A podria no pertenecer a A (ua = 0),
pertenecer un poco a A (Ua cercano a 0), pertenecer bastante a A (ni demasiado
cercano a 0 ni demasiado cercano a 1) o pertenecer a A (s = 1). Nace pues el
concepto de niimero borroso, introducido por Zadeh, y que en este ejemplo de

Kaufmann puede tomar como funcion caracteristica:

A={(x 102, x| 0),x3103), x| 1), (xs108)}

X1 Xz X3 X4 Xs

Anotando A= 0.2 0 0.3 1 0.8

donde x; es un elemento del referencial E y el niimero colocado después de la barra es
el valor de la funcién caracteristica de este elemento. Este concepto matematico es

denominado “subconjunto borroso” y anotado:
AcE 6 A C E

Se podria utilizar inclusive:
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donde €, equivalea € y € equivalea¢

Asi, pues, un subconjunto borroso puede tener un poco de Xx;, un poco mas de

X3, X4 €N entero y gran parte de Xs.

Véase a continuacién una representacion grafica de un subconjunto borroso tal

y como lo suele representar Kaufmann.

I pax)

0 xe R

Representacion grafica de un subconjunto borroso

Después de esta definicion de Kaufmann indiquemos la definicion original de

Zadeh, expuesta por primera vez en 1965":

Sea E un conjunto denombrable o no y x un elemento de E entonces un

subconjunto borroso A de E es un conjunto de pares del tipo

(x| uax) 1,V x € E
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donde ps (x) es el “grado de pertenencia” de a en A. Asi, si ua (x) toma los

valores en un conjunto M llamado ‘“conjunto de pertenencia”, se puede decir que x

toma sus valores en M por la funcionl 4 (x), 0 sea:

X%M
Ma

Esta funciéon es también llamada funcién de pertenencia. El profesor
Kaufmann, con el fin de considerar las funciones booleanas como casos particulares

de estas funciones de pertenencia, ha modificado la definicién anterior por:

Sea E un conjunto denombrable o no y x un elemento de E. Entonces un

subconjunto borroso A de E es un conjunto de pares.

(M LY x € E,

donde M, (x) es una “funcion caracteristica de pertenencia” que toma sus valores
en un conjunto totalmente ordenado M que indica el ‘“grado” o “nivel” de

pertenencia. M se denomina “conjunto de pertenencia’.

Si M ={(0,1)} el “subconjunto borroso” A se vuelve “subconjunto no borroso
o “subconjunto vulgar”. Las funciones pa (x) son entonces funciones binarias

booleanas.
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Operaciones

Inclusion

Sea E un conjunto y N su conjunto asociado de pertenencia, sean A y B dos

~ ~

subconjuntos borrosos de E; se dird que A estd incluido en B si:

~ ~

Vxe E Uy X) < Ug (X)

Se escribird que:

Y, si es necesario para impedir confusion, afiade Kaufmann:
AcB

lo que indicard bien que se trata de inclusion en el sentido de la teoria de los

subconjuntos borrosos.

La inclusion estricta se anota:

A cc B obien A cc B
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Igualdad

Sea E un conjunto, M su conjunto asociado de pertenencia, y A y B dos

subconjuntos borrosos de E. Se dice de A y B que son iguales si:

VvV x e E Ha(x) = us(x)

y se anotara: A =8B

Si al menos un x de E es tal que la igualdad pa (x) = Up (X) no se satisface

entonces se dice que Ay B son desigualdades y se escribe

A =B

Complementacion

Sea E un conjunto y M = [0,1] su conjunto asociado de pertenencia, y A y

B dos subconjuntos borrosos de E, se dice de A y B que son complementarios si:

VxeEU X)) =1-Uy (x)
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loque seanota B = A obien A = B

y se tiene K = A

Interseccion

Sea E un conjunto, M = [0,1] su conjunto asociado de pertenencia, sean A y

B dos subconjuntos borrosos de E, se define la interseccion:

~

An~B

Por el mayor subconjunto borroso contenido alavezen A yen B, es decir:

V x € E, lpa~g(X) = Min (Up (X), Lg (X))
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Se describe:

Ma~B(X) = Upa(X) A Ug (X) donde A es el minimo, en una notacion mds propia

de la teoria de los subconjuntos borrosos.
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Se puede escribir asimismo

VxeE xe AyxeB=xe AnB

Ma Ug H{\rﬂ?

Kaufmann introduce aqui la anotacién Y, es decir, y borrosa y expone el

siguiente ejemplo:

Sea A el subconjunto borroso de los reales muy vecinos de 5y B el subconjunto

borroso de los reales muy vecinos de 10 entonces A N B es el subconjunto

~ ~

borroso de los reales muy vecinos de 5y de 10.

Ejemplo:

Sea A = 3 i 4 1 5 0 .8
B - 2 0 9 4 5 2 0

Entonces AN B = 2 0 4 4 5 0 0
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Union

Sea E un conjunto, M = [0,1] su conjunto asociado de pertenencia, A y B

dos subconjuntos de E, se define la unién:

A UB

Por el mas pequefio subconjunto borroso que contiene A 'y que contiene B es

~

decir:

V x € E, u{w]} (x) = Max (ua (x), up (X))

Se describe 1, , (x) =(Ha(x) V bg (x) donde V es el mdximo, en una

anotacién mas propia de los subconjuntos borrosos.

También se puede escribir:

VxeE xe A yoxe B=xeAUB

uA uB u/}ﬁl?

lo que permite introducir el y/o borroso escrito simbdlicamente y/o
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Ejemplo: con los mismos datos del ejemplo anterior, se obtiene:

¢ B>
(o=
Y
Il
W
\]
O
p—
(o)
[\
oo

Suma Disyuntiva

Se define la suma disyuntiva de los subconjuntos borrosos a partir de la unién

y de la interseccion de la siguiente manera:
A ®B=(AnB)UAN B)

Esta operacion corresponde al ““ o disyuntivo borroso” y se escribe “0”

Diferencia

Se define la diferencia por la relacion

A-B -A~B
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Distancia

Kaufmann presenta 4 distancias utilizables comiinmente,

eleccion del tipo de problema estudiado® :

¢ Distancia de hamming generalizable a distancia linear

a(a,B)= 3 (61a (X,)- 1o (X))

e Distancia euclidiana o distancia cuadratica

o(a,8)= 5 (1 0 s )

~ i=1

Entonces también e* (A ,B) se denomina norma euclidiana:

2

92('9’|?)= ) [ue(xi)_ Hg(xi)]

i=1

¢ Distancia de Hamming generalizada relativa

dependiendo su
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e Distancia relativa euclidiana

slae)- 28 S - wae]

Algebra de subconjuntos borrosos con Ny U

Los subconjuntos borrosos forman un reticulo distributivo no complementado,

también llamado reticulo vectorial, para las T-normas y T-conormas Ny U.

De hecho, el dlgebra de los subconjuntos borrosos es exactamente la misma

que la de los subconjuntos ordinarios, y difiere en que el principio de tercio excluso

no se verifica.

AnAzo
AUA=E
menos cuando A es un subconjunto ordinario del dlgebra de Boole..

Las demads propiedades si se verifican y se resumen de la siguiente manera:

AUB=BUA Conmutativa
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(AnB)ynC=A nB nO0C

(A UB)UC= A U (B U C) Asociativa

A

~

Nn A=A

U A = A Indempotencia

NBUC)=(AnB)UANC)

U (I:% N 9) = (‘9‘ U I:%)m (‘?‘ U 9) Distributiva

N ¢ = ¢ dondeg eslaparte vulgartalque V x; € E, 1y (xi) =0
Us=A

N E = A donde E es la parte vulgar talque V. x; € E, pg (x;) =l oseael

referencial

A

A=

~

UE=E

A Involucién

~

NB= A UB

~
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AUB= A n B Teorema de De Morgan en el caso de los subconjuntos

borrosos.

Producto y suma algebraica de dos subconjuntos

Sea E un conjunto y M = [0, 1] su conjunto asociado de pertenencia. Sean A

y B dos subconjuntos borrosos de E. Se define el “producto algebraico” de A 'y

B anotado A.B por:

VxeEHlpg () =HaKx) . HgX)

De la misma manera se define la “suma algebraica” de estos dos subconjuntos

A

borrosos anotada A + B por:
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Vxe E Hpp X)=Ha)+ Hg() - Hp ). U (X)

Es de notar que si M = {0, 1} es decir, que nos encontramos en un caso de

subconjuntos vulgares, entonces:

A~nB =A.B

AuB= B

En efecto, en este caso las tablas son equivalentes (s6lo en este caso).

Min 0 1 () 0 1
0 0 0 Es equivalente a 0 0 0
1 0 1 1 0 1
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Max 0 1 () 0 1

0 0 1 Es equivalente a 0 0 1

Contrariamente a las T normas y T conormas Ny U no se pone en presencia

una Algebra con un reticulo vectorial y sélo se confirman las propiedades siguientes:
A . B=B A

A + B =B + A Conmutatividad

(A.B).C=A.@B .C

(A+ B)+ C=A + (B+ C) Asociatividad

A g=9¢g
A +¢=A
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~

K)= A Involucién

A.B- A + B

Teorema de De Morgan para las operaciones (.) y

A+B = K . § (+) sobre subconjuntos borrrosos

~

No se verifican como en el dlgebra de Boole y precedentemente con N 'y U
en los subconjuntos borrosos, las propiedades ligadas al principio de tercio excluso.

Tampoco se verifican las propiedades de idempotencia ni las de distributividad.

T-normas / T-conormas

Con los subconjuntos borrosos se pueden utilizar una infinidad de pares de

operadores de base ademds de n y U llamados T-normas y T-conormas.

Kaufmann (*) indica como ejemplos:
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T (M, H2) = Wy - W2 T-norma

(U, M2) = W + U2 - Wy .2 T-conorma

o sea el producto (.) y suma algebraica (+) tal como se ha visto anteriormente.

T ()=t
1+, .,

Kl

1, =
(TRATIY Trn

T () =0 v (u + - 1)

L) =1A M + W)

Indice de borrosidad

Kaufmann considera, entre otros, dos indices de borrosidad: el “indice lineal
de borrosidad” definido a partir de la distancia de Hamming generalizada relativa y el

“indice cuadratico de borrosidad” definido a partir de la distancia euclidiana relativa.

Se les designara respectivamente por v (A) y p (A).
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2

v(A):%.d(:A,.g)

u(A)=ﬁ-e(f«,l})

Siendo A el subconjunto vulgar mas vecino del subconjunto borroso A.

Recordemos que un subconjunto vulgar més vecino de un subconjunto borroso se

define por:

wy(x,)=1si ppxi) > 05

La(X;)=0 obien1si pp(xi) = 05

Veamos un ejemplo:

X1 X, X3 X4 Xs X6 X7 X3
Sea A = 0.2 0.8 0.5 0.3 1 0 0.9 0.4
1 0 1 0

Entonces A = 0 1 0 0
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v(a)- 3d(A,@)=

SN

2

i=1

(U{\ (X;)- u{\ (Xi))
- §00.2| +|- 0.2/ +0.5|+(0.3|+ 0] + [0 + |- 0.1 + [0.4]) = 0.425

Kaufmann demuestra que v (K) = v (A) es decir, que un subconjunto

borroso y su complementario tienen el mismo indice de borrosidad.

Es posible definir un indice de borrosidad similar al anterior en base al

producto:
4
n(A) = ;Z u'A_K(Xi)
o1
Ejemplo:

Xi Xz X3 X4 X5 Xs X5
Sea A = 0.7 0.2 0.9 1 0 04 1
Entonces K = 0.3 0.8 0.1 0 1 0.6 O
Yy A A = 21 | .16 | .09 0 0 24 0
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n(A)= ;(0.21 +0.16 +009 +0+0+0.24 +0)=0.40

Numeros borrosos

Definicion de un ndmero borroso como un caso particular de un

subconjunto borroso

Existen varias maneras de definir un nimero borroso. Hecha anteriormente la
presentacion de lo que es un subconjunto borroso, una de las maneras de definir un
nimero borroso es interpretindolo como un caso particular de subconjunto borroso,

convexo y normal.
Por ejemplo, el subconjunto borroso A es un nimero borroso

X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7 X3

A = 0 A 3 5 1 2 1 0

Y se representa de la siguiente manera:
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AY

Nimero borroso como caso particular de un subconjunto borroso

Definicion de un numero borroso como una secuencia de intervalos de

confianza

Se puede definir un nimero borroso como una secuencia finita o infinita de
intervalos de confianza, tal como la definen por ejemplo Gil Aluja y Kaufmann en
Técnicas Operativas de Gestion para el Tratamiento de la Incertidumbre (1987),

obra que goza de un interesantisimo prélogo de Raymond Barre.

Se afecta a cada intervalo de confianza un valor o € [0,1] de tal manera que
dos intervalos de confianza diferentes no pueden tener el mismo valor .. Este valor

@ x a1 el intervalo de

se llama “nivel de presuncidon”. Se designa por Ay = [a;
confianza de nivel o, se debe cumplir: (00" < o) = (AgD Ag), o, o €[0,1], es
decir, que los intervalos de confianza deben encajarse, estrictamente o no, los unos

con los otros.

Existe un intervalo y uno solo que puede reducirse a un real tnico.
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Asi pues, Ay es una aplicacion funcional en o
Un nimero borroso presentado de esta manera se puede considerar como una

generalizacion del concepto de intervalo de confianza. Es una familia de intervalos

que satisfacen los tres puntos enunciados anteriormente.

La figura siguiente representa un nimero borroso y uno de sus o-cortes.

Aq

xe R

Numero borroso y uno de sus a- cortes
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Considerando o cortes cada 1 decimal (se puede tomar tantos o cortes como

sea necesario), se representa a continuacién un nimero borroso tomando 11 o cortes.
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1

9

8 1 1

7 1 1 1

6 1 1 1

5 1 1 1 1

4 1 1 1 1

3 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1

3 2 -1 0 1 3 4

A = 0 0.2 0.7 0.8 0.8 0.5 0.1
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Definiciéon de un niimero borroso mediante m(x) para cualquier x de R

Otra manera de definir un ndmero borroso es mediante la designacion de

1 (x), funcién que asigna a cada valor x de 3 su valor caracteristico.

Gil Aluja y Kaufmann lo presentan de la siguiente manera:

Hay que dar la funcién y; (x) alaizquierda y W, (x) a la derecha tomando un

X tal que:

i (x) = mp(x) =1

Tomando su mismo ejemplo tenemos pues:

1A

1]
o

P
1

—_

x1 Xo=-300+6

Numero borroso mediante designacion de u(x)
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La funcién u (x) es:

Vx e R

=x—+1,—13xs3
4

_"X+6 5 x<s6
3

=0, 6 <X

Se obtiene el intervalo de confianza de nivel oo tomando la funcion inversa de

I a la izquierda y a la derecha:

ag= {81 (x),a,(x) } = {4a-1, -300+6)

Las dos tltimas maneras de representar un niimero borroso son equivalentes.
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Numero borroso triangular

Los numeros borrosos triangulares son aquellos cuyas funciones [ son
lineales. Asi pues un nimero borroso triangular, en abreviacion NBT, queda

perfectamente representado por 3 nimeros aj, a;, a3, y se puede anotar:

A=(a,a,a3,)a e R,aze R,aze Raj<ay<a;

ai ar as Xi

Numero borroso triangular
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Numero borroso trapezoidal

Idénticamente a los NBT se definen los niumeros borrosos trapezoidales:

4
A =(a,,a,,a;,a,)a,<a,<a; < a,,aicR
~ 1

Y se representa de la siguiente manera:

a a a3 a4

Numero borroso trapezoidal

La utilizacion de niimeros borrosos trapezoidales puede resultar en la prictica
mas util que la de los nlimeros borrosos triangulares a la hora de hacer combinaciones

y operaciones entre los mismos.
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Subconjuntos ¢-borrosos e intervalos de confianza

Subconjuntos ¢-borrosos / Definiciones

Definicion de A. Kaufmann

El concepto de subconjunto ¢-borroso fue introducido por Sambuc en su tesis
de medicina “Application au diagnostic en pathologie tyroidienne”, (Facultad de
Medicina de Marsella, 1975). Kaufmann® define muy sencillamente este concepto de

la siguiente manera:
En la nocién de subconjunto borroso la funcién de pertenencia toma sus

valores en [0,1]. Entonces imaginemos que esta funcién de pertenencia tome sus

valores en los segmentos de [0,1] o sea:

ha ()= [u‘;’(u&f’(x ))] c (0,1)

Se dice entonces que A es un subconjunto ¢-borroso del referencial.

~
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Definicion original de Sambuc

Sambuc define un subconjunto ¢-borroso como un “L-fuzzy-Set” en el sentido de
Gohen4, es decir, un subconjunto borroso con valores en un reticulo. Entonces A,

subconjunto ¢-borroso en E se define por un conjunto de parejas tal que:

A={x,00 X}, x € E

donde ¢4 es una aplicacién que toma sus valores en el reticulo F. F es el conjunto de

intervalos de la forma [a; , a;] incluidos en el intervalo [0,1]

Sambuc define sobre F una relacion de orden <.:

Sea A= [a;,a;] yB=][b;,by],doselementosde F, A< Bsi a;<b; y a

< b,, donde < es la relacion de orden total usual sobre [0,1].

e Define una interseccion A y una reunién v donde Ay v corresponden al minimo
y al maximo de dos reales.

e Verifica la conmutatividad, asociatividad, idempotencia, distributividad e
involucion.

En definitiva, F es un reticulo distributivo para la relacién de orden <.

Ademas el reticulo posee un elemento nulo [0, 0] que es neutro para v y un

elemento universal [1, 1] neutro para A.
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Propiedades de los intervalos de confianza en R.

La base de los subconjuntos ¢-borroso radica en los intervalos de confianza.

Recordemos sus propiedades, partiendo de la definicién de Gil Aluja y Kaufmann®,

quien los define como un subconjunto de R definido como:

A=Ja,al], ay <a a,ae R

cerrado a la izquierda y cerrado a la derecha.

Las propiedades de los intervalos en R son:

e Jgualdad

(ai=by y a2 = by) & ([a,a] = [b1,b])

e Suma

A% aj,bi, aa,bbe R

[a;,a] (+) [br,b2] = [a;+ by, a; +by]

e Sustraccion
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v a]7a27 baabZGR

[a;,a] (-) [bi,b2] =[a;-by, a - by ]

¢ El complemento de A se escribe A"y A"=[-a,, -a; |paraA=[a;,ay]

e A=[a,a] =a

e La operacion (+) en los intervalos de confianza es conmutativa, asociativa y posee

un neutro pero no forma un grupo dado que:

A (+) A° = 0 (excepto si A se reduce a un real)

Multiplicacién en R*

y aj,a, bj,bbe R

[a;,a2] () [bi,b2] =[a;.by, ay.by]

e Multiplicacién en R

[a;,a2] () [bi,by] =[Min(a;.by,a;.b2,a.by,a,.b5),
Max(al.bl,al.bz,az.bl,az.bz)]

. . ' . 1
e Lainversa de un intervalo de confianza A se escribe A
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1 1
_1_ v
EnR*: A _[az’a1] al,a’<0

al, a’ > 0, o bien, y de manera general
T E)
A AT #1 excepto si A se reduce a un real.
Divisién
Se considera la divisiéon de A por B como la multiplicacién de A por B! es decir:
A (G B=A() B!
Multiplicacién por un real
A=[a,a], al, e R
Entonces K.A = [ Min (K.a;, K.ay), Max (K.a;, K.ay) |

Divisién por un real

Se establece

K'=—
K

Comparacién de dos intervalos de confianza
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No forman un orden total sino un orden parcial.

e Las operaciones A y Vv para el Minimo y el Mdximo tienen las propiedades de un

reticulo distributivo.

Propiedades algebraicas de los subconjuntos ¢-borrosos

Estas propiedades son las de los intervalos de confianza en [0, 1]:

Seala;,a,] y [bi,by]

Con0< aj< <1y 0< b;< by<1,entonces

* laj,a] (A) [br,ba]=[aiA by, aAb]

* lar,a] (v) [bi,ba]=[a;Vv by, avby]

¥ lap,a]=[l-a, 1- a]

* laj,a] (+) [bi,ba]=[ai+ by, aa+by] si aa+by<1

* lar,a2] (=) [bi,ba]=[a;- by, aa—by] s1 0< a;-by< a,—b; <1

* lar,a2] () [bi,ba]=[a;. by, ap.by]
* lar,a] () [bi,bal=[a;/ by, ay/b;] siay/b; <1
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Para los intervalos de confianza existen varios tipos de inclusion:

- Inclusién ensemblista:

([ar,a] < [bi,by] & [a;2= by, a&2<by]

E

- Inclusion de intervalos:

([a1,a2] < [bi,b2] & [a1< by, aa<by ]

¢

Sambuc la denomina ¢-inclusién y pone

v/ x € E, ¢4 (xX)=[ar,as]

0 x)=[b;,by], a2 <b & AcCB
S

Casos particulares:

a=[aa];0=10,0];1=11,1]

Los intervalos de confianza en [ 0. 1 | no forman un orden total, por ejemplo

[ .3,.6] y [ .4,.5] no son comparables y forman un reticulo distributivo no

complementado, asi como los subconjuntos ¢-borrosos.
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A = [.1,.3] [5,.6] [0.,.3] 0 [2..3]
B = 1 1 [0,.2] [1,.5] [2,.8]
A(~)B [.1,.3] [5..6] [0,.2] 0 [2..3]
A(v)B 1 1 [0,.3] [.1,.5] [.2,.8]
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La siguiente figura representa un subconjunto ¢-borroso

A

v

0 x eR

Subconjunto ¢-borroso
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Subconjunto aleatorio borroso
Definicion

Se atribuyen a R. Feron y a K. Hirota las teorias de los subconjuntos aleatorios
borrosos (Probabilistic sets); al primero, por su escrito “Ensembles aléatoires flous”
de 1976, de la Academia de Ciencias de Paris y al segundo por “Concept of
probabilistic sets” en la revista Fuzzy Sets and Systems, de 1981, siendo esta revista la

mads importante publicacion para los estudios de los Fuzzy Sets.

Base de lo que se determinard mds adelante como Expertones, maxima
aportacién del Profesor Kaufmann en el campo del estudio que nos concierne en este
caso, la teoria de los subconjuntos aleatorios borrosos también es sencillamente
explicitada por este profesor. Por ello escogemos su propia definicién con el fin de no

mezclar distintas definiciones, siendo el expertdn la dltima finalidad del estudio.

Consideremos un referencial E, finito

Consideremos un subconjunto borroso A de E.

~

Supongamos que la funcidn de pertenencia [a (X) sea una variable aleatoria

que toma sus valores en [0, 1] y cuya densidad F (1 5 (X) ) = o existe para cada x de

E.
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Se dice que A es un subconjunto aleatorio borroso o subconjunto a funcién

~

de pertenencia aleatoria.

Un subconjunto aleatorio borroso se anotard A .

~

Ejemplo
Veamos un mismo ejemplo de Kaufmann®

Sea un referencial E = ( a, b, ¢, d, e, f ) y para simplificar leyes de

probabilidad en (0, .1, .2, .3, 4, .5,.6,.7, .8, .9, 1).
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La tabla siguiente da un ejemplo de subconjunto aleatorio borroso:

a b c D e f
pr(ia) | pr(Me) | pr(pe) | pr(ia) | pr(fe) | pr(ie

0 0 2 0 5 4 0
1 0 1 2 0 0 0
2 1 1 2 0 0 0
3 0 1 1 0 0 1
4 4 0 1 2 4 0
5 2 0 1 1 0 0
6 0 3 0 0 0 0
7 0 1 0 1 2 0
8 0 0 1 1 0 0
9 0 0 1 0 0 0
1 3 1 1 0 0 0

Graficamente se puede representar un subconjunto aleatorio borroso de la

manera siguiente, con la densidad de probabilidad F ( 1 (x)):
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Subconjunto aleatorio borroso

Caracteristicas

Un subconjunto borroso es un caso particular de un subconjunto aleatorio

borroso.

El subconjunto borroso

Corresponde al subconjunto aleatorio borroso:
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A b c d e
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
2 1 1 1 1
3 1 1 1
4 1
5 1
.6 1
7 1
.8 1
9
1

Un subconjunto ordinario es un caso particular de un subconjunto aleatorio

borroso:

El subconjunto ordinario B

Corresponde al subconjunto aleatorio borroso
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| o V| o L] B| W

Representacion de ¢:

A
0 1
1
2
3
4
S
.6
7
8
9
1
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Representacion de E:

A b c

0 1 1 1
1 1 1 1

2 1 1 1
3 1 1 1
4 1 1 1
5 1 1 1
.6 1 1 1
7 1 1 1
8 1 1 1
9 1 1 1
1 1 1 1

Funciones acumulativas complementarias

La funcién acumulativa complementaria se define por:

Flu=n)= E pr(u)

Flu=p)= [F(e),dl

e=pn
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Los subconjuntos aleatorios borrosos contribuidos a partir de leyes de

probabilidad de las cuales se obtienen las leyes acumulativas complementarias tienen

la propiedad de monotonia.

complementaria A :

Ejemplo:

Para el

A definido anteriormente

~

tenemos la funci6on acumulativa

A b C d e f
F(pa | F(poy | F(po | F(po | F(ue | F(upy

0 1 1 1 1 1 1
1 1 8 1 ) .6 1
2 1 7 8 S .6 1
3 9 .6 .6 S .6 1
4 9 5 5 5 .6 0
S S 5 4 3 2 0
.6 3 5 3 2 2 0
7 3 2 3 2 2 0
8 3 1 3 1 0 0
9 3 1 2 0 0 0
1 3 A 1 0 0 0

56




Operaciones con los subconjuntos aleatorios borrosos

Tal y como lo explicita el profesor Gil Aluja’ con los subconjuntos aleatorios

borrosos se pueden utilizar las mismas operaciones que con los subconjuntos

borrosos, basta con hacer las operaciones nivel por nivel, ya que cada nivel

proporciona un subconjunto borroso. Asimismo se pueden realizar las operaciones

probabilisticas columna por columna

Se opera con las funciones acumulativas complementarias definidas
anteriormente:
A

Operaciones con los operadores probabilisticos (.) y (+).

a b c d a b c d A b c d
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
d | .6 1 1 4 1 1 1.9 .6 1 8 | .36
21 .6 1 S| 4 1 91819 .6 9 |.40] .36
31 .6 1 S| 4 1 917129 6 | .9 [.35].36
41 6| 8| 4] 2 91 8 .17 541 .64 | .04 .14
S| 6|84 21098 1| 7] =1].56].64].04].14
b6 6.7 4] 2 17107 481 .49 0 | .14
a1 6713 1 gJ 1710 .6 421491 0 | .06
10| 4] 3.1 aJ 1710 .6 0 [.28] 0 |.06
910 1] .1 1 6|1 410 ]| 4 0 [.04] O |.04
1 0 1 0 0 61 410 0 0 [.04] 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A 6 1 1 4 1 1 8 9 1 1 1 | .94
2 6 1 51 4 1 9 8 9 1 1 [.90 | .94
3 6 1 S| 4 1 9 7 9 1 1 | .85 | .94
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16
76

16
.64
.64
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96 | .46
96 | .46

91

91

.82
46

46

.96
.96

92

.88

Operaciones con (A) y (V)
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Complementario de un subconjunto borroso
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De la misma manera, las propiedades son las mismas que para los
subconjuntos borrosos, es decir, que los subconjuntos aleatorios borrosos conforman

un reticulo distributivo con los operadores ( v )y (A), es decir que se cumplen:

Fi (W) AF; (W)
Fi(w vE @

E (W) AF (W
F, (W) v F; (W) Conmutativa

Fi(w) A(Fa(u) AFs (W) = (Fi (W) AF2 ) AF; (W)
Fiw v (v Fs) = (Fi(w vk W)V F; (W Asociativa

Fi(w ~Fi(w) = Fi

F; () vF; (w = F, (w Idempotencia
FiwAF@vFws=(F@AFRWw) v (FwaFw)
Fi(Wv Fa(w AFs (W) = (Fr(wvF (W )A (Fi (wv F; () Distributiva
Fr(w A F¥@ = F

Fiqwv F” @ = F (W

Fiw A FYW = F W

FFwv Fow = FY
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F; (W) = F; (W) Involucién

Fiw AR =F W@ vE @

Fi(w v (W) = Fi(wAF,(uw) Teoremade De Morgan

Este reticulo distributivo es no complementario:

Frw AF(w #F2wW

Fi(wv Frw = FY W
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Complementario de un subconjunto aleatorio borroso

De acuerdo con Gil Aluja y Kaufman, en su trabajo Técnicas operativas de
gestion para el tratamiento de la incertidumbre, si Fx es la funcién acumulativa del

subconjunto aleatorio borroso para x, el complementario vendra dado por:

vxe EF, (@)= Xpr,(1-2)

Z=0
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Es decir para:
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Se indica a continuacién un método para buscar el complemento, por ejemplo

para la columna del criterio a:

0 1 0 1
1 6 |- 1 4 1 1
2 6 |- 9 4 2 1
3 6 |- 8 4 3 1
4 6 |- 7 4 4 4
5 6 |- 6 4 w 5 4
6 6 |- 5 4 6 4
7 6 |- 4 4 Giro 7 4
8 0 N 3 1 8 4
9 0 N 2 1 9 4
1 0 N 1 1 1 4
0 1
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Esperanza matematica de un subconjunto aleatorio borroso

A

a b C d
0 1 1 1 1
1 .6 1 1 4
2 .6 1 S 4
3 .6 1 5 4
4 .6 .8 4 2
5 .6 8 4 2
6 .6 i 4 2
7 .6 7 3 1
8 0 4 3 1
9 0 1 A 1
1 0 1 0 0

La esperanza matemadtica se obtiene por columna calculando la media de las
valuaciones es decir:
Criterioa: (6+.6+.6+.6+.6+.6+.6+0+0+0)/10=.42
Criteriob: (1+1+1+ .8+ .8+.7+.7+.4+.1+.1)/ 10=.66
Criterioc: (1+.5+5+4+4+4+3+3+.14+0)/10=.39
Criteriod: (4+ 4+ 4+2+2+2+.1+.1+.1+0)/10=.21

La esperanza matemadtica es el subconjunto borroso:

e (A) = 42 66 39 21
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Expertones

Elaboracién de un subconjunto aleatorio borroso a través de la opinion de

expertos

Sea un grupo de ocho expertos a los que se requiere una valuacién en [0, 1]

sobre cuatro propiedades P,, Py, P., P4, con un sistema endecadario.

La opinién de cada experto se lee como un subconjunto borroso:

Experto P. Py P. P4
No.
1 3 2 0 A
2 .6 4 2 2
3 i 1 3 A
4 .6 3 A 1
5 .6 4 0 2
6 Vi 4 0 3
7 .5 3 0 2
8 3 2 A 1

Cada estimacién individual de los expertos es un subconjunto borroso por los

que se les podria haber denominado:

A, A A, AL As A Ag Ay
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Se toma la estadistica correspondiente, es decir que se procede a denombrar en

cuantos casos ha sido estimado el valor 0, el valor .1 y asi sucesivamente hasta el

valor 1.

P, Py P. Py
0 0 0 4 0
1 0 1 2 4
2 0 2 1 3
3 2 2 1 1
4 0 3 0 0
S 1 0 0 0
.6 3 0 0 0
i 2 0 0 0
8 0 0 0 0
9 0 0 0 0
1 0 0 0 0

En cada columna verificamos que efectivamente el total de casos es 8. Se
establecen pues, a este nivel, las probabilidades de cada caso, dividiendo cada

elemento por ocho en esta simulacion, lo que nos lleva a la matriz:
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P, Py P. Py
0 0 0 .500 0
1 0 125 250 .500
2 0 250 125 375
3 250 250 125 125
4 0 375 0 0
5 125 0 0 0
.6 375 0 0 0
i 250 0 0 0
8 0 0 0 0
9 0 0 0 0
1 0 0 0 0

Se puede verificar que la suma de cada columna es 1. A este nivel se procede

al establecimiento de las probabilidades acumuladas complementarias.
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P, Py P. Py
0 1 1 1 1
A 1 1 500 1
2 1 875 250 500
3 1 625 125 125
4 750 375 0 0
) 750 0 0 0
.6 .625 0 0 0
i 250 0 0 0
8 0 0 0 0
9 0 0 0 0
1 0 0 0 0

Acabamos de construir un subconjunto aleatorio borroso a partir de la opinion

de 8 expertos, en inglés “probabilistic set”.

Concepto de experton

El concepto de experton ha sido creado por Kaufmann y radica en dos
elementos. El primero es el subconjunto aleatorio borroso, desarrollado a su base
tanto por Feron como por Hirota. El segundo es el intervalo de confianza, estudiado
por Moore con la aportacién relevante en el dmbito que nos interesa hecha por
Sambuc referente a los subconjuntos ¢-borrosos. Asi pues de la fusién de estas dos
lineas de investigacién nace naturalmente el expertén, o sea un subconjunto aleatorio

borroso, fruto de la fusiéon de expertos, pero con opiniones expresadas con intervalos,
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de la misma manera con la que Sambuc traduce la opinién de un solo experto por un

conjunto borroso con intervalos, es decir, un subconjunto ¢-borroso.

Asi, pues, se pide a los expertos valuaciones en [0, 1] por ejemplo con un
sistema endecadario, y tal como lo hemos visto anteriormente se realiza un
subconjunto aleatorio borroso, pero esta vez con intervalos de confianza. Se le

denomina experton.

Se pueden hacer con los expertos todas las operaciones que se hacen con los
subconjuntos borrosos, los intervalos de confianza y los subconjuntos aleatorios
borrosos.

De hecho, un subconjunto aleatorio borroso es un caso particular de expertén

en el que el limite inferior y el limite superior se confunden en la opinién de los

expertos.

Ejemplo de expertén

Sea la opinién de 10 expertos sobre 4 propiedades:
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Experto No. P, Py P. P4
1 [.1,.2] [.6, .8] [.3,.5] [0, .4]
2 0 1 [.5,.5] [.2,.2]
3 0 [.8,.9] [.3, 4] [.2,.3]
4 [.3, .4] [.9, .1] [.4,.5] [.3, 4]
5 [.1,.1] [.8, .9] [.2, .4] [.1, .3]
6 [0, .2] [.7, .8] [.1,.2] [0, .4]
7 [.1,.3] [.6, .1] [0, .3] [.1,.5]
8 [0., 1] [0, 1] [0, 1] [0, 1]
9 [.1,.2] [.8, .8] [.3, 4] [.1,.3]
10 [.1,.2] [.8, .9] [0, .3] [.1,.5]

Recordemos que [0. 1] significa la imprecision completa. El experto no puede
pronunciarse. [.5, .5] significa ni verdadero, ni falso. Tal como lo describe Kaufmann
es un verdadero codigo de verdad que se establece entre los expertos y el colector de

conocimientos.

La estadistica nos da la tabla siguiente:
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Y, en consecuencia, la estadistica siguiente. En este caso se ve facilitada por el

hecho de que haya 10 expertos:

© » 9 o L B WL

—_—

P, Py P. Py
(4, 21|11, O[3, O] [3, 0]
5, A1 1[0, O]|[1, O] (4, 0]
o0, 4]0, O}|[1 , 21| [2, .1]
(1, 11|, o3, 21| [1, .3]
o, .1y ([0, O}|[1, .3] [0, 3]
(0, o] ([0, O]|[1, .3] [0, 2]
0, O] ([2, O[O0, O] [0, 0]
(0, O] ([.1, O]| [0, O] [0, 0]
0, O] ([4, 3]0, O] [0, 0]
0, O] ([.1, 31| [0, O] [0, 0]
o, .11 (.1, .4]| [0, .1] [0, A]
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Y las probabilidades acumuladas complementarias, empezando siempre por el

nivel 1 en la parte baja de la matriz:

P, P P, P,

o [, nfo, nlo, ol o, 11
1 (16, 819, nlr7, ul 17, 11
2 [, 7o, olre, 1l 3, 1
3 L1 3119, 0[5, 91 L1, 9]
4 [, 2119, lr2, 1l 0, 6]
5 [, alwe, oler, 4] o, 3]
6 [0, 1o, 1o, 1l 0, .1
7 o, 1wz, olo, nf o, .1
8 [0, nlre, 1ufo, 1l o, .1
9 [0, nlr2, 710, 1l 0, .1
1 [0, a|rr, 4o, 11] 0, .1
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Y finalmente se obtiene el experton:

N B R = N T O VO

P, Py P. Py
[1, 1] [1, 1] [1,1] [1, 1]
[.6, .8] [.9, 1] [.7, 1] [.7, 1]
[.1,.7] [.9, 1] [.6, 1] [.3, 1]
[.1,.3] [.9, 1] [.5,.9] [.1,.9]
[0, .2] [.9, 1] [.2,.7] [0, .6]
[0, .1] [.9, 1] [.1, .4] [0, .3]
[0, .1] [.9, 1] [0..1] [0, .1]
[0, 1] [.7, 1] [0, .1] [0, .1]
[0, .1] [.6, 1] [0, .1] [0, .1]
[0..1] [.2,.7] [0, .1] [0, .1]
[0, .1] [.1, .4] [0, .1] [.1,.1]

Este experton representa sin ninguna deformacién la estimacion del grupo de

expertos.
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Algebra de expertones

En Técnicas especiales para la gestion de expertos, tal como ya se adelantaba
en Les expertons (1987), Kaufmann sostiene que el dlgebra de los expertones no
difiere de la utilizada con las variables borrosas, los intervalos de confianza y los

ndmeros borrosos.

Asi pues si @, b, € son expertones y para las T-normas (A) y (V), se tienen

las siguientes propiedades:

Conmutativa

2 (b = b (2
a b = b 2
Asociativa

@ bye=a (v (bwe)

@wb)me =a v (bme)

Idempotencia:
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a na=a

3

a (vva=a

Distributiva

anbmwme)s= @ Ig) V) (@ () ©)
avwb nec )= (@ Ig)w @ c)

Involucion

Q|
Il
Q)

Operaciones con 0y 1

?(/\)O=O
8 o= a
JOREL.
awvl=1
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Teorema de De Morgan

Il
Q

anb )b

awvb

Il
Q

(~b

Complementario de un experton

Sea el experton A su complementario se calcula de la siguiente manera:

0 1 1
1 .6 9
2 .6 .8
3 6 .6
4 .6 .6
5 4 .6
.6 2 4
i 1 3
.8 1 1
9 1 1
1 0 1
A

N N N N N N N N N YN

DL R Uy W o o

[

S =

1 4
1 4
4 4
4 4
4 6
6 8
79
9 9
9 9
9 1
1 1

Giro

L ® 9 L B WL

[S—

11
9 1
9 9
9 9
79
6 8
4 6
4 4
4 4
2 4
1 4
A
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Operaciones con expertones

Los expertones pueden ser objeto de las mismas operaciones que las que rigen
los subconjuntos borrosos, y los subconjuntos aleatorios borrosos. Ello permite
agrupar, comparar, clasificar las opiniones de los expertos.

Asimismo, es posible para cada experto obtener su esperanza matematica,
pero este recurso tiene que ser el dltimo. Es necesario hacer caer la entropia lo mas
tarde posible, y manejar las opiniones de los expertos en el estado de experton. Solo
con este ultimo expertén se puede calcular una esperanza matemaética.

Repetimos algunas operaciones con expertones para que el lector pueda
familiarizarse con las mismas, pudiendo encontrar en Técnicas especiales para la

gestion de expertos mas detalle.

Experton @: 4 expertos

0 1
1 1 1
21.25 1 1
31.25 25 150 1
4 500 750
S 25 500 750
6(.25 25 500 500
1.2 7 250
2 9 8 250
31.3 91.25 25 250
4.6 1 0
[.500, .575]
a
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Expertén b = 12 expertos

.834
51
51

916
.833

750
583
500
333
166
.083

587
584
417
167
167

.083
.083
.083

167
.083
167
167
.083
.083

0|.166
.11.083

31.167

S1.167
.6(.250

.81.167

i

40

510

10
11
12

516]

’

[.425
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Expertén C : 2 expertos

L o N L A WL

—

500

.500

500

.500

.500 1
0 500
0 500
0 500
[0.65 , 0.85]

2
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Expertén d : 5 expertos

© o N o L WL

[

.800

.600 .600

400 .600

.200 400

200

200

.200

200

200 200

200 200

200

200 200
.200

200 200

200

0

[300 , .340]
d
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anb

0f1 1
1|1 1
2101 1
31.750 1
41.500 150
51.500 150
.6(.500 .500
71.250 250
.81.250 250
.91.250 250
10 0
A [.500, S75]

(AN

.834 1
751 916
51 .833
587 150
584 583
417 500
167 333
167 .166
0 .083
0 0
[.425, 516]

.834 1
51 916
150 .833
500 750
500 583
417 500
167 250
167 .166
0 .083
0 0
[.408, .508]
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Se demuestra que € (@ (A)b) < (@) (N E (b)

avb

01 1 1 1 1 1
11 1 834 1 1 1
201 1 751 916 1 1
31.750 1 751 833 751 1
41.500 750 584 750 584 750
51.500 750 (v) |.584 583 = |.584 750
6.500 500 417 500 500 500
71.250 250 167 333 250 333
81.250 250 167 166 250 250
91.250 250 0 083 250 250
10 0 0 0 0 0
A [.500, 575] [.425, 516] [.408, .508]

Se demuestra que € (@ (v)b) < (@) (V) E (b)
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b. d Estaeslanorma triangular T-norma (.) producto

L »®» 9 o h » WL P

p—

01 1 1 1 1 1
.1(.834 1 .800 .800 .667 .800
151 916 .600 .600 450 .549
751 .833 400 .600 .300 499
584 750 200 400 116 .300
584 583 ) 200 200 = 116 116
417 .500 200 200 .083 .100
167 333 200 .200 .033 .066
167 .166 200 200 .033 .033
0 .083 .200 .200 0 016
0 0 0 0 0 0
[.425, 516] [.300, .340] [.179, .297]

86



: O

: QL

A

Esta es la T-norma +, es decir la suma algebraica

A

X+ y=x+y-X.

0f1 1 1 1
.11.834 1 .800 .800
2(.751 916 .600 .600
31.751 .833 400 .600
41.584 150 200 400
S51.584 583 A 200 .200
.6(.417 500 200 200
1.167 333 .200 .200
81.167 .166 200 .200
910 .083 200 200
10 0 0 0

[.425, 516] [.300, .340]

y

967 1
901 967
851 934
.668 .850
.668 .667
534 .600
334 467
334 333
200 267
0 0
[.545, .608]
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Calculemos el complemento del expertén aQ:

~

WL

L © N o W

01 1| 7 110 0
1|1 112 9]0 0
211 1{2 8|0 250
31.750 1|22 .7(.250 .500
41.500 7500 A2 .6].250 500
.51.500 7500 22 .5 1.500 500
.61.500 500022 41.750 750
.71.250 2500 22 3(.750 750
.81.250 2500 2 21(.750 750
.91.250 2501 A 1|1 1
1{0 0| 72 0
[.500, .575]
Contraexpertizaje

1 1
1 1
150 150
150 750
750 150
.500 500
250 500
250 500
0 250
0 0
0 0
[.425, .500]

En Técnicas especiales para la gestion de expertos, Gil Aluja y Kaufmann

van mas alld del expertén, aumentando la calidad de la valuacién, con la introduccién

de métodos de contraexpertizaje. Asi, pues, si tenemos una valuacion de expertos, se

obtiene primero el experton:
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o o N o L WL

AN L B~ W

[

0 0
0 0
0 1
1 0
0 0
0 0
1 0
1 1
2 3
0 0
1 1
Frecuencia

6 6 1 1
6 6 1 1
6 6 1 1
6 5 1 .833
5 5 .833 .833
5 5 .833 .833
5 5 .833 .833
4 5 .666 .833
3 4 500 .660
1 1 .166 .166
1 1 .166 .166
frecuencias Probabilidades
Acumuladas Acumuladas
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Lo que da el expertén

(1, 1]
[, 1]
(L, 1]
[1,.833]
[.833, .833]
[.833,.833]
[.833,.833]
[.666 ,.833]
[. |
[. ]
[. |

500 ,.660
166 ,.166
166, .166

699 ,.716

Se redondea a

70, 72

Un segundo grupo de expertos utiliza la seméntica siguiente para cualificar la

opinion del primer grupo:
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0: el valor 0.70 es correcto

: practicamente 0.70

caso 0.70

cercano a 0.70

mas cerca de 0.70 que de 0.72
tan cerca de 0.70 que de 0.72
mds cerca de 0.72 que de 0.70
cercano a 0.72

casi 0.72

practicamente 0.72

p—

: el valor 0.72 es correcto
Si el intervalo (0.70, 0.72) no fuera aceptado por los contraexpertos, se
tomaria en lugar de 0.70 el valor mas pequefio de los suministrados por los

contraexpertos, y en lugar de 0.72 el més alto.

Supongamos 3 expertos que aceptan el intervalo (0.70, 0.72) y su opinion:

Experto 1 5
21.2 6
3 0

La nueva valuacidon se obtiene por la férmula siguiente:

Sea [ A+, A ] un intervalo de los expertos
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Sea [ o, o ] un intervalo de contraexpertos

El nuevo intervalo [ A%, A”" ] queda definido por:

A=A« + (A* - A*)OC*

A=A + (A" - Ao

En el ejemplo:

5 71

070 + (0.72 — 0.70) 2 .6 = 704 712
0 .70

c 704 707

o sea redondeando [.70 , 1]

Vemos, pues, que la opinién es ahora (0.70, 0.71) contra (0.70, 072) por lo

que hemos ganado precision.

Hay otras maneras de realizar contraexpertizaje. Para ello el lector interesado

podra referirse a Técnicas especiales para la gestion de expertos.
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